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ડિ�ઝા�ઇન અન	 એન�લિ�લિ ઓફ એલ્ગો�ડિ�ધમ્ (Design and Analysis of Algorithms)
પ્રો�ફ	� મા�ધવન મા�કું��દ

ચે	ન્નઈ મા	થે	મા	ડિ!કું� ઇલિન્"!ટ્યુ�!
વ%કું - 01

મા&ડ્યુ(� - 01
�	ક્ચે� - 01

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ+ ��: 00:06)
તો�,  એનપી%!%ઈએ�  એમાઓઓ%(MOOC)  મા��  ડિ�ઝા�ઇન  અન	  એન�લિ�લિ  ઓફ  એલ્ગો�ડિ�ધમ્  (Design  and
Analysis of Algorithms)  મા�� આપીન�� "વ�ગોતો છે	.  તો	થે%,  અહીં1 કું	!�%કું બા�બાતો� છે	  જે	  આપીણે	 આ કું�+મા�� જે�ઈશું��.
જ્યુ��	  અમા	 એલ્ગો�ડિ�ધમ્(algorithms)  ન� અભ્યુ� કું�%એ છે%એ,  ત્યુ��	  પ્રોથેમા વ"તો� કું	  જે	  આપીણે	 આપીણે% જાતોન	
માજાવવ�ન% જેરૂ� છે	 તો	 એ છે	 કું	 એલ્ગો�ડિ�ધમા(algorithm) �ચે�� છે	 અન	 તો	 એવ% જે �%તો	 કું�% �હ્યું�� છે	 જે	  અમા	 અપી	લિ<તો
છે	. તો	થે%, અમા	 એલ્ગો�ડિ�ધમ્(algorithms)ન% �ચે%તો�ન	 �લિબાતો કું�વ� મા�!	ન% વ્યુ(હીં�ચેન�ઓ પી� ધ્યુ�ન આપી%એ છે%એ.
અલ્ગો�ડિ�ધમાન� બા%જે� માહીંત્વન� પી��� તો	ન% કું�યુ+<માતો� છે	. ઍલ્ગો�ડિ�ધમ્ ઇનપી�ટ્(inputs) પી� કું	!�� માયુ �	 છે	? હીંવ	,
અ�બાત્ત, આપીણે	 ઇનપી�!(input)ન� કુંદમા�� પીડિ�બાળ �ગો�વવ�� પી�શું	. અન	 અમાન	 એવ% �%તોન% જેરૂ� છે	 કું	 બા	 અ�ગો અ�ગો
એલ્ગો�ડિ�ધમ્(algorithms)ન% તો��ન� કું�વ�ન% �%તો છે	,  જે	  મા�ન પ્રોકું��ન��  ઇનપી�ટ્(inputs)  પી� કું�યુ+  કું�	  છે	  અન	
મા�ન પ્રોકું��ન� આઉ!પી�! બાન�વ	 છે	. તો	થે%, આ એલિમ્પી!&ડિ!કું જેડિ!�તો�(asymptotic complexity) તો�%કું	 ઓળખા�તો%
�%તો દ્વ��� પ્રો�પ્તો થેશું	, જે	 એલ્ગો�ડિ�ધમા(algorithm)ન� ચે��% �હીં	� માયુ મા�પીશું	 કું	મા કું	 ઇનપી�ટ્(inputs)ન� કું�યુ+ તો�%કું	
ઇનપી�ટ્(inputs) મા�!� અન	 મા�!� થે�યુ છે	. અન	 અમા	 અમા�કું �કું	તો લિવકું�વ%શું��, ખા� કું�%ન	 લિબાગો O(big O) �કું	તો, જે	
કું	!��કું
((માયુન��દર્ભ+: 01:00))
એલ્ગો�ડિ�ધમ્(algorithms)ન	 �ળ બાન�વશું	  અન	 તો	માન	  જે	  મા�ન છે	  એવ� મા�!� લિહીં"�મા��  જે( થે કું�શું	. કું�ઈ પીણે
��મા	ન(domain) અન	 ખા� કું�%ન	 એલ્ગો�ડિ�ધમ્(algorithms)મા�� મા"યુ�ન�� લિન��કું�ણેન�� એકું માહીંત્વપી(ણે+ ર્ભ�ગો એ, યુ�ગ્યુ
"તો�ન% લિવગોતોવ�� મા"યુ�ન	  મા��	� કું�વ�ન%  કુંળ� છે	.  મા�!� ર્ભ�ગોન��  ઍલ્ગો�ડિ�ધમ્(algorithms)મા��  આપીણે	 જે�શું��  કું	
આપીણેન	 યુ�ગ્યુ ગો�લિણેલિતોકું મા��	� શું�ધવ�ન% જેરૂ� છે	. આમા��થે% એકું આ�	ખા હીંશું	. અમા��� આલ્ગો�ડિ�ધમા(algorithm)મા��
આ  મા&�	લ્ન%  લિવર્ભ�વન�ઓન	  �જે(  કું�વ�ન%  �%તોન%  અમાન	  જેરૂ�  છે	.  આ  મા�!	,  અમાન	  યુ�ગ્યુ  �	!�  "ટ્રક્ચે�(data
structures)ન% જેરૂ� છે	. અન	 �મા�ન્યુ �%તો	 કું�ઈ મા"યુ�ન	 હીં� કું�વ� મા�!	, તો	ન	 મા	ન	જે કું�વ� યુ�ગ્યુ બા મા"યુ�ઓમા��
તો��% ન�ખાવ�ન% જેરૂ� છે	. તો	થે%, આપીણે	 ન�ન% મા"યુ�ઓમા�� મા"યુ�ઓન�� લિવઘ!ન કું�વ� મા�!	ન% વ્યુ(હીં�ચેન�ઓ પી� ધ્યુ�ન
આપી%શું��  અન	 તો	ન% મા"યુ�ન	 ઉકું	�વ� મા�!	  તો	માન	  કું	વ% �%તો	  મા(કુંવ��  તો	  જે�ઓ.  માયુ જેતો�,  મા�!% �ખ્યુ�મા��  મા"યુ�ઓ
ઉકું	�વ� મા�!	 ઘણે% �મા�ન્યુ તોકુંન%કું� લિવકું�વવ�મા�� આવ% છે	 . અન	 આપીણે	 ઘણે% તોકુંન%કું% મા"યુ�ઓ પી� આ તોકુંન%કું�ન	
કું	વ% �%તો	 ��ગો� કું�% શુંકું%એ તો	ન� ઉદ�હીં�ણે� જે�ઈએ છે%એ જે	  આપીણેન	 વ���વ�� માળ	 છે	. આ તોકુંન%કું� વચ્ચે	 ડિ�વ�ઇ� એન્�
કું�નકું��(divide and conquer)  છે	 જ્યુ��,  આપીણે	 મા"યુ�ન	 વ્યુલિક્તોગોતો ઘ!કું�મા��  ર્ભ��ગો%એ છે%એ જે	  એકુંબા%જા �થે	
ઓવ��	પી કું�તો�� નથે% અન	 પીછે% માગ્ર મા"યુ�ઓ મા�!	 ઉકું	� મા	ળવવ� મા�!	 આ ઉકું	�� ર્ભ	ગો� કું�	 છે	 . કું	!��કું ડિકું"�ઓમા��,
અમા	 એવ% મા"યુ�ન% ઓળખા કું�% શુંકું%એ જે	  મા"યુ�ન% "થે�લિનકું લિ"થેલિતોન	 જે�એ છે	  અન	 શ્રે	ષ્ઠ મા�ગો+ પી�દ કું�	 છે	  અન	
તોમા�મા  શુંક્યુતો�ઓન	  ધ્યુ�નમા��  �%ધ�  લિવન�  અ�લિતોમા  ઉકું	�  પી�  આવ	  છે	.  આ  પ્રોકું��ન%  ગ્ર%�%(greedy)
અલ્ગો�ડિ�ધમ્(algorithms)  ત્યુ��  છે	.  આવ�  એલ્ગો�ડિ�ધમ્(algorithms)  �ચે�  કું	વ%  �%તો	  �લિબાતો  કું�વ��  તો	  જાણેવ��
માહીંત્વપી(ણે+ છે	.  પી��તો�  જે�  ગ્ર%�%(greedy) એલ્ગો�ડિ�ધમ્(algorithms)  અલિ"તોત્વ ધ��વ	  છે	,  તો� તો	  �મા�ન્યુ �%તો	 અન્યુ
પ્રોકું��ન� અલ્ગો�ડિ�ધમ્ કું�તો� વધ� કું�યુ+<મા છે	.  જ્યુ��	  ગ્ર%�%(greedy) કું�મા કું�તો% નથે%,  ત્યુ��	 આપીણે	 બાધ% શુંક્યુતો�ઓન%
શું�ધ કું�વ�ન� અન	 શ્રે	ષ્ઠ લિવકુંલ્પી પી�દ કું�વ�ન% વ્યુવલિ"થેતો �%તોન% જેરૂ� છે	 . આ પ્રોડિNયુ�મા��, કું	!�%કુંવ�� આપીણે	 ઓવ��	પિંપીગો
મા"યુ�ઓન	 અવગોણેવ�ન% હીં�યુ છે	  અન	 ખા�તો�% કું�%એ છે%એ કું	 અમા	 �પી(ણે+પીણે	 ફ�%થે% લિવવ�ડિદતો વ"તો�ઓન	 બાગો��તો�
નથે%. તો	થે%, આ ગોલિતોશું%� પ્રો�ગ્ર�પિંમાગો(programming)ન% કુંલ્પીન� દ્વ��� આવ�% �	વ�મા�� આવ	 છે	.
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("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ+ ��: 03:06)
હીંવ	 લિદ્ધ��તો �થે	, આ કું�+મા�� આપીણે% પી�	 કું	!�%કું પ્રો�ગ્ર�પિંમાગો(programming) અ�ઇનમા	ન્! હીંશું	. તો	થે%, અમા	 અપી	<�
��ખા%એ  છે%એ  કું	  તોમા��%  પી�	  પ્રો�ગ્ર�પિંમાગો(programming)મા��  કું	!�%કું  પીPષ્ઠર્ભ(લિમા  છે	.  આ  %(c)  અથેવ�  %
પ્�પ્�(C++) અથેવ� જાવ�(Java) મા�� હીં�ઈ શુંકું	 છે	. અમા	 જે	  ર્ભ�ષા�ન� ઉપીયુ�ગો કું�%એ છે%એ તો	ન� લિવશું	 અમા	 �વચે%કું
છે%એ,  પી��તો�  તોમા	  અમા���  અભ્યુ�Nમામા��  ઉપીયુ�ગોમા��  �	વ�તો�  પ્રોમા�ણેર્ભ(તો  પ્રો�ગ્ર�મ્  અન	  કું	!��કું  મા(ળર્ભ(તો
એલ્ગો�ડિ�ધમ્(algorithms)ન	 અમા�મા�� મા(કુંવ� જે�ઈએ. આ કું�વ� મા�!	, અમા	 આ કું�+મા�� કું	!��કું નવ� �	!� "ટ્રક્ચે�(data
structures) આવ�%શું��. પી��તો� અમા	 અપી	<� ��ખા%એ છે%એ કું	 તોમા	 ઉપીયુ�ગોમા�� �� છે� તો	 ર્ભ�ષા�મા��, તોમા	 એ�	(Array) અન	
લિ�"!(lists) જે	વ% મા(ળર્ભ(તો લિવર્ભ�વન�ઓથે% પીડિ�લિચેતો છે� અન	 "!	કુંR(stack) અન	 ક્યુ�(queue) જે	વ% વ"તો�ઓ પીણે છે	 જે	
આન� પી� લિનમા�+ણે કું�	 છે	.  અ�બાત્ત,  જ્યુ��	 આપીણે	  "!	કુંR(stack)  અન	 ક્યુ�(queue)મા�� આવ%એ છે%એ ત્યુ��	 અમા	 તો	ન�
ઉપીયુ�ગો કું	વ% �%તો	 કું�વ�મા�� આવ	 તો	 લિવશું	 કું	!�%કું લિવગોતો� આપીવ�ન� પ્રોયુ� કું�%શું��. પી��તો� અમા	 અપી	<� ��ખા%એ છે%એ કું	 તોમા	
તો	માન	 પીહીં	��� જે�યુ� છે	. તો	થે%, આ પીહીં	�% વ�� તોમા	 આ ખ્યુ���ન	 જે�તો� નથે%.
("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ+ ��: 03:54)
અહીં1 કું�+મા�� આવ�% �	વ�ન% અપી	<� ��ખાતો% મા�દ્દા�ઓન% એકું પ્રોકું��ન% અ�દ�લિજેતો (લિચે છે	 . તો	થે%, કું	!��કું ઉદ�હીં�ણે� જે�વ�
પીછે%  આપીણે	  એલિમ્પી!&ડિ!કું  જેડિ!�તો�(asymptotic  complexity) �થે	  પ્રો���ર્ભ  કું�%શું��,  જે	
એલ્ગો�ડિ�ધમ્(algorithms)ન%  કું�યુ+<માતો�ન	  મા�પીવ�  અન	  આ મા�પીન	  આ �%તો	  �ખાવ�ન��  છે	  જે	  આપીણે	  �ળતો�થે%
અલ્ગો�ડિ�ધમ્(algorithms)મા�� તો��ન� કું�% શુંકું%એ છે%એ. પીછે% આપીણે	 એ�	(Array) મા�!	 Tથે% મા(ળર્ભ(તો મા"યુ� તો�ફ
જેઈશું��, જે	 તોત્વ મા�!	 એ�	(Array) શું�ધવ�ન�� છે	. અન	 પ્રોડિNયુ�મા�� આપીણે	 માજીશું�� કું	 એ�	(Array)ન	 કું�યુ+<મા �%તો	 ગો�ઠવવ�
મા�!	 આપીણે	 અ"થે�યુ% �%તો	  &!+(sort) કું�% શુંકું%એ છે%એ,  જે	થે% આપીણે	 એકું અ�કું��કું �%તો	 શું�ધ% શુંકું%એ.  તો	થે%,  અમા	
શું�ધ(search)  અન	  &ર્ટિં!ગો(sorting) તો�ફ  જે�શું��.  તો	થે%,  આપીણે	  લિદ્વ�ગો%  શું�ધ((binary  search)ન	  જે�ઈશું��  અન	
&ર્ટિં!ગો(sorting)ન� જે� દ� જે� દ� લિવચે���ન	 જે�શું��.  તો	મા��ન� કું	!��કું વધ� પ્રો�થેલિમાકું અન	 અ�તોર્જ્ઞા�+ન જે	વ� છે	  ઇન્	�શુંન અન	
પી�દગો% &!+(insertion sort and selection sort). પી��તો� હીં� � કું�યુ+<માતો�ન� �દર્ભ+મા�� શ્રે	ષ્ઠ નથે%. અન	 પીછે% આપીણે	 વધ�
કું�યુ+<મા અલ્ગો�ડિ�ધમ્ જે�શું� જે	મા કું	 માજે+  &!+(merge sort),  ઝા�પી% &!+(quick sort);  જે	  શુંરૂઆતોથે% "પીષ્ટ નથે%.
શું�ધ(search)  અન	  &ર્ટિં!ગો(sorting)થે%  આગોળ  વધવ��,  અમા	  આ�	ખા  અન	  ગ્ર�ફ  એલ્ગો�ડિ�ધમ્(algorithms)  પી�
આવ%એ છે%એ.  તો	થે%,  અમા	 આ�	ખા �જે(  કું�%શું��.  આપીણે	 જે�શું�� કું	 કું	વ% �%તો	 આપીણે	 ચે�ક્કું પ્રોકું��ન% મા"યુ�ઓન�� મા���
કું�વ� મા�!	 તો	ન� ઉપીયુ�ગો કું�% શુંકું%એ છે%એ. ગ્ર�ફન% �જે(આતો કું	વ% �%તો	 કું�વ% તો	 આપીણે	 જાણેવ�ન% જેરૂ� છે	 . તોમા	 કું	વ% �%તો	
કું�વ��? ગ્ર�ફ એ આવશ્યુકુંપીણે	 એકું લિચેત્ર છે	 , તો� તોમા	 આ લિચેત્રન	 કુંઈ �%તો	 અન�વ�ડિદતો કું�� છે� કું	 જે	  ઍલ્ગો�ડિ�ધમાન� ઉપીયુ�ગો
કું�% શુંકું	 છે	?  તો	થે%,  તો	 �જે(આતો છે	.  અમા	 ગ્ર�ફમા�� મા�નકું મા"યુ�ઓ જે�ઈશું��;  પીહીં\ચે અન	 જે���ણે (reachability and
connectedness). અમા	  લિનદ]લિશુંતો એ�યુકુંલિ�કું ગ્ર�ફ્ તો�%કું	  ઓળખા�તો�  ગ્ર�ફન�  લિવલિશુંષ્ટ વગો+ન	  જે�ઈશું��,  જે	  ચે�ક્કું
પ્રોકું��ન%  મા"યુ�ઓન��  મા��	પિં�ગો  કું�વ�  મા�!	  ખા(બા  જે  ઉપીયુ�ગો%  છે	 .  અન	  પીછે%  આપીણે	  !(�કું%  પી�થે  અન	  "પી�પિંનગો
ટ્ર%(shortest paths and spanning trees) લિહીંતોન� ગ્ર�ફ પી�ન% અન્યુ કું	ન�લિનકું� મા"યુ�ઓ જે�ઈશું��.
("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ+ ��: 05:31)
જે	મા આપીણે	  પીહીં	��  ઉલ્�	ખા કુંયુ_  છે	,  ત્યુ��  કું	!�%કું  મા(ળર્ભ(તો  એલ્ગો�ડિ�ધલિમાકું(algorithmic)  ડિ�ઝા�ઇન તોકુંન%કું  છે	;  જે	
મા"યુ�ઓન� વગો+મા�� ��ગો� પી�	 છે	. તો	થે%, આપીણે	 ખા� ડિ�વ�ઇ� એન્� કું�નકું��(divide and conquer), ગ્ર%�%(greedy)
એલ્ગો�ડિ�ધમ્(algorithms)  અન	  ગોલિતોશું%�  પ્રો�ગ્ર�પિંમાગો(programming)મા��  જે�શું��.  આ  કું�+મા��  આપીણે	  જે	  �	!�
"ટ્રક્ચે�(data structures)ન� �માન� કું�%શું�� તો	  અગ્રતો� ક્યુ�(priority queues,) છે	,  જે	  ઘણે% વ�� ઢગો��ઓ મા�!	 ��ગો�
કું�વ�મા��  આવ	 છે	.  તોમા	  લિદ્વ�ગો% ચે+   ટ્ર%(binary search trees)ન	 જે�શું�,  જે	  &!+  કું�	� Nમામા��  મા�લિહીંતો%ન	 જાળવ%
��ખાવ� મા�!	 કું�યુ+<મા �%તો� છે	 જે	મા મા�લિહીંતો% આવ	 છે	 અન	 જાયુ છે	. અન	 	!ન% ર્ભ�ગો��
ન	  બા	ટ્ન�  અ�ગો �ગ્રહીંમા��  જાળવવ�  મા�!	  અમા	  ખા(બા જે ઉપીયુ�ગો%  �	!�  "ટ્રક્ચે� જે�શું��;  કુંહીં	વ�તો�  યુ�લિનયુન-શું�ધ%
અલ્ગો�ડિ�ધમા(union-find algorithm)ન�.  અન	 છે	વ!	,  કું	!�� માયુ બા�કું% છે	  તો	ન� પી� આધ�� ��ખા%ન	 આપીણે	 કું	!��કું
પી�ચે��ણે મા�દ્દા�ઓ જે�ઈશું��. એ માજેવ�� અગોત્યુન�� છે	 કું	 દ�	કું એલ્ગો�ડિ�ધમા(algorithm) એકું કું�યુ+<મા ઉકું	� "વ%કું��	 છે	.
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("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ+ ��: 06:34)
તો	થે%, આપીણે	 મા"યુ�ન	 અવ્યુવલિ"થેતોતો� તો�ફ જે�શું�� અન	 કું	!�%કું ખાતો મા�શ્કું	�%ઓ અન	 અન્યુ કું	!�%કું મા"યુ�ઓ જે	  આ
લિ"થેલિતો અજાણ્યુ� છે	 તો	 જે�શું	. આઠ અઠવ�ડિ�યુ�ન� કું�+ છે	. ન%ચે	 મા�જેબાન% શું	ડ્યુ(� ન%ચે	 મા�જેબા છે	: પ્રોથેમા પ્તો�હીંમા��, અમા	
કું	!��કું  પ્રો	�ણે�ત્માકું  ઉદ�હીં�ણે�  કું�%શું��  અન	  અમા	  કું	!��કું  (ચેન�  જે�શું��  અન	  એલિમ્પી!&ડિ!કું  જેડિ!�તો�(asymptotic
complexity)ન	  મા�વતો%  કું	!�%કું  મા"યુ�ઓન��  કું�યુ+  કું�%શું��.  બા%જા  અઠવ�ડિ�યુ�મા��,  અમા	  શું�ધ(search)  અન	
&ર્ટિં!ગો(sorting) પી�  આગોળ  વધ%શું��.  ત્ર%જા  પ્તો�હીંમા��,  અમા	  ગ્ર�ફ્  �જે(  કું�%શું��  અન	  મા(ળર્ભ(તો  ગ્ર�ફ
એલ્ગો�ડિ�ધમ્(algorithms) જે�શું��. અમા	 વધ� ગ્ર�ફ એલ્ગો�ડિ�ધમ્(algorithms) �થે	 ચે��� ��ખા%શું��. અન	 પીછે% પ્રોડિNયુ�મા��,
ડિ�જે	ક્!� 	! �	!� "ટ્રક્ચે+ �જે(  કું��.  પીછે% ઔપીચે�ડિ�કું �%તો	  ડિ�વ�ઇ� એન્� કું�નકું��(divide and conquer), જે	  તોમા	
પીહીં	��થે% જે જે�યુ� છે	. પી��તો� આપીણે	 ફ�%થે% તો	 જે�ઈશું��. અન	 પીછે% આપીણે	 ઢગો�� �જે(  કું�%શું��. છેઠ્ઠ� અઠવ�ડિ�યુ�મા��, અમા	
શું�ધ વP<� અન	  ગ્ર%�%(greedy) એલ્ગો�ડિ�ધમ્(algorithms)ન� કું	!��કું ઉદ�હીં�ણે� અન	 તો	માન� પી���વ� કું�%શું��.  �તોમા%
પ્તો�હીંમા��,  અમા	 ગોલિતોશું%�  પ્રો�ગ્ર�પિંમાગો(programming) મા�!	 માર્પિપીતો થેઈશું��.  અન	 પીછે% છે	લ્�� અઠવ�ડિ�યુ�મા�� આપીણે	
લિવલિવધ લિવષાયુ�ન	 આવ�% �ઈશું��. હીંવ	, તોમા��	 યુ�દ ��ખાવ�� જે�ઈએ કું	 આ મા�ત્ર એકું અ�દ�લિજેતો શું	ડ્યુ(� છે	  અન	 તો	મા�� કું	!��કું
ફ	�ફ��� હીંશું	. પી��તો� મા�!	ર્ભ�ગો	 આ તો	 Nમા અન	 ગોલિતો છે	 જે	મા�� તોમા	 કું�+મા�� �માગ્ર%ન	 આવ�% �	વ�ન% યુ�જેન� બાન�વ% છે	 . તોમા	
અઠવ�ડિ�યુ�ન%  �થે	  પીણે જે�ઈ  શુંકું�  છે�.  કુંf�	ન્��  અઠવ�ડિ�યુ�  કું	  જે	  આ અન�રૂપી  છે	 .  તો	થે%,  અભ્યુ�Nમાન�  પીહીં	��
અઠવ�ડિ�યુ�મા�� વતો+મા�ન પ્તો�હીં છે	  જે	  જાન્યુ�આ�% પી��ચેમા%થે% નવમા% છે	. અન	 આ કું�+ ફ	બ્રુ�આ�%ન� છે	લ્�� અઠવ�ડિ�યુ�મા��
જેશું	.
("��ઇ�માયુન� �દર્ભ+ ��: 07:53)
હીંવ	  કું�+  મા�!	ન�  મા(લ્યુ��કુંનન�  ર્ભ�ગો  રૂપી	,  તોતો  મા(લ્યુ��કુંન  કું�વ�મા��  આવશું	.  દ�  અઠવ�ડિ�યુ	,  લિક્વઝા  હીંશું	.  તોમા	
પ્રો�ગ્ર�પિંમાગો(programming) અ�ઇનમા	ન્! પીણે કું�શું�;  આઠ અઠવ�ડિ�યુ�મા��  �ગોર્ભગો છે  પ્રો�ગ્ર�પિંમાગો(programming)
અ�ઇનમા	ન્!.  અભ્યુ�Nમા મા�પ્તો થેયુ� પીછે%,  પ્રોમા�ણેપીત્ર પી�%<� હીંશું	.  તોમા	  આ કું�+  ફળતો�પી(વ+કું  પી(ણે+  કુંયુ�+  છે	  તો	
પ્રોમા�ણેપીત્ર મા	ળવવ� મા�!	,  તોમા��	 લિક્વઝામા�� અન	 પ્રોમા�ણેપીત્ર પી�%<�મા��  60  !કું� "કું�� કું�વ�ન% જેરૂ� છે	.  તોમા��	 ઓછે�મા��
ઓછે� પી��ચે છે બાલિમા! કું�વ�ન% જેરૂ� છે	 ;  છે \પીણે%ઓમા��થે%.  અન	 ઓછે�મા�� ઓછે�,  તો	મા��ન� ચે�� તોમા��	 કું�ઈકું કું�વ��
આવશ્યુકું છે	
((માયુન��દર્ભ+ ��: 08:27))
મા%<� કું��.
("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ+ ��: 08:30)
આપીણે	 બા	 મા�ખ્યુ પી�ઠ્યુ પી�"તોકું�ન�� અન��ણે કું�%શું��. તો	માછેતો�� પીણે, હીં� � પી�ઠ્યુપી�"તોકું�ન� કું�+ %ધ% �%તો	 ઉપીયુ�ગો કું�તો� નથે%,
પી��તો� જે� તોમા	 કું	!�%કું �માગ્ર%ન	 જે�વ� મા��ગોતો� હીં�, તો� તોમાન	 આ બા	 પી�"તોકું�મા�� માળશું	. જે�ન ક્�	નબાગો+ અન	 ઇવ� !	�_
(Jon Kleinberg and Eva Tardos) દ્વ��� પ્રોથેમા પી�"તોકુંન	 "એલ્ગો�ડિ�ધમા ડિ�ઝા�ઇન"(algorithm design) કુંહીં	વ�મા��
આવ	  છે	.  અન	  બા%જી પી�"તોકું  �જેયુ દ�ગો�પ્તો�,  ડિN"!� પી�પી��%લિમાલિત્રઓ અન	  ઉમાશું વ�લિઝા��(Sanjay Dasgupta,
Christos Papadimitriou and Umesh Vazirani)ન% દ્વ���  "એલ્ગો�ડિ�ધમ્" (algorithms)કુંહીં	વ�મા��  આવ	 છે	.
ક્�	નબાગો+ અન	 !	�_(Kleinberg and  Tardos)ન�� પી�"તોકું વધ� લિવગોતોવ�� છે	  અન	 તો	મા�� ઘણે% બાધ% લિવર્ભ�વન�ઓ અન	
તોદ્દાન  લિવગોતોવ��  પી���વ�ઓન	  માજાવવ�  મા�!	  �ખ્યુ�બા�ધ  �  ઉદ�હીં�ણે�  છે	 .  દ�ગો�પ્તો�  પી�પીડિદલિમાલિત્રઉ  અન	
વ�લિઝા��ન%(Dasgupta, Papadimitriou and   Vazirani)  દ્વ��� �ખા�યુ	�% પી�"તોકું એકું ન�જે� કું પી�"તોકું છે	.  તો	 તોમા��%
જાતો	 વ��ચેવ� મા�!	 વધ� �ળ અન	 ઍક્	લિબા� છે	.  પી��તો� બા%જી બા�જે�  તો	 વ્યુ�યુ�મા તો�%કું	 ઘણે% બાધ% લિવગોતો� છે��% દ	 છે	.
તો	થે%, �માગ્ર%ન	 ખા�	ખા� માજેવ� મા�!	, તોમા��	 ખા�	ખા� "વ�ધ્યુ�યુ કું�વ� મા�!	 વધ� માયુ પી�� કું�વ� પી�શું	 અન	 અધ્યુ�યુમા��
હીં�જે� �માગ્ર% દ્વ��� જે નહીં1.
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ડિ�ઝા�ઇન અન	 એન�લિ�લિ ઓફ એલ્ગો�ડિ�ધમ્ (Design and Analysis of
Algorithms)

પ્રો�ફ	� મા�ધવન મા�કું��દ (Prof. Madhavan Mukund)

ચે	ન્નઈ મા	થે	મા	ડિ!કું� ઇલિન્"!ટ્યુ�! (Chennai Mathematical Institute)

વ%કું - 01
મા&ડ્યુ(� - 02
�	ક્ચે� - 02

તે	થે%, અમા	 કું�+ન� ઔપચે�ડિ�કું ભા�ગો પ્રો���ભા કું�%એ તે	 પહે	���, હે� � કું	!��કું દ�ખ��ઓન% ચેચે�+ કું�વ� મા��ગો�� છું� �  કું	 જે	  પ્રોકું��ન%
મા"યુ�ઓ છું	 તે	 મા�!	 આપણે	 પ્રો	�ણે� આપ%શું��..
("��ઇ�માયુન� �દભા+ ��: 00:10)
તે	થે%, અમા	 એ� ટ્રા�વ	�ન% મા"યુ�થે% પ્રો���ભા કું�%એ છું%એ. તે	થે%, અમા��% પ�	 એ���ઇન છું	; બા�બા8! એ���ઇન્(barbet
airlines), જે	 દ	શુંમા�� ઘણે� શુંહે	��ન	 	વ� આપ	 છું	. અન	 અ�બાત્ત, જે�કું	 તે	 અન	કું શુંહે	��મા�� 	વ� આપ	 છું	, તે	 ખ�	ખ� આ
બાધ� શુંહે	��ન	 %ધ% �%તે	 કુંન	ક્! કું�તે�� નથે%. ફક્તે કું	!��કું શુંહે	�� %ધ� ફ્��ઇટ્ દ્વ��� જે���યુ	�� છું	. અન	 શુંહે	��ન% અન્યુ
જે��% મા�!	 તેમા��	 હે&પ્પ>ગો ફ્��ઇ! �	વ�ન% �હે	શું	.  તેમા��	 માધ્યુવતે@ શુંહે	�મા��થેપ�� થેવ�� પ�શું	.  તે	થે%,  અમા�રું� પ્રોથેમા ધ્યુ	યુ
કુંદ�ચે શુંહે	��ન� દ�	કું જે��%ન% ગોણેતે�% કું�વ�, જે	  આ ન	!વકું+ દ્વ��� ખ�	ખ� ન	!વકું+ દ્વ��� જે���યુ	� છું	 . તે	થે%, આપણે	 એ,
બા% શુંહે	��ન� બાધ� જે��%ઓ કું	વ% �%તે	 શું�ધ% શુંકું%એ? આ �%તે	 એ અન	 બા% ફ્��ઇટ્ન� અન�ક્રમા	 જે���યુ	�� છું	.
("��ઇ�માયુન� �દભા+ ��: 00:50)
તે�, C પ્રોથેમા, આપણે	 ન	!વકું+ પ� ધ્યુ�ન આપવ�ન% જેરૂ� છું	 . તે	થે%, આ ��ક્ષલિણેકું �%તે છું	  કું	 આપણે	 ન	!વકું+ શું�ધ% શુંકું%એ.
ઉદ�હે�ણે તે�%કું	, જે� અમા	 કું�ઈ એ���ઇનન� ઇન-ફ્��ઇ! મા	ગો	લિઝાનન	(in-flight magazin) ખ��%એ, તે� તેમાન	 એકું મા�ગો+
નકુંશું� માળશું	. અન	 તે	 આ �%તે	 �ખ્યુ�� છું	. તેમા��% પ�	 દ	શુંન� ભાCલિતેકું નકુંશું� છું	 અન	 તેમા��% પ�	 એવ� શુંહે	�� છું	 જે	  	વ�
આપ	 છું	;  લિચેલિIનતે �ગોભાગો દ શુંહે	�� છું	;  ડિદલ્હે%,  વ���ણે%,  અમાદ�વ�દ,  દલિક્ષણેમા�� લિJવ	ન્દ્રમા �ધ%.  અન	 તેમા��% પ�	
ફ્��ઇટ્ (ચેવ	�� કું	!��કું તે%� છું	. હેવ	, આમા��ન% કું	!�%કું ફ્��ઇટ્ એકું ડિદશું�મા�� છું	. તેમા	 ડિદલ્હે%થે% વ���ણે% જેઈ શુંકું�
છું�, પ��તે� તેમા	 %ધ� ડિદલ્હે% પ�છું� આવ% શુંકુંતે� નથે%. તેમા��	 અમાદ�વ�દ જેવ�� પ�શું	 અન	 પછું% પ�છું� આવવ�� પ�શું	. તે	થે%,
આ ખ(બા �મા�ન્યુ છું	.  જે� તેમા	 એ���ઇન્મા��  એ���ઇન્ન� માયુપJકું જે�ઓ છું�,  તે� તેમાન	  માળશું	 કું	 આ પ્રોકું��ન�
લિJકું�ણે�કું�� �"તે�ઓ છું	. જ્યુ�� તેમા	 એકું લિJકું�ણેન% આપ� જાઓ છું� અન	 તેમા	 વચ્ચે	 હે&પ કુંયુ�+ લિવન� %ધ� પ�છું� જેઈ
શુંકુંતે� નથે%.  માહેત્વપ(ણે+  શુંહે	��ન%  કું	!�%કું જે��%;  આ ડિકું"�મા��  મા��બાઈ અન	  ડિદલ્હે% બા�ન	  ડિદશું�મા��  અથેવ� મા��બાઈ અન	
કું�કુંત્ત�મા�� ફ્��ઇટ્ દ્વ��� જે���ઈ શુંકું	 છું	.  અન	 તે	થે% હેવ	 આપણે% પ�	 આ દ શુંહે	�� છું	 .  આપણે	 જાણે%એ છું%એ કું	
વ���ણે%થે% લિJવ	ન્દ્રમા કુંહે	વ�ન�� ખ�	ખ� શુંક્યુ છું	 અથેવ� તે	 શુંક્યુ નથે%, શું�� હેPદ��બા�દથે% ડિદલ્હે% જેવ�ન�� શુંક્યુ છું	 અથેવ� શુંક્યુ
નથે%. તે	થે%, અમા�રું� પ્રોથેમા પગો��� આ મા"યુ�ન	 આ �%તે	 મા��	� કું�વ� મા�!	 છું	 કું	 અમા	 આવશ્યુકું લિવગોતે� જાળવ% ��ખ%એ, જે	
મા"યુ�ન	 હે� કું�વ� મા�!	 �બા�લિધતે છું	 અન	 લિબાનજેરૂ�% લિવગોતે� મા�!	 કું�વ��.
("��ઇ�માયુન� �દભા+ ��: 02:03)

7



તે	થે%,  આ ડિકું"�મા�� આપણે	 ખ�	ખ� જે	  જાણેવ� મા��ગો%એ છું%એ તે	 આ ન	!વકું+ન�� મા�ળખ�� છું	 .  તે	થે%,  નકુંશું� પ�તે	 �બા�લિધતે
નથે%. આપણે	 જાણેવ�ન% જેરૂ� છું	 કું	 ત્યુ�� કું	!�� શુંહે	�� છું	, જે	 ન	!વકું+ પ� છું	 અન	 તે	 ફ્��ઇટ્ દ્વ��� કું	વ% �%તે	 જે���યુ	� છું	.
તે	થે%, ન%ચે	ન% લિચેJ જે	  આ ગ્રે	 વતે�+ળ� ધ��વ	 છું	  અન	 તે%�� આ ન	!વકું+ન�� પ્રોલિતેલિનલિધત્વ કું�	 છું	 . અન	 આ શુંહે	�� ગ્રે	 વતે�+ળ� છું	
અન	 ફ્��ઇટ્ તે%� છું	 અન	 તે%�ન� મા�થે� ડિદશું� (ચેવ	 છું	. તે	થે%, જે� એકું ડિદશું�મા�� એકું તે%� મા�થે�� હે�યુ, તે� તે	 એકું ડિદશું�મા�ન
ફ્��ઇ! છું	;  જે� બા�ન	 બા�જે�ઓમા�� એકું તે%� મા�થે�� હે�યુ, તે� તે	ન� અથે+ એ છું	  કું	 તે	 એકું લિબાડિ��	ક્શુંન� ફ્��ઇ! છું	. શુંહે	��ન�
વ�"તેલિવકું ન�મા હે� � એ!�� ��ગોતે નથે%. તે	થે%, આપણે	 તે	માન	 1, 2, 3, 4, 5 અથેવ� એ, બા%, %, �%, ઇ અથેવ� ગોમા	 તે	 કુંહે%
શુંકું%એ અન	 મા"યુ�ન	 હે� કું�% શુંકું%એ. તે	થે%, આ પ્રોકું��ન% એકું લિચેJ ગ્રે�ફ કુંહે	વ�મા�� આવ	 છું	. જ્યુ��	 આપણે	 આ મા�ડ્યુ��મા��
આપણે� કું�+મા�� આવ	 ત્યુ��	 આપણે	 આ�	ખન� વધ� ઔપચે�ડિ�કું �%તે	 અભ્યુ� કું�%શું��. પ��તે� આ�	ખ ફક્તે આ પ્રોકું��ન% એકું
લિચેJ છું	. તે	થે% તે	મા�� કું	!��કું ગો��ઠો�, આ બિંબાદ�ઓ અન	 ધ�� છું	.("��ઇ�માયુન� �દભા+ ��: 03:00)
તે	થે%, હેવ	 આ અમા(તે+ "તે� પ� જેવ� લિવશું	 એકું � વ"તે� એ છું	  કું	 વ�"તેલિવકું લિચેJ તે	ન� અથે+ન	 બાદલ્યુ�� લિવન� લિવકુંVતે થેઈ
શુંકું	 છું	. તે	થે%, અમા	 ખ	�% શુંકું� છું�. દ�ખ�� તે�%કું	, જે� આપણે	 આ શુંહે	�ન	 અહે> જે�ઈશું��, તે� જેમાણે% બા�જે�એ આપણે	 તે	ન	
જેમાણે% બા�જે�એ ખ	�% શુંકું%એ અન	 મા"યુ�ન	 હે� કું�વ� મા�!	 કું�ઈ ફ�કું નથે%.  અથેવ�,  ઉદ�હે�ણે તે�%કું	,  આ ડિકુંન��%ન	
ખ	�%ન	 આપણે	 લિચેJન	 �ળ બાન�વ% શુંકું%એ છું%એ, જે	થે% અમાન	 કું�ઈ ક્ર�બિંગો ધ�� માળ	 નહે>. અન	 આ ફ�%થે% એકું જે
લિચેJ છું	.  જે� કું	 આ લિચેJથે% તે	 જે� દ�� જે� દ�� ��ગો	 છું	 ,  જે	ન% �થે	 આપણે	 પ્રો���ભા કુંયુ�W છું	,  તે	 ફ�%થે% મા�ન ન	!વકું+ છું	.  હેવ	,
કું	!�%કું પડિ�લિ"થેલિતેઓમા�� એ માજેવ�� ઉપયુ�ગો% છું	  કું	 આપણે	 જે	  ગ્રે�ફ જે�ઈએ છું%એ તે	 આ �%તે	 દ	ખ�યુ છું	;  કું	 ત્યુ�� કું�ઈ
ક્ર�બિંગો ધ�� છું	. તેકુંન%કું% �%તે	, આવ� ગ્રે�ફન	 પ્��ન� ગ્રે�ફ(planner graph) કુંહે	વ�યુ છું	. તે	 કું�ઈપણે ધ��ન	 પ�� કુંયુ�+ લિવન�
કું�ગોળન� ફ્�	! !�કું�� પ� ખXચે% શુંકું�યુ છું	 .  પ્��ન� ગ્રે�ફ મા�!	,  અમા��% પ�	 વધ� ��% એલ્ગો�ડિ�ધમ્ હે�ઈ શુંકું	 છું	  અન	
માન"વ% ગ્રે�ફ મા�!	. હેવ	 તેમા	 આવ� ગ્રે�ફમા�� શું�� કું�વ� મા��ગો� છું�?
("��ઇ�માયુન� �દભા+ ��: 04:00)
તે	થે%,  આ લિ"થેલિતેમા�� આપણે	 જે	  પ�થે કુંહે%એ છું%એ તે	ન��  ગોણેતે�% કું�વ� મા��ગો%એ છું%એ.  તે	 એકું શુંહે	�થે% બા%જા શુંહે	�મા��
જેવ�ન� ડિકુંન���ન� ક્રમા છું	; જ્યુ�� ડિદશું� લિનદ8શું હે�વ� જે જે�ઇએ. તે	થે%, તેમા	 પ�છુંળથે%, આજે�બા�જે�  અન	 ડિકુંન��	 જેઈ શુંકુંતે�
નથે% જે	  એ થે% બા% �ધ% ઉ�તે% હે�યુ. તેમા	 ફ્��ઇ! બા% થે% એ �ઈ શુંકુંતે� નથે%, લિવ�યુ કું	 ત્યુ�� બા%જી ફ્��ઇ! હે�યુ. તે	થે%,
અમા��� પ્રોથેમા પ્રોશ્ન એ છું	  કું	  આપણે	  આ લિચેJ કું	વ% �%તે	  �ઈશું��  અન	  તે	ન	  ફ�મા+મા��  મા(કું%શું��  કું	  આપણે	  પ્રો�ગ્રે�મા અથેવ�
એલ્ગો�ડિ�ધમાન� ઉપયુ�ગો કું�%ન	 ચે	પ �ગો�વ% શુંકું%એ છું%એ.  તે	થે%,  આ ગ્રે�ફન	 �જે(  કું�વ� મા�!	 અમાન	 યુ�ગ્યુ �	!� મા�ળખ��ન%
જેરૂ� છું	. હેવ	 આપણે	 ગ્રે�ફન	 �જે(  કું�%એ છું%એ તે	 �%તે	, અમા	 તે	ન	 લિનયુ�લિJતે કું�%એ છું%એ તે	 પ્રોશ્નન� જેવ�બા આપવ� મા�!	
તે	ન	 બાદ�વ�ન% જેરૂ� છું	. આ ડિકું"�મા��, કુંન	લિક્!લિવ!%. અમા	 A થે% B કું	વ% �%તે	 જેઈ શુંકું%એ અથેવ� આપણે	 A થે% B મા��
જેઈ શુંકું%એ અથેવ� બાધ� શુંહે	�� B હે� �  A થે% પહે\ચે% શુંકું%એ? તે	થે%, ગ્રે�ફમા�� આ શુંહે	��ન�� પ્રોલિતેલિનલિધત્વ કું�તે% �%તે મા�જેબા,
અમા	 આવ� અલ્ગો�ડિ�ધમાન� કું	વ% �%તે	 ડિ�ઝા�ઇન કું�% શુંકું%એ? શું�� તે	 પ્રોલિતેલિનલિધત્વ અથેવ� ત્યુ�� અન	કું �જે(આતે� પ� આધ��
��ખ	 છું	,  જે	મા��થે% કું	!��કું આપણેન	 ઓછું� કું	 ઓછું� કું�યુ+ક્ષમા અલ્ગો�ડિ�ધમા આપ	 છું	? આ બાધ� વ��� છું	  જે	ન� જેવ�બા
આપતે� પહે	��� આપણે	 જેવ�બા આપવ� જેરૂ�% છું	  કું	 આપણે	 કું�યુ+વ�હે%મા�� શ્રે	ષ્ઠ ઉકું	� મા	ળવ્યુ� છું	  કું	 કું	મા. હેવ	, કું�યુ+ક્ષમાતે�ન%
દ્રલિ`એ આપણે	 કું�ઈ મા"યુ�ન% જેડિ!�તે�ન	 લિનધ�+ડિ�તે કું�તે% બા�બાતે� પ� ધ્યુ�ન આપવ�� જે�ઈએ. આ ચે�ક્કું ડિકું"�મા�� તે	
"પ`પણે	 "પ` છું	  કું	 જે� આપણે% પ�	 વધ� શુંહે	�� હે�યુ, તે� મા"યુ� વધ� જે!%� છું	. તે	થે% શુંહે	��ન% �ખ્યુ�, જે	ન	 આપણે	
એન કુંહે% શુંકું%એ, ચે�ક્કુંપણે	 એકું પ	��મા%!� છું	  જે	  એલ્ગો�ડિ�ધમાન� કું	!�� જેડિ!� છું	  તે	 નક્કું% કું�	 છું	 , અથેવ� એલ્ગો�ડિ�ધમા
કું	વ% �%તે	 જે!%� હેશું	 તે	 નહે>, અથેવ� તે	ન	 ચે��વવ� મા�!	 કું	!�� માયુ ��ગોશું	 તે	 નક્કું% કું�શું	. અન્યુ પ્રોશ્ન એ છું	 કું	 ન	!વકું+
કું	!�� જેડિ!� છું	 તે	 નક્કું% કું�	 છું	 કું	 ત્યુ�� કું	!�% %ધ% ફ્��ઇટ્ છું	  ... દ	ખ%તે% �%તે	 ઓછું% ફ્��ઇટ્ છું	, ત્યુ�� ઓછું� "થેળ�
છું	, જે	 જે���ઈ શુંકું�યુ છું	 અન	 અમાન	 ઓછું% શુંક્યુતે�ઓન% શું�ધ કું�વ% પ�શું	. તે� આન�થે%, તે	 અન��	 છું	 કું	 પ�થેન�� ગોણેતે�%
એન અન	 એફ બા�ન	 પ� આધ�ડિ�તે છું	 . તે	થે%, અમા��% પ�	 એલ્ગો�ડિ�ધમા નથે% જે	 હે�મા	શું� 20 પગો��� �	શું	. તે	ન	 એન અન	 એફ
પ� આધ��%તે કું	!��કું પગો��ઓ પ� આધ�� ��ખવ� પ�શું	. હેવ	 આ લિનભા+�તે� શું�� છું	, તે	 કું	વ% �%તે	 વધ	 છું	? જે� એન �બાલ્,
તે� શું��  આપણું� અલ્ગો�ડિ�ધમા બા	 ગોણે� વધ��	 વખતે �	 છું	?  શું��  તે	 ચે�� ગોણે� વધ��	 વખતે �	 છું	?  જે� એન શુંબ્દ દન�
પડિ�બાળમા�� પડિ�ણેમા	 છું	, તે� શું�� તે	 દ ગોણે� વધ� અથેવ� � ગોણું� વધ� માયુ �	 છું	? આન�થે% �બા�લિધતે અન્યુ પ્રોશ્ન એન અન	
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એફ પ� આ લિનભા+�તે�ન	 આપવ�મા�� આવ	 છું	 ,  જે	  વ�"તેલિવકું ન	!વક્+ન�� કુંદન	 આપણે	 લિનયુ�લિJતે કું�% શુંકું%એ છું%એ?  જે�
એ���ઇન્ 20 જે	!�% ફ્��ઇટ્મા�� વધ��� કું�શું	,  તે� પણે અમા	 અમા��� જેવ�બાન	 વ�જેબા% માયુમા�� આપ% શુંકું%શું��.  યુ�દ
��ખ� કું	 જ્યુ��	 કું�ઈ વ્યુલિક્તે ઑન��ઇન બા�કિંકુંગો અથેવ� કું�ઈકું કું�	 છું	  ત્યુ��	 આ પ્રોકું��ન� જેવ�બા �મા�ન્યુ �%તે	 આવશ્યુકું છું	 .
અન	 તેમાન	 થે��� 	કું��મા�� જેવ�બા આપવ� મા�!	 પ�વ�નગો% નહે> માળ	, બા��બા�, એકું કું��કું પછું% પ�છું� આવવ�� પ(�તે�� નથે%
અન	  "હે�,  લિJવ	ન્દ્રમાથે% કું�કુંત્ત� �ધ%ન% ફ્��ઇ! છું	".  તે�,  આપણે% કું�યુ+ક્ષમાતે�ન% માયુ�+દ� શું�� છું	? શું�� એ���ઇન્,  બાહે�લિવધ
એ���ઇન્ન	 આવ�% �	વ� મા�!	 અમા	 આ અલ્ગો�ડિ�ધમાન� "કું	� કું�% શુંકું%એ?  તે	થે%,  અમા��% પ�	 એકું વ	બા�ઇ! છું	  જે	
વ�"તેવમા�� વ	ચે	 છું	.  બાધ% એ���ઇન્મા�� હે� � તેમાન	 એ જેગ્યુ�એથે% બા% "થે�ન	 �ઈ જેઈ શુંકું�� છું� �  તે	 એન અન	 એફન% મા�!%
કિંકુંમાતેન	 લિનયુ�લિJતે કું�% શુંકું	 છું	 તે	ન� પ� આધ�� ��ખ	 છું	.
("��ઇ�!�ઇમાન� �દભા+ ��: 06:55)
અન	 પછું% અ�બાત્ત જે	 મા"યુ� આપણે	 જે�યુ	�% તે	 એકું ખ(બા જે �ળ મા"યુ� છું	 ; હે� � એ થે% બા% �ધ% મા	ળવ% શુંકું�� છું� �  પ��તે�
ઘણે%વ�� તે	 એ થે% બા% મા	ળવવ� મા�!	 પ(�તે� નથે%. તેમા	 અમા�કું વ�જેબા% માયુ ફ્રે	મામા�� A થે% B મા	ળવવ� મા��ગો� છું�. દ�ખ��
તે�%કું	,  લિવમા�ન પ� ��તે���તે મા��ફ�% તે��વ� �મા�ન્યુ �%તે	 "વ%કું�યુ+ નથે%.  તે	 જે માયુ	,  તેમા	 ફ્��ઇટ્ વચ્ચે	ન% ચે�ક્કું
માયુન% બા	ઠોકું કું�તે�� વધ� ખચે+ કું�વ� મા��ગોતે� નથે%. તે	થે%, ફક્તે કું	!��કું જે���ણે� છું	. તે	મા છુંતે�� હે�ઈ શુંકું	 છું	; ગો	�કું�યુદ	� �%તે	
જે���ણે હે�ઈ શુંકું	 છું	,  તે	મા��થે% કું	!��કું મા�J વ�"તેવમા�� �ભાલિવતે હે�ઈ શુંકું	 છું	.  તે	થે%,  હેવ	 અમા��% મા"યુ�ઓ થે��% વધ�
કુંમાન%બા બાન% જાયુ છું	. તે	થે%, આપણે	 ફક્તે એ થે% બા% �ધ%ન� કુંન	ક્!	� પ�થે�ન	 જે�વ� નથે% મા��ગોતે� પ��તે� કુંન	ક્! પ�થ્ A
થે% B, જે	  માયુ અન	 અન્યુ વ"તે�ઓન� �દભા+મા�� કું	!�%કું વધ���ન% અવ��ધ�ન	 પ(�% કું�	 છું	 . તે	થે%, આપણે	 આ મા"યુ�ન�
ઉકું	� મા	ળવ% શુંકું%એ છું%એ કું	 અમા	 એકું �ળ મા"યુ�ન	 હે� કું�%એ છું%એ અથેવ� અમા��	  ધ�મા(ળથે% અ�ગો અલિભાગોમા
�	વ�ન% જેરૂ� છું	 અથેવ� મા"યુ�ન� લિનણે+યુ �	વ� અથેવ� ઉકું	�વ� મા�!	 અમાન	 વધ� મા�લિહેતે%ન% જેરૂ� છું	.
("��ઇ�માયુન� �દભા+ ��: 07:53)
ધ��� કું	, તેમા	 અપ	ક્ષ� ��ખશું� કું	 આ વ"તે� પ� પ્રોત્યુ	કું ક્ષ	Jન� ખચે+ થેશું	. પ		ન્જે� તે�%કું	, કિંકુંમાતે ડિ!ડિકું!ન% કિંકુંમાતે હેશું	. તે	થે%,
જે� તેમા	 A થે% B ન% શ્રે	ષ્ઠ �%તેન% ગોણેતે�% કું�વ�ન� પ્રોયુ� કું�% �હ્યાં�� છું�, તે� તેમા��% પ્રો	�ણે� ડિ!ડિકું! ખચે+ન� �દભા+મા�� Cથે%
"તે% મા�ગો+ પ�દ કું�વ�ન�� હે�ઈ શુંકું	 છું	.  અ�બાત્ત ખચે+ મા�J પP� નથે%,  ખચે+ પણે માયુ હે�ઈ શુંકું	 છું	.  તેમાન	 એ થે% બા%
�ધ%ન� Cથે% ઝા�પ% �"તે� પણે જે�ઈએ છું	 ,  જે	ન� ઓછું�મા�� ઓછું� ��હે જે�વ�ન� મા�વ	શું થે�યુ છું	 .  તે	થે%,  તે	 તેમા��%
પ્રો�ધ�ન્યુતે� પ� આધ�ડિ�તે છું	.  અથેવ� તેમા	 તે�ત્કું�લિ�કું જ્યુ��થે% આવશ્યુકું છું	,  તે	 ડિકું"�મા�� તેમાન	 વધ� ચે(કુંવણે% કું�વ�ન�� માન
નથે%. જ્યુ��, હે� � મા��� પડિ�વ�� �થે	 વ	કું	શુંન મા�!	 જાઉં છું� � ; આ લિ"થેલિતેમા��, તેમા��% પ�	 આ��મા માયુ શું	ડ્યુ(� છું	 , પ��તે� તેમા��	
ખ�તે�% કું�વ% છું	 કું	 તેમાન	 પP�મા��થે% મા(લ્યુ માળ	 છું	 . એ���ઇન્ન� દ્રલિ`કું�ણેથે% અન્યુ પ્રોશ્ન� હે�ઈ શુંકું	 છું	 . માયુ��તે�	 લિવમા�ન
જાળવણે% મા�!	 એકું ડિદવ મા�!	 ન%ચે	 ��વવ�મા�� આવ	 છું	 .  હેવ	,  તેમા	 એ!�� બાધ� એ�ક્ર�ફટ્ નથે% ઇચ્છુંતે� કું	 તેમા	 બાધ�
મા�ગોi ઉડ્�યુન ��ખ� અન	 કુંચે��પ(વ+કું લિવમા�ન�ન� ઉપયુ�ગો ન કું��. તે	 જે માયુ	 જે� તેમા	 બા	 ઓછું� લિવમા�ન� ��ખ� છું�, તે�
જ્યુ��	 તેમા	 જાળવણે% મા�!	 લિવમા�નન	 ન%ચે	 ��વ� છું� ત્યુ��	 તેમા��	 કું	!��કું મા�ગોiન�� બાલિ�દ�ન કું�વ�� પ�શું	. હેવ	, આપણે	 કુંયુ�
�"તે� બાલિ�દ�ન આપવ�� જે�ઈએ? તે	થે%, તેમા	 ખ�તે�% કું�� છું� કું	 ન	!વકું+ન% કુંન	લિક્!લિવ!% એકું જે �હે	 છું	.  જે� તેમા	 અગો�ઉથે%
લિJવ	ન્દ્રમાથે% કું�કુંત્ત� જેવ�ન�� ચે��� ��ખ% શુંકું� છું�, તે� જાળવણે% શું! ��ઉનમા�� તેમા	 હેજી પણે લિJવ	ન્દ્રમાથે% કું�કુંત્ત� જેઈ શુંકું�
છું�;  કુંદ�ચે  અ�ગો દ્વ���.  તે	થે%,  એ���ઇન્  દ્વ���  �બા�ધવ�મા��  આ મા"યુ�  છું	 .  જ્યુ��  "તે��  મા�ગો+  ગ્રે�હેકું  દ્વ���
�બા�ધવ�મા�� મા"યુ� હે�ઈ શુંકું	 છું	. તે	થે%, આ મા(ળભા(તે હેવ� ન	!વકું+ લિવશું	 તેમા	 પ્રોશ્ન� પ(છું% શુંકું� છું� જે	ન� અમા	 ગ્રે�ફ દ્વ���
ઉપયુ�ગો કું�%ન	 વણે+ન કુંયુ�W છું	. અન	 આ કું�+મા�� આપણે	 કું	!�%કું મા"યુ�ઓન� જેવ�બા જે�શું��.
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ડિ�ઝા�ઇન અન	 એન�લિ�લિ ઓફ એલ્ગો�ડિ�ધમ્ (Design and Analysis of Algorithms)

પ્રો�ફ	� મા�ધવન મા�કું��દ (Prof. Madhavan Mukund)

ચે	ન્નઈ મા	થે	મા	ડિ!કું� ઇલિન્"!ટ્યુ�! (Chennai Mathematical Institute)

વ%કું - 01

મા&ડ્યુ(� - 03

�	ક્ચે� - 03

તે	થે%,  અમા�રું� પહે	���  ઉદ�હે�ણ એ���ઇન્,  યુ�ડિદ0ગો,  ન	!વકું1 અન	 ગ્રા�ફન� ઉપયુ�ગો કું�%ન	 કું�વ�ન��  હેતે��.  હેવ	,  ચે��� તે	ન�

અ�ગો ભા�ગોન	 જો�ઈએ.

("��ઇ�!�ઇમાન� �દભા1 ��: 00:08)

તે	થે%, ધ��� કું	 અમા��% પ�	 ફ�!� કું&લિપ શો�પ છે	 , યુ�લિનવર્સિ!% કું	મ્પન% અ�દ� ઝા	��ક્(Xerox) કું	મ્પ છે	. પ્રો�જો	ક્ટ્ મા�!	ન%

માયુ %મા� નજીકું આવ% �હે% છે	  અન	 લિવદ્યા�થે;ઓન% !�ળું�� તે	માન% યુ�જોન�ઓ તે�કું%દ	 નકું� કું�વ� મા��ગો	 છે	 .  તે	થે%,  તે	ઓ

બધ� જો જાયુ છે	 અન	 ફ�!� ડિ�પ�!1ન% દ�કું�નમા�� તે	માન% ડિ�પ�!1 બલિમા! કું�	 છે	 અન	 કુંહે	 છે	 કું	 અમા	 આવ% માયુમા�� ઘણ% બધ%

નકું�� બન�વવ% જો�ઈએ. તે	થે%, હેવ	 દ�કું�ન મા�!	ન� પ્રોશ્ન એ છે	 કું	 આ કું�માન	 કું	વ% �%તે	 �લિનલિશ્ચેતે કું�વ�� તે	 શ્રે	ષ્ઠ છે	 . હેવ	, ત્યુ��

ઘણ� લિવલિવધ મા�ગોD છે	 જો	મા�� આ મા"યુ�ન	 હે� કું�% શોકું�યુ છે	. તે	થે%, ચે��� આપણ	 તે	મા��ન% એકું તે�ફ જો�ઈએ.

("��ઇ�!�ઇમાન� �દભા1 ��: 00:42)

તે	થે%, ધ��� કું	 લિવદ્યા�થે;ઓ તે	માન% કું�મા બલિમા! કું�	 છે	 અન	 આ દ�કું�ન કું	મ્પ ઝા	��ક્ કું	!��કું પ્રોલિતે"પધ; �મા	 "પધ�1 કું�	 છે	 .

તે	થે%,  તે	 એકું ખા� �દ� ઓફ� કું�	 છે	 . તે	થે%,  તે	 કુંહે	 છે	  કું	 તે	 દ�	કું ગ્રા�હેકુંન	 વચેન લિવતે�ણ માયુ આપશો	 અન	 જો� પ%ઝા�

દ�કું�ન જો	વ% યુ�દ%ન	 પ(�% કું�શો	 નહે0,  તે� તે	 ડિ�"કું�ઉન્! આપશો	.  તે	થે%,  હે� � તેમા��% ડિ�પ�!1ન	  6 કું��કુંન% અ�દ� વચેન આપ%શો

અન	 જો� તેમા	 6 કું��કુંન% અ�દ� નહે0 માળું	, તે� તેમા	 ઓછે� �  ચે(કુંવશો�. હેવ	, આ માયુ	 ફ્રે	મામા�� કું	!�%કું મા�!% કું�મા અન	 કું	!�%કું

ન�ન% કું�મા છે	.  તે	થે%,  કું	!�%કું ફ�!� કું&પ0ગો કું�મા ઝા�પથે% મા�પ્તે થેઈ જોશો	,  કું	!��કું ���બ� માયુ �	શો	,  પ��તે� તે	 જો માયુ	

તે	માન	 ઝા	��ક્ન% દ�કું�નન% મા�ન માશો%ન� પ� ચે��વ�� પ�શો	. તે	થે%, હેવ	 તેમા	 વ"તે�ઓન	 ફ�%થે% ગો�ઠવ% શોકું� છે�. તે	થે%, તેમા	

કું�ઈકું �ઈ શોકું� છે� જો	 પછે%થે% આવ્યુ�� અન	 તે	ન	 માશો%ન પ� પહે	�� મા(કું% દ� અન	 આશો� છે	 કું	 તે	 તે	ન% અ�લિતેમા મા�દતેમા�� મા�પ્તે

કું�શો	. તે	થે%, ડિ�"કું�ઉન્! આપવ�ન% જોરૂ� નથે% અન	 તે	 કું�ઈકું �	વ�ન�� છે	  જો	  ���બ� માયુ �ધ% �	શો	 અન	 કુંહે%ન	 તે	ન	 "થેલિગોતે
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કું�% દ	શો	, તે	મા છેતે�� તેમા	 માKતે �	ખા�ન	 પહેLચે% વળુંવ� નથે% મા��ગોતે� અન	 તે	 કું�મા પ� ડિ�"કું�ઉન્! છે��શો� નહે0. તે	થે%, ઝા	��ક્ન%

દ�કું�નમા�� મા"યુ� એ છે	 કું	 આ યુ�દ% કું	વ% �%તે	 કું�વ�� તે	 યુ�ગ્યુ છે	.

("��ઇ�!�ઇમાન� �દભા1 ��: 01:50)

તે	થે%,  બ	કુંગ્રા�ઉન્�મા�� હે�મા	શો��  �હે	 છે	  જો	ન	 જો( થે બળું અલિભાગોમા કુંહે	વ�મા�� આવ	 છે	 .  તેમા	 હેવ	 કુંહે% શોકું� છે� કું	 માન	 કું	!�%કું

ફ�ઇ��મા�� આ ફ�!� કું&લિપ કું�વ�ન% કું�માન	 માશો%ન પ� ફ�ળુંવવ�ન% �હે	શો	.  તે�, ચે��� હે� � દ�	કું �ભાલિવતે ઓ�1�ન� પ્રોયુ� કુંરું�

અન	 તે	 એકું પ�દ કુંરું� જો	  માન	 શ્રે	ષ્ઠ વળુંતે� આપ	. આન�થે% મા"યુ� એ છે	 કું	 આ કું�વ� મા�!	 ખા(બ મા�!� માયુ �	શો	 કું��ણ કું	

શોક્યુતે�ઓન% �ખ્યુ� ઘ!કું છે	.  જો� તેમા��% પ�	 મા�ત્ર 30 લિવન�તે% બ�કું% છે	,  તે� ઑલિપ્!મા�ઇઝા(optimize)  યુ�દ% શો�ધવ�

મા�!	 ઘણ�� કું��કું ��ગો% શોકું	 છે	  અન	 તે	 ઘણ�� કું��કું� આગોળું વધ્યુ� હે�ઈ શોકું	 છે	  અન	 કું	!��કું કું�યુ1 કું�% શોકું	 છે	 , જો	થે% તેમાન	

કું�મા માળું% અન	 �ભાવતેR શ્રે	ષ્ઠ રૂપ	 થે���� પS� માળ્યુ�� ન હે�યુ. તે	 તે	થે%, અહે0 છે	 જ્યુ�� આપણ	 લિવઘ!નન% લિવચે�� પ� આવ%એ,

જોમાણ% બ�જો� . તે	થે%, આપણ	 આ મા"યુ�ન	 �ળું મા"યુ�મા�� ઘ!��%ન	 હે� કું�% શોકું%એ છે%એ.

("��ઇ�!�ઇમાન� �દભા1 ��: 02:30)

તે	થે%,  ધ��%એ છે%એ કું	 આપણ	 પહે	�% વ�� એકું જો&બન	 ડિફક્ કું�%શો��.  જો� આપણ	 આ કું�માન	 પ્રોથેમા ચે��વવ� મા�!	 ઠ%કું

કું�%એ, તે� બ�કું%ન% કું�માન% બ�કું%ન% કું�મામા�� બ�કું% �હે	વ�� એ �ખ્યુ�મા�� ન�ન�� છે	 . તે	થે%, જો� એન મા�ઇન 1 જો�બ મા�!	 શ્રે	ષ્ઠ

�%તે	 ઉકું	� ��વવ�ન� કું�ઈ �"તે� હે�યુ, તે� પછે% અમા	 પ્રોથેમા કું�મામા��થે% દ�	કુંન	 પ�દ કું�% શોકું%એ છે%એ, દ�	કું પ્રોથેમા ��જિંજોદ�

કું�મા પ્રોથેમા કું�મા હે�ઈ શોકું	 છે	 અન	 તે	મા��થે% દ�	કુંન	 તે	 નક્કું% કું�	 છે	 કું	 તે	 કું	!�� માયુ અ�કું��કું �%તે	 �	 છે	 બ�કું%ન� 1 ઓછે� 1

કું�% શોકું	 છે	 અન	 શ્રે	ષ્ઠ પ�દ કું�% શોકું� છે�એકું.

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દભા1 ��: 03:13)

તે�,  આ આપણન	 �%કુંર્સિવ(recursive)  �લ્યુ�શોનન� પ્રોકું�� આપશો	,  એકું પ�દ કું�શો	 અન	 બ�કું%ન�ન	 ઉકું	�શો	 અન	 પછે%

આન� માયુ ઉમા	�શો	. બ%જો� લિવકુંલ્પ ફક્તે એકું વ્યુ(હે�ચેન� �થે	 આવ	 છે	 . હેજો�  �ધ% જો	 બધ% કું�મા થેઈ છે	 તે	 જો�ઈએ છે%એ,

આપણ	 કું	!��કું મા�પદ��� શો�ધ% કું�ઢી%એ છે%એ જો	ન� દ્વ��� આપણ	 આગોળું આવવ� મા�!	 એકું પ�દ કું�%એ છે%એ. હેવ	, અમા	

અ�ગો મા�પદ�� ધ��વ% શોકું%એ છે%એ જો	ન� મા�!	 અમા	 એકું પ�દ કું�% શોકું%એ છે%એ જો	મા�� આગોળુંન% �ખ્યુ�મા�� પKષ્ઠ� છે	  જો	

તેમા	 પ્રોડિYયુ� કું�વ� મા�!	ન� Zથે% !(�કું� માયુ �	 છે	 , અથેવ� અમા	 તે	ન	 એકું પછે%ન% બ�જો�એ કું�વ� મા�!	 કું�% શોકું%એ છે%એ જો	

મા�પ્તે ��ઇનન% નજીકું છે	. તે	 એકું છે	  જો	ન� મા�!	 અમા	 તે	ન	 માયુ� મા�પ્તે કું�વ�ન�� અન	 ડિ�"કું�ઉન્! આપવ�ન�� ચે(કું%એ

છે%એ.  તે	થે%,  આમા��ન�  દ�	કું  મા�!	,  અમા��%  પ�	  એકું  વ્યુ(હે�ચેન�  હે�ઈ શોકું	  છે	  જો	  અમાન	  બ%જી કું�મા કું�વ�ન%  બધ%

શોક્યુતે�ઓન	 ધ્યુ�નમા�� �%ધ� લિવન� આગોળું શો�� કું�વ�� તે	 કુંહે	શો	, પ��તે� પછે% આપણ	 જો	  વ્યુ(હે�ચેન� પ�દ કું�% છે	  તે	 વ�"તેવમા��

શ્રે	ષ્ઠ છે	. Zથે% !(�કું% અથેવ� (())પ્રો���લિભાકું
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માયુ %મા� પ�દ કું�વ�ન�� વધ� �રું� છે	 અથેવ� હેજો�  �ધ% બ%જો� �  મા�પદ�� છે	 અન	 આ મા�પદ�� પ�દગો%ન	 કું	વ% �%તે	 વ�જોબ%

ઠ	�વ	 છે	. આ વ્યુ(હે�ચેન�ન	 પ�દ કું�%ન	 હે� � હે�મા	શો�� માશો%ન પ� શ્રે	ષ્ઠ શોક્યુ વળુંતે� મા	ળુંવ%શો.

("��ઇ�!�ઇમાન� �દભા1 ��: 04:17)

હેવ	, એ���ઇન ન	!વકું1 મા"યુ� �થે	 આપણ	 જો�યુ�� તે	મા, મા(ળું મા"યુ�મા�� ઘણ% લિવલિવધતે� છે	  જો	  શોક્યુ છે	. દ�ખા�� તે�%કું	,

જો� આપણ	 મા�ન%એ છે%એ કું	 દ�કું�નમા�� ઘણ� ફ�!� કું�પ%�� છે	, તે� એ ધ��વ�� વ�જોબ% છે	 કું	 કું	!��કું નવ� છે	 અન	 કું	!��કું જો(ન�

છે	. તે	થે%, જો	 ��કું� નવ�� છે	  તે	 કું�તે� વધ� ઝા�પથે% કું�યુ1 કું�% શોકું	 છે	  તે	 જો(ન� છે	 . તે	થે%, કું�મા પ(�% કું�વ� મા�!	ન� માયુ એ છે	  કું	

આપણ	 કુંઈ માશો%ન પ� કું�મા મા(કું% છે	. તે	થે%, જો� તેમા��% પ�	 આ અલિતેડિ�ક્તે "પધ�1 હે�યુ, તે� આ પ્રોકું��ન% વ્યુ(હે�ચેન�ઓ જો	

આપણ	 બધ� પ્રોકું��ન% માશો%ન� મા�!	 પ�દ કું�% છે	, જો	 મા�ન છે	, હેજો�  પણ જો(ન% છે	, તે� પછે% અમાન	 જો� દ% જો� દ% વ્યુ(હે�ચેન�

જો�વ�ન% છે	.  અન્યુ પડિ�બળું એ છે	  કું	 કું�ઇકું કું�વ�ન% કિંકુંમાતે માશો%ન�મા�� બદ��યુ છે	 .  તે	થે%,  જો� આપણ	 માશો%નન� ઉપયુ�ગો

કું�%એ છે%એ;  અમા	 કું	!��કું ��ધન�ન� ઉપયુ�ગો કું�%એ છે%એ,  અમા	 કું	!��કું શો�હે%ન� ઉપયુ�ગો કું�%એ છે%એ,  કું�ગોળુંન�

ઉપયુ�ગો કું�%એ છે%એ, અમા	 વ%જોળું%ન� ઉપયુ�ગો કું�%એ છે%એ અન	 આ કિંકુંમાતે એકું માશો%નથે% બ%જામા�� બદ��યુ છે	 . તે	થે%, હેવ	

પ્રોશ્ન એ પહે	�� પ્રોશ્ન �થે	 �બ�લિધતે બન	 છે	 , અગો�ઉન� પ્રોશ્ન એ છે	 કું	 હેવ	 જો� હે� � મા��% કું�માન	 માશો%ન�મા�� લિવભા�જીતે કુંરું�

છે� �, તે� તે	 વધ� અથેવ� ઓછે� માયુ �	શો	 નહે0, તે	 દ�કું�નન	 વધ� અથેવ� ઓછે� ખાચે; શોકું	 છે	 . તે	થે%, દ�કું�નન% વ�"તેલિવકું આવકું

તે	 કુંઈ માશો%ન પ�દ કું�	 છે	  તે	ન� આધ��	 કુંદ�ચે વધ� અથેવ� ઓછે% અન�ભા(લિતે કું�	 છે	.  બ%જી વ"તે� કું	 જો	  આપણ	 ધ્યુ�નમા��

��ખાવ�ન% ઇચ્છે� ��ખા% શોકું%એ છે%એ તે	  એ છે	  કું	  કું�ઈ વ"તે�  મા�!	  કું�ઈકું માયુ મા�!	  માશો%નન	 અલિનલિશ્ચેતે માયુ �ધ%

અ!કું�વ% શોકું�શો	 નહે0,  કું�ગોળું ��� કું�વ� મા�!	,  કું�ઈકું મા�!	.  તે	થે%,  આપણ	 વ�"તેલિવકુંપણ	 એવ�� મા�નતે� નથે% કું	 દ�	કું માશો%ન

તેતે ઉપ�બ્ધ છે	.

("��ઇ�માયુન� �દભા1 ��: 05:29)

હેવ	, આ બધ% પડિ�લિ"થેલિતેઓમા��, તે	 હેજી પણ એકું મા�ન્યુ ��ભા% વ્યુ(હે�ચેન� છે	 અથેવ� આપણ	 બ%જો� �  કું�ઈકું કું�વ�� પ�શો	. તે	થે%,

તેમા	 �મા�ન્યુ લિવચે�� જો�ઓ છે�. �મા�ન્યુ લિવચે�� એ છે	 કું	 કું	!�%કું મા"યુ�ઓ �થે	 તેમાન	 મા(ળુંભા(તે મા"યુ� છે	 જો	  તેમા	 હે�

કું�વ� મા��ગો� છે�,  પ��તે� તે	 નવ% મા"યુ�ઓન	 ઉમા	�%ન	 તે	 મા"યુ�ન	 લિવ"તેKતે કું�% શોકું�યુ છે	  અથેવ� વધ� વ�"તેલિવકું બન�વ%

શોકું�યુ છે	. જ્યુ��	 તેમા	 નવ% �લિવધ� ઉમા	�� છે�, ત્યુ��	 તેમા��	 જો�વ�� જો�ઈએ કું	 તેમા��% પ�	 �ળું મા"યુ�ઓ મા�!	ન� ઉકું	�

હેજી પણ કું�યુ1 કું�	 છે	  કું	  નવ� અલિભાગોમા નવ% અલિભાગોમા મા�!	  ધ�મા(ળુંથે% મા��ગો	 છે	  અન	 જો� તેમાન	 તે	  કું	વ% �%તે	 મા	ળુંવવ��

જો�ઈએ.
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ડિ�ઝા�ઇન અન	 એન�લિ�લિ ઓફ એલ્ગો�ડિ�ધમ્ (Design and Analysis of Algorithms)

પ્રો�ફ	� મા�ધવન મા�કું��દ (Prof. Madhavan Mukund)

ચે	ન્નઈ મા	થે	મા	ડિ!કું� ઇલિન્"!ટ્યુ�! (Chennai Mathematical Institute)

વ%કું - 01

મા&ડ્યુ(� - 01

�	ક્ચે� – 04

અત્યુ�� �ધ% અ�લિ,મા ઉદ�હ�ણમા�� આપણ	 આ કું�2મા�� પ્રોલિ,લિનલિધત્વ કું�%એ ,	 પહ	��,  ચે��� દ",�વ	જો�ન	 મા�વ% �	,%
મા"યુ�ન% ,પ� કું�%એ.  ,	થે%,  અમા��% પ�	 બે	 દ",�વ	જો� છે	  અન	 અમા��� ધ્યુ	યુ એ શો�ધવ� મા�!	 છે	  કું	 ,	ઓ કું	વ% �%,	
મા�ન છે	. ,	થે%, આ બે	 દ",�વ	જો� ખ�	ખ� મા�ન ક્ષે	ત્રન% લિ;ન્ન,� છે	 . હવ	, ત્યુ�� ઘણ% જો� દ% જો� દ% પડિ�લિ"થેલિ,ઓ હ�ઈ શોકું	
છે	  જ્યુ�� આ મા"યુ� �પ્રોદ છે	.  ,	થે%,  એકું પ્રોશ્ન ચે��% ચે��% શો�ધવ� મા�!	 હ�ઈ શોકું	 છે	 .  ,	થે%,  ,	 હ�ઈ શોકું	 છે	  કું	 કું�ઈએ
અખબે�� અથેવ� વ	બે�ઇ! પ� �	ખ મા�!	 ફ�જો પ�ડ્યુ� છે	 અન	 ,મા	 મા�ન� છે� કું	 આ �	ખકું	 ખ�	ખ� �	ખ જા,	 �ખ્યુ� નથે%.
,	ઓએ આ �	ખ�  ક્યુ��કુંથે%  કું&લિપ કુંયુ�2  છે	  અથેવ�  જો� ,મા	  કું�2મા��  લિશોક્ષેકું છે�,  ,�  ,મા	  ચિંચે,�  કું�શો�  કું	  લિવદ્યા�થેC,  બે	
લિવદ્યા�થેCઓએ મા�ન Dપણ%ઓ બેલિમા! કું�% છે	  અથેવ� એકું લિવદ્યા�થેCએ કું	!��કું સ્રો�,મા��થે% અ�ઇનમા	ન્!ન% નકું� કું�%
છે	, કું	!�%કું લિવગો,�. ,	થે%, જો� ,મા	 બે	 મા�ન મા�પદ��ન	 મા�પવ� અથેવ� �ખ�વ% શોકું� છે�, ,� ,મા	 આ કુંલ્પન�ન	 લિનલિશ્ચે,
કું�વ�ન� પ્રોયુ� કું�% શોકું� છે� કું	 કું�ઈકુંન	 કું�ઈ બે%જા દ્વ��� કું�પ% કું�% છે	 . હવ	,  હ�મા	શો�� આન� જો	વ% નકું���ત્માકું અથે2 હ�,%
નથે%. જ્યુ��	 કું	!��કું ��કું� કું�� �ખ,� હ�યુ ત્યુ��	 કું	!�%કું પ્રોકું��ન% વ",�ઓ જો�વ�ન�� પણ હ�ઈ શોકું	 છે	 , ખ� કું�%ન	 કું	!��કું
એલિG�કું	શોન મા�!	 પ્રો�ગ્રા�મ્ �ખવ�ન��,  માયુન� દ",�વ	જો�ન� માયુગો�ળા� દ�લિમાયુ�ન પ્રો�ગ્રા�મ્ લિવકુંલિ, થે�યુ છે	,  જોમાણ%
બે�જો�એ.  ,	થે%,  ��કું� �ક્ષેણ� ઉમા	��.  હવ	,  ,મા	 કું��ન� બે	 જો� દ� જો� દ� !�કું��ઓ જો�ઈ શોકું� છે� અન	 જો	  ફ	�ફ��� થેયુ� છે	  ,	
નક્કું% કું�વ�ન� પ્રોયુ� કું��. ,	ઓ કું	!�� મા�ન છે	, ,	 કું	!��� અ�ગો છે	, વ�",લિવકું ફ	�ફ��� કું	 જો	  થેયુ�� છે	. ��ક્યુ�મા	ન્! મા�ન,�
,�ફ હકું���ત્માકું લિવચે�� હ�યુ ,	વ% બે%જી જોગ્યુ� એ વ	બે શો�ધન% શો�ધ કું�વ%.  જો� ,મા	 કું�ઈ શો�ધ એંલિજોન પ� કું�ઈ પ્રોશ્ન
પ(છે� છે� અન	 ,	 પડિ�ણ�મા�ન% જાણ કું�	 છે	 ,  ,� �મા�ન્યુ �%,	 ,	 મા�ન પડિ�ણ�મા �થે	 જો( થે બેન�વવ�ન% કું�લિશોશો કું�	 છે	
કું��ણ કું	 ,	 ખ�	ખ� અ�ગો જોવ�બે� નથે%. હવ	, જો� ત્યુ�� 10 અ�ગો-અ�ગો નકું�� અથેવ� દ",�વ	જોન% મા�ન

કું&લિપઝા હ�યુ ,� ,	 જો વ",� વધ� અથેવ� ઓછે% કુંહ	વ�,% હ�યુ અન	 ,	 ,મા��� પ્રોથેમા 10 શો�ધ પડિ�ણ�મા� ,�%કું	 બે,�વ	 છે	, ,�
પછે%ન� દ",�વ	જો ખ(બે ��ગો, �હ	શો	 અન	 આમા��થે% ,દ્દન અ�ગો હશો	 કું��ણ કું	 ,	 હવ	 ગો�મા�વશો	 શો�ધન� પ્રોથેમા પNષ્ઠ હશો	.
,	થે%, મા�ન,� દ્વ��� શો�ધ ક્વ	�%ન� પડિ�ણ�મા�ન	 એકું�થે	 જો( થેબેદ્ધ કું�વ� મા�!	 ઉપયુ�ગો% થેઈ શોકું	 છે	 , જો	થે% વપ��શોકું,�2
વ�",વમા��  શો�ધ ક્વ	�%ન�  જો� દ�  જો� દ�  જોવ�બે�  વચ્ચે	ન%  અ�કું��કું  પ�દગો%  દ્વ���  પ્રો",�,  થે�યુ  છે	  અન	  ફક્,  ,	  જો
જોવ�બે�ન% મા�ત્ર મા�!% �ખ્યુ�મા�� નહQ .

("��ઇ�માયુન� �દ;2 ��: 02:13)

,	થે%, જો� આ અમા�રું� પ્રો	�ણ� છે	, ,� દ",�વ	જો�ન% ,��ન� કું�વ�ન% �%,ન% અમાન	 જોરૂ� છે	  દ",�વ	જો�ન% મા�ન,� કું	!�%
��% છે	.  હવ	,  ઘણ� જો� દ� જો� દ� લિવચે��� છે	  જો	  ��કું� �થે	 આવ્યુ� છે	 .  દ	ખ%,% �%,	,  ,	ન	 ક્રમામા�� અન	 અક્ષે��ન% પ�દગો%
�થે	 કું�ઈકું કું�વ�� પ�શો	, પ��,� દ",�વ	જોન	 જો�ઈ,% અ�,�ન	 મા�પવ�ન� એકું �%, એ છે	 કું	 �પ�દન અ�,� જો	ન	 કુંહ	વ�મા�� આવ	
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છે	  ,	ન� ઉપયુ�ગો કું�વ�,  એ!�	 કું	 ,મા��	 કું	!�� ફ	�ફ��� કુંયુ�2 છે	  એકું ��ક્યુ�મા	ન્!ન	 બે%જા ��ક્યુ�મા	ન્!મા�� પડિ�વર્તિ,, કું��,  અન	
�પ�દનન� અથે2 એ છે	 કું	 ,મા	 ખ�	ખ� દ",�વ	જો �પ�દકું અથેવ� વ�2 પ્રો�	�મા�� દ",�વ	જોમા�� ��� કુંયુ�W છે	, ,� ,મા	 કુંઈ �%,	
કું�% શોકું� છે� ,	 ,મા	 કુંયુ� માયુ	 કું�% શોકું� છે�, કું��ણ કું	 ,મા	 અવ��લિધ, કું�% શોકું� છે� અન	 આખ� દ",�વ	જો કું�ઢી% ન�ખ� અન	
પછે% બે%જા ��ક્યુ�મા	ન્!ન	 કું�પ% અન	 પ	"! કું�� અન	 બે	 પગો��મા�� ફ	�ફ�� કું��, પ��,� આ પ્રોકું��ન% છે	,�ચિંપ�% થેઈ શોકું	 છે	. ,	થે%,
,મા��	 જો	  ઓપ�	શોન્ કું�વ�� છે	  ,	 માયુ�2ડિદ, કું�વ�� પ�શો	, જો	થે% અમા��% પ�	 આ ગોણવ�મા�� એકું મા�ન �%, છે	 . ,	થે%, અમા	
કુંહ% શોકું%એ કું	 �પ�દનમા��  કું	!��કું અક્ષે�� બેદ��ઈ �હ્યો� છે	  ,	  શો�મા	� છે	 .  ,	થે%,  �પ�દનન� દ�	કું પગો��મા��  ક્યુ��,� પત્ર
ઉમા	�શો	 અથેવ� દ(� કું�શો	 અન	 કુંદ�ચે ,મા	 એકું અક્ષે�ન	 બે%જા અક્ષે� દ્વ��� બેદ�% શોકું� છે� અન	 ,	 એકું કું&�ન	 કું&� કું�% શોકું�
છે�.  ,	થે%,  હવ	 આપણ	 આન	 ગોણ,�%મા�� �	વ� અથેવ� પત્રન	 ઉમા	�વ� અથેવ� દ(� કું�વ� અથેવ� એકું અક્ષે�ન	 બે%જા "થે�ન	
બેદ�વ�ન� મા(ળા;(, પગો��� ,�%કું	 ગોણ%એ છે%એ અન	 એકું ��ક્યુ�મા	ન્!ન	 �પ�ડિદ, કું�વ� મા�!	 કું	!�� પગો��� �	 છે	  ,	 ,	ન	
બે%જા દ",�વ	જોમા�� બેન�વવ� મા�!	 બેન�વ	 છે	.

("��ઇ�!�ઇમાન� �દ;2 ��: 03:42)

,	થે%, ઓછે�મા�� ઓછે� �પ�દન ઑપ�	શોન પછે% અ�,� પ�, કું�શો	. હવ	, એલ્ગો�ડિ�ધમા મા"યુ� ,�%કું	 જો	 પ્રોશ્ન છે	 ,	 એ છે	 કું	,
આ �ઘ�ત્તમા અ�,�ન% ગોણ,�% કું	વ% �%,	 કું��. એકું દ",�વ	જોન	 �પ�ડિદ, કું�વ�ન� અન	 ,	ન	 બે%જો� દ",�વ	જો બેન�વવ�ન%
શ્રે	ષ્ઠ �%, કુંઈ છે	  ,	 ,મા	 કું	વ% �%,	 નક્કું% કું�� છે�. અ�બેત્ત, ,	 બ્��કું કું!(block cut) અન	 બ્��કું "પ	(block space )

જો	વ� !(�કું� ઉકું	� છે	. ,મા	 બેધ� જો અક્ષે��ન	 કું�ઢી% શોકું� છે� અન	 પછે% નવ� દ",�વ	જો� �ખ% શોકું� છે�. ,	થે%, ,	 કું�વ� મા�!	
એકું બેળાવ�ન બેળા મા�ગો2 છે	,  પ��,� આ શ્રે	ષ્ઠ �;�વન� હ�વ�ન��  �;વ નથે%.  ,	થે%,  ,મા	 બેધ� �;લિવ, કું�ઢી% ન�ખ� અન	
અન�ક્રમા શો�મા	� કું�વ�ન� પ્રોયુ� કું�% શોકું� છે� અન	 જો�ઓ કું	 ,	મા��ન� કુંયુ� ,માન	 શ્રે	ષ્ઠ ઉકું	�� આપ	 છે	 , પ��,� આ બેધ� ખ(બે
અપ(ણ2 કું�યુ2વ�હ% છે	.

("��ઇ�માયુન� �દ;2 ��: 04:26)

,	થે%, ફ�%થે% આપણ	 આ પ્રોશ્ન પ� જોઈ શોકું%એ છે%એ મા"યુ�ન	 મા�G, કું�% �હ્યો� છે	 . ,	થે%, પ્રોથેમા ધ્યુ	યુ માજો� ,	 ફક્, એ
છે	 કું	 બે	 ��ક્યુ�મા	ન્!ન� પ્રોથેમા અક્ષે� મા�ન છે	, જો� ,	ઓ પહ	��થે% જો મા�ન છે	, ,� આપણ	 છે��% આગોળા  જોઇએ છે%એ.

જો� ,	 મા�ન નથે%,  ,� પછે% આપણ% પ�	 બે	 લિવકુંલ્પ� છે	.  આપણ	 ક્યુ�� ,� અક્ષે�ન	 બેદ�% શોકું%એ છે%એ,  પ્રોથેમા અક્ષે�
મા�ન હ�ઈ શોકું	 છે	  અથેવ� આપણ	 બે	 દ",�વ	જો�મા��થે% એકુંમા�� એકું અક્ષે� શો�મા	� કું�% શોકું%એ છે%એ.  ,	થે%,  ��ક્યુ�મા	ન્!ન	
ધ્યુ�નમા�� ��ખ%ન	, પ્રોથેમા ��ક્યુ�મા	ન્! x થે% શોરૂ થે�યુ છે	 અન	 બે%જા ��ક્યુ�મા	ન્!મા�� z  છે	. કું�� ,� આપણ	 કુંહ% શોકું%એ કું	 x ન	 z મા��
z અથેવ� x મા�� x બેન�વવ� મા�!	 આપણ	 એકું ઓપ�	શોન કું�%એ છે%એ અથેવ� x પહ	�� z શો�મા	� કું�%એ ,	 પહ	��� x દ�ખ�
કું�% શોકું%એ છે%એ અથેવ� x પહ	�� z શો�મા	� કું�% શોકું%એ છે%એ, પ��,� પછે% આપણન	 ,	 જો જોવ�બે માળા,� નથે%. પછે%, એકું
વ�� અમા	 આ કુંયુ�W છે	, એકું વ�� આપણ	 પહ	�� અક્ષે� બેન�વ્યુ� છે	, પછે% આપણ	 બે�કું%ન� દ",�વ	જો�ન	 ઠી%કું કું�વ�ન� પ્રોયુ�
કું�% શોકું%એ છે%એ.

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દ;2 ��: 05:27)

,	થે%,  હવ	 જ્યુ��	 આપણ	 આ �%,	 ડિ�કુંઝા2ન(recusrion)  કું�%એ છે%એ ત્યુ��	 મા�શ્કું	�%ઓમા��ન% એકું એ છે	  કું	 મા�ન ઉપ-

મા"યુ�  ઘણ% વખ, ઉકું	��  મા�!	  બેન	  છે	 .  ,	થે%,  આન� એકું લિવલિશોષ્ટ ઉદ�હ�ણ એન ડિફબે�ન�કું%(fibonaci)  શો�ધવ�ન��
પ�ન��વર્તિ,, ઉકું	� છે	. ,	થે%, ડિફબે�ન�કું%(fibonaci) �ખ્યુ�ઓ વ્યુ�ખ્યુ�લિયુ, કું�વ�મા�� આવ% છે	, ,	 ખ(બે શો�"ત્ર%યુ અન�ક્રમા છે	 .
,	થે%,  પ્રોથેમા  બે	  ડિફબે�ન�કું%(fibonaci)  ન�બે2  1  અન	  1  છે	.  આ  પછે%  ,માન	  આગો��  �ધન�  ઉમા	�%ન	  આગો���
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ડિફબે�ન�કું%(fibonaci) ન�બે� માળા	 છે	. ,	થે%, 1 અન	 1 પછે%, આગો��� એકું 2 છે	 જો	  1 વત્ત� 1 છે	. પછે%ન�� એકું 3 છે	 જો	  1
વત્ત� 2 છે	 અન	 ,	થે% આગોળા. 5 એ 2 વત્ત� 3 છે	 અન	 ,	થે%. ,	થે%, �મા�ન્યુ �%,	 પ�ન��વર્તિ,, �બે�ધ એ હકું%કું,

દ્વ��� આપવ�મા�� આવ	 છે	 કું	 fn એ પ�છે�� બે	 �ખ્યુ�ન� �વ�ળા� છે	, n મા�ઇન 1 n મા�ઇન 2, અન	 પછે% ,મા��% પ�	
બે	ઝા કું	 છે	  જો	  પ્રોથેમા બે	 ન�બે2 f1 અન	 f2 જો	ન� મા�!	 n મા�ઇન 1 અન	 n મા�ઇન 2 આ બે	 ન�બે�� મા�!	 વ્યુ�ખ્યુ�લિયુ,
થેઈ શોકુંશો	 નહQ, મા(લ્યુ� 1. હવ	, મા"યુ� એ છે	 કું	 જ્યુ��	 ,મા	 ડિ�કુંઝા2ન(recusrion)ન	 %ધ�� ��ગો� કું�� છે�, ,� ઉદ�હ�ણ ,�%કું	
�,મા� ડિફબે�ન�કું%(fibonaci) ન�બે�ન% ગોણ,�% કું�વ�ન� પ્રોયુ� કું�� ,�, ,	 આન� મા�!	 કુંહ	શો	 મા��	 f6 G� f5 ન�� ગોણ,�%
કું�વ�ન% જોરૂ� છે	, પ��,� ઉત્ત	જોકું �%,	 આ f6 અન	 f5 ��ગો� કું�%ન	, અમાન	 એમા ��ગો	 છે	 કું	 f4 જો	વ% વ",�ઓ બે	 વ�� આવ%
�હ% છે	. ,	થે%, આપણ% પ�	 f4 છે	 જો	  અહQ આવ	 છે	 અન	 પછે% f4 અહQ આવ	 છે	 કું��ણ કું	 જ્યુ��	 હ� � f5 કુંરું� છે� �, ત્યુ��	 માન	
આ �ખવ�ન% જોરૂ� છે	, અન	 જ્યુ��	 હ� � f6 કુંરું� છે� �, માન	 વ���વ�� અ�જી કું�વ�ન% જોરૂ� છે	. ,	થે%, જો� હ� � ,	 કુંરું�, ,� હ� � f ન%
ઊં��ઈ બે	 વ�� કું�%શો અન	 હકું%કું,મા��, હ� � આ F5 ન�� ગોણ,�% કું�%શો, હ� � ખ�	ખ� બે%જા F ન	 મા	ળાવ%શો. આ f4 હ� � ઘણ% વ��
ગોણ,�% કુંરું� છે� �, f3 ઘણ% વખ, અન	 ,	થે% . ,	થે%, આ ગોણ,�% કું�વ� મા�!	 ખ�	ખ� અયુ�ગ્યુ �%, છે	 , જ્યુ��	 હ� � અહQથે% આ
મા�!	 કુંરું� છે� �, માન	 1 1 2 3 3 8 8 13 21 માળા	 છે	 અન	 માન	 ��ગો	 છે	 કું	 �,મા� ડિફબે�ન�કું%(fibonaci) ન�બે� વ�",વમા�� ,મા	
અન�ક્રમાલિણકું�ન� ઉપયુ�ગો નથે% કું�,�, જોમાણ% બે�જો�  . ,	થે%, આ કું�વ� મા�!	 ખ(બે જો ઝા�પ% મા�ગો2 છે	. પ�ન��વ,2નન� આદ�
કું�વ�મા�� આવ	 છે	,  પ��,� જો� હ� � ,	ન	 વ���વ�� કુંરું� છે� � ,  ,� હ� � વ���વ�� ઘણ% બેધ% મા"યુ�ઓ ઉકું	��� છે� � .  ,	થે%,  આપણ	 ,	ન%
આપ� કું	વ% �%,	 મા	ળાવ% શોકું%એ અન	 આ ,	 છે	 જો	ન	 આપણ	 ��યુન�લિમાકું(dynamic) પ્રો�ગ્રા�મા કુંહ%એ છે%એ.

("��ઇ�!�ઇમાન� �દ;2 ��: 07:17)

,	થે%,   ��યુન�લિમાકું(dynamic)  પ્રો�ગ્રા�ચિંમાગો કુંહ	 છે	  કું	 મા�ન ઉપ-મા"યુ�ઓન�� બે	 વખ, ગોણ,�% કું�શો� નહQ.  જ્યુ��	 પણ
આપણ	 મા"યુ�ઓન	 હ� કું�%એ, જો� 4 ન% f માળા% હ�યુ, ,� ,	ન	 જો�ઓ, ,	ન	 ક્યુ��કું �ગ્રાલિહ, કું��, ,	ન	 જો�ઓ અન	 ખ�,�%
કું�� કું	 ,મા	 ફ�%  f4 કું�શો� નહQ.  ,	થે%,  આ ,	 ,કુંન%કું�મા��ન% એકું છે	  જો	  આપણ	 શોરૂઆ,મા�� જો�યુ	�% હ�વ�થે% આપણ	 આ
કું�2મા�� જોઇશો��, અન	 ,	 માહત્વન�� છે	  કું	 જ્યુ��	 ઉપ-મા"યુ�ઓમા�� મા"યુ�ઓ ઉ;% થે�યુ, ત્યુ��	 ,	 હ�મા	શો�� એવ�� નથે% હ�,�� કું	
ઉપ મા"યુ�ઓ જ્યુ�� �ધ% આપણ	 પ	!�-મા"યુ�ન� આ મા�ળાખ�મા�� હ	જો વધ� ઊં��ણપ(વ2કું ન જો�યુ� ત્યુ�� �ધ% કું�યુ2ક્ષેમા
�%,	 હ� કું�%એ અન	 ખ�,�% કું�%એ કું	 અમા	 ,	માન	 અ�કું��કું અન�ક્રમામા�� હ� કું�%એ.

("��ઇ�માયુન� �દ;2 ��: 07:55)

હવ	,  હ�મા	શોન% જો	મા આ મા"યુ�,  બે	 દ",�વ	જો� વચ્ચે	ન� ,ફ�વ, અથેવ� મા�ન,� ઘણ� જો� દ� ",�	 હ�ઈ શોકું	 છે	 .  ,	થે%,
આપણ	 શોબ્દ�, વ�",લિવકું �ખ�ણ પ� ધ્યુ�ન કું	લિન્b, કુંયુ�W છે	, પ��,� જો� આપણ	 ખ�	ખ� શોબ્દ�ન� અન�ક્રમાન	 ન જો�,� હ�યુ, ,�
આપણ	 ફક્, શોબ્દ�ન� મા(હ કું�વ� મા��ગો%એ છે%એ, ,� પછે% આપણ	 શોબ્દ�ન% અ�,�ન	 �પ�ડિદ, કું�% શોકું%એ છે%એ કું��ણ કું	
આપણ	 ,	ન	 ફ�%થે% ગો�ઠીવવ�ન% જોરૂ� છે	 શોબ્દ�, પ��,� �માગ્રા% જો� ,મા	 ફક્, કુંયુ� પ્રોકું��ન�� શોબ્દ� છે	 ,	ન� �દ;2મા�� મા�પદ��
કું�� છે�, ,� આ અમાન	 દ",�વ	જો�ન� અથે2 લિવશો	 ચે�! માજો આપ% શોકું	 છે	. ,	થે%, જો� ,મા	 વ�",વમા�� કું�ઈ લિવલિશોષ્ટ શો�ધ
એંલિજોનમા�� કું�ઈ દ",�વ	જો શો�ધ,� હ�વ, ,� ,મા	 વ���વ�� શો�ધ% શોકુંશો� કું	 ,મા	 જો	  શોબ્દ� મા�ગો,� હ,� ,	 એકું�થે	 થેઈ શોકુંશો	
નહQ, ,મા	 જો	  ક્રમામા�� ઉલ્�	ખ કું�� છે� ,	મા�� આવ% શોકુંશો	 નહQ. ,	 ફક્, ,	 જો દ",�વ	જોમા�� માળાશો	 જો	મા�� શોબ્દ�ન� �ગ્રાહ હશો	.
,	થે%,  વ	બે શો�ધ મા�!	 આ ખ(બે જો ઉપયુ�ગો% છે	  અન	 ,મા	 જો	  કું�વ� મા��ગો� છે� ,	 અન્યુ વ",� છે	, શોબ્દ�ન% મા�ન,� અન	
અથે2ન� શોબ્દ�ન	 મા�પવ�.  ,	થે%,  જો� ,મા	 કું�ઈ દ",�વ	જો મા�!	 શો�ધ કું�� જો	મા�� શોબ્દ કું�� શો�મા	� હ�યુ અન	 ત્યુ�� એકું અન્યુ
દ",�વ	જો છે	 જો	મા�� ઓ!�મા�બે�ઈ� શોબ્દ� શો�મા	� હ�યુ, ,� ,	 શો�ધ એલિન્જોન મા�!	 ઓ!�મા�બે�ઈ� ધ��વ,�� દ",�વ	જો� પ�
જોવ�ન�� એકું �રું� લિવચે�� હ�ઈ શોકું	 છે	, કું��ણ કું	 ઓ!�મા�બે�ઇ� અન	 કું�� આવશ્યુકું જો છે	 વ",�. ,	થે%, ,મા	 પહ	�� જો�યુ�� ,	
અન્યુ ઉદ�હ�ણન% જો	મા, મા"યુ�ન% લિવલિવધ,� હ�ઈ શોકું	 છે	 અન	 ,મા��% પ�	 પ્રો�દ	લિશોકું મા"યુ� મા�!	ન� �લ્યુ�શોન હ�ઈ શોકું	
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છે	, ,	 આ ફ	�ફ��� મા�!	 મા�ન્યુ હ�ઈ શોકું	 છે	  અથેવ� નહQ પણ. ,	થે%, હ� કું�વ� મા�!	 હ�મા	શો�� નવ% અન	 �પ્રોદ મા"યુ�ન%
�પ(ણ2 જોગ્યુ� �હ	�% છે	.

((માયુન��દ;2 ��: 09:25)).
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ડિ�ઝા�ઇન અન	 એન�લિ�લિ ઓફ એલ્ગો�ડિ�ધમ્ (Design and Analysis of Algorithms)

પ્રો�ફ	� મા�ધવન મા�કું��દ (Prof. Madhavan Mukund)
ચે	ન્નઈ મા	થે	મા	ડિ!કું� ઇલિન્"!ટ્યુ�! (Chennai Mathematical Institute)

વ%કું - 01
મા&ડ્યુ(� - 05
�	ક્ચે� - 05

તે	થે%,  આ કું�,ન	  અલ્ગો�ડિ�ધમ્ન�  ડિ�ઝા�ઇન  અન	  લિવશ્�	ષણ  કુંહે	વ�મા��  આવ	  છે	 .  તે	થે%,  ડિ�ઝા�ઇન  એવ%  કું�ઈકું  છે	  જે	
માજેવ�મા�� �ળ છે	.  અમાન	 મા"યુ� છે	,  અમા	 એકું ઍલ્ગો�ડિ�ધમા શો�ધવ� મા��ગો%એ છે%એ,  તે	થે% અમા	 એકું અલ્ગો�ડિ�ધમાન�
ડિ�ઝા�ઇન કું�વ�ન� પ્રોયુ� કું�% �હ્યા� છે%એ. પ��તે� લિવશ્�	ષણન� અથે, શો�� છે	?
("��ઇ�માયુન� �દર્ભ, ��: 00:14)
તે	થે%, લિવશ્�	ષણન� અથે, એ છે	  કું	 એલ્ગો�ડિ�ધમા કું	!��� કું�યુ,ક્ષમા છે	  તે	ન� અ�દ�જે કું�ઢવ�ન� પ્રોયુ� કું�% �હ્યા� છે	 . હેવ	, ત્યુ�� બે	
મા(ળર્ભ(તે પડિ�મા�ણ� છે	  જે	  આ �થે	 �કુંળ�યુ	�� છે	.  એકું માયુ છે	,  હે��,વ	�ન� આપ	�� ર્ભ�ગો પ� ઍલ્ગો�ડિ�ધમાન� અમા�
કું	!�� માયુ ��ગો	 છે	. યુ�દ ��ખો� કું	 ઍલ્ગો�ડિ�ધમાન� પ્રો�ગ્રા�મા તે�%કું	 એક્ઝા	ક્યુ�! કું�વ�મા�� આવશો	, તે	થે% આપણ	 તે	ન	 પ્રો�ગ્રા�મિંમાગો
ર્ભ�ષ�મા�� �ખોવ�� પ�શો	 અન	 પછે% તે	ન	 કું�ઈ ચે�ક્કું માશો%ન પ� ચે��વવ�� પ�શો	. અન	 જ્યુ��	 તે	 ચે��	 છે	, ત્યુ��	 અમા��% પ�	
તેમા�મા પ્રોકું��ન�� માધ્યુવતેB ચે� છે	  કું	 જે	ન� જેવ�બે આપવ�ન% ગોણતે�% કું�વ� મા�!	 અમા��	 ટ્રૅDકું ��ખોવ�ન% જેરૂ� છે	 . તે	થે%, તે	
કું	!�% જેગ્યુ� �	 છે	? તે	ન	 કું	!�% મા	મા�%ન% જેરૂ� છે	?
("��ઇ�માયુન� �દર્ભ, ��: 00:47)
હેવ	, આપણ	 એવ% દ�%� કું�%શો�� કું	 આ કું�,મા��, આપણ	 જેગ્યુ� કું�તે�� માયુ પ� ધ્યુ�ન કું	લિન્Gતે કું�%શો��. આન� એકું કું��ણ એ છે	
કું	, હે��,વ	�ન� �દર્ભ,મા�� માયુ વધ� માયુ�,ડિદતે પડિ�મા�ણ છે	. કુંમ્પ્યુ�!� �	વ�ન�� અન	 તે	ન% ગોલિતેન	 બેદ�વ�ન�� �ળ નથે%. તે	થે%, જે�
આપણ	 કું�ઈ લિવલિશોષ્ટ પ્�	!ફ�મા, પ� ઍલ્ગો�ડિ�ધમાન� ઉપયુ�ગો કું�%એ છે%એ, તે� પછે% અમા	 પ્�	!ફ�મા,ન	 ગોલિતેન% અવલિધમા�� આપ%
શોકું%એ તે	 પ્રોર્ભ�વ �થે	 અમા	 અ!કું	�� છે%એ. બે%જી તે�ફ મા	મા�%, કું�ઈકું છે	, જે	 પ્રોમા�ણમા�� વધ��	 �વચે%કું છે	. અમા	 મા	મા�% કું��,
ઉમા	�% અન	 મા	મા�%મા�� વધ��� કું�% શોકું%એ છે%એ. અન	 તે	થે% એકું અથે,મા��, જેગ્યુ� વધ� �વચે%કું આવશ્યુકુંતે� છે	 અન	 તે	થે% અમા	
તે	 �%તે	 લિવચે��% શોકું%એ છે%એ. પ��તે� આવશ્યુકુંપણ	, આ કું�, મા�!	 આપણ	 અવકું�શો કું�તે�� વધ� માયુ પ� ધ્યુ�ન કું	લિન્Gતે કું�%શો��.
("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ, ��: 01:32)
તે	થે%, જે� તેમા	 માયુ જે�ઈ �હ્યા� છે�, તે� આપણ	 પ(છેવ�� પ�શો	 કું	 આપણ	 કું	વ% �%તે	 ચે��% �હે	� માયુ મા�પ%એ છે%એ. તે	થે%,
અ�બેત્ત,  અમા	 આપ	�� કુંમ્પ્યુ�!� પ� પ્રો�ગ્રા�મા ચે��વ% શોકું%એ છે%એ અન	 	કું�� અથેવ� લિમા�%	કું��મા�� જેવ�બેન% જાણ કું�%
શોકું%એ  છે%એ,  પ��તે�  આન%  મા"યુ�  એ  છે	  કું	,  અ�બેત્ત  હે��,વ	�ન�  ચે�ક્કું  ર્ભ�ગોન%  Gલિષ્ટએ  મા�પવ�મા��  આવ	��
ઍલ્ગો�ડિ�ધમાન� માયુ ચે��શો	 , એકું માજેબે(તે મા�પ નથે%. અમા	 તે	ન	 અ�ગો કુંમ્પ્યુ�!� પ� ચે��વ%એ છે%એ અથેવ� અમા	 એકું
અ�ગો પ્રો�ગ્રા�મિંમાગો ર્ભ�ષ�ન� ઉપયુ�ગો કું�%એ છે%એ, અમાન	 ��ગો	 છે	  કું	 તે	 જે અલ્ગો�ડિ�ધમા અ�ગો માયુન� માયુ �	 છે	 . વધ�
અગોત્યુન��,  જે� આપણ	 બે	 અ�ગો અ�ગો એલ્ગો�ડિ�ધમ્ન% તે��ન� કું�વ�ન� પ્રોયુ� કું�% �હ્યા� છે%એ,  તે� જે� આપણ	 એકું
કુંમ્પ્યુ�!� પ� એકું ઍલ્ગો�ડિ�ધમા ચે��વ%એ, તે� બે%જા કુંમ્પ્યુ�!� પ� બે%જાન	 ચે��વ�, અમાન	 ગો	�મા�ગોO દ��તે% �ખો�માણ% માળ%
શોકું	 છે	. તે	થે%, માયુન� કું	!��કું એકુંમા�ન% Gલિષ્ટએ કુંPડિQ! ચે��% �હે	� માયુન	 જે�વ�ન	 બેદ�	, એલ્ગો�ડિ�ધમાન� કું	!�� પગો�� �	
છે	 તે	ન� કું	!��કું અવતે�ણ એકુંમા�ન� �દર્ભ,મા�� તે	 કું�વ�� વધ� �રું� છે	. તે	થે%, આન� અથે, એ છે	 કું	, આપણ	 નક્કું% કું�વ�� પ�શો	 કું	
એકું પગો��� શો�� છે	. એકું પગો��� એ એકું પ્રોકું��ન�� મા(ળર્ભ(તે કું�યુ, છે	 , એકું �ળ પગો��� પગો��� છે	, જે	 એકું અલ્ગો�ડિ�ધમા કું�	 છે	 અન	
પગો��ન% કુંલ્પન�, અ�બેત્ત, અમા	 કુંયુ� પ્રોકું��ન% ર્ભ�ષ�ન� ઉપયુ�ગો કું�% �હ્યા� છે%એ તે	ન� પ� આધ�� ��ખો	 છે	 . જે� આપણ	
�લિમાશ્રણ ર્ભ�ષ� જે	વ% વ"તે� પ� ખો(બે જે ન%ચે� "તે�	 જે�વ�� હે�યુ,  તે� પછે% પગો���ઓ મા�ખ્યુ મા	મા�%મા��થે% �	!�ન	 �જી"!�
કું�વ�, તે	મા�� પ�છે� જેવ�, %પ%યુ�મા�� કું	!��કું અ�કુંગોલિણતે કું�માગો%�% કું�વ� અન	 તે	મા�� શો�મા	� હે�વ�ન� મા�વ	શો થે�યુ છે	 . પ��તે�
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�મા�ન્યુ �%તે	, અમા	 એલ્ગો�ડિ�ધમ્ પ� ધ્યુ�ન આપ%એ છે%એ અન	 અમા	 તે	માન	 ડિ�ઝા�ઇન કું�%એ છે%એ અન	 અમા	 તે	માન	 ઉચ્ચે
"તે� પ� ��ગો� કું�%એ છે%એ.  અમા	 %,  % પ્� પ્� અથેવ� જાવ� જે	વ% પ્રો�ગ્રા�માVગો ર્ભ�ષ�ઓન� ઉપયુ�ગો કું�%એ છે%એ
જ્યુ�� આપણ% પ�	 ચે�� છે	,  આપણ	 વ	�%એબે��(variables)ન	 વ	લ્યુ�  અ�ઇન કું�%એ છે%એ,  આપણ	 અલિર્ભવ્યુલિક્તેન%
ગોણતે�% કું�%એ છે%એ અન	 બે%જે� � .  તે	થે%,  મા�!�ર્ભ�ગોન� ર્ભ�ગો મા�!	 અમા	 મા(ળર્ભ(તે કું�માગો%�% તે�ફ ધ્યુ�ન આપશો�� કું	મા કું	 અમા	
એકું� કુંથેન અથેવ� ઉચ્ચે-"તે�ન% ર્ભ�ષ�મા�� પગો��ન	 ધ્યુ�નમા�� �ઈશો��. તે	થે%, આ એકું ઑપ�	શોન હે�ઈ શોકું	 છે	  જે	મા કું	 X ન%
કિંકુંમાતે 1 ન% બે��બે� કિંકુંમાતે Pપવ�� અથેવ� તે��ન� કું�તે�, જે� B કું�તે� ઓછે� �  હે�યુ, તે� પછે% કું�વ��. તે	થે%, એ એ ચેકું�વ�� કું	
બે% એ કું�તે�� ઓછે� � છે	 કું	 કું	મા તે	 આપણ� મા�!	 એકું પગો��� છે	 . હેવ	, આપણ	 પગો���ઓન% થે��% વધ� લિવગોતેવ�� કુંલ્પન�ન	 જે�ઈ
શોકું%એ છે%એ.  ઉદ�હે�ણ તે�%કું	,  આપણ	 ધ��વ��  જે�ઈએ કું	,  વ�"તેવમા��  બે	  વ	�%એબેલ્(variables)મા��  મા(લ્યુ�ન��  લિવલિનમાયુ
કું�વ� મા�!	 આપણ	 એકું આડિદમા ઓપ�	શોન ધ��વ%એ છે%એ, જે� કું	 આપણ	 જાણ%એ છે%એ કું	 અમા�%કું�ણ કું�વ�� એ ખો�	ખો�
અ"થે�યુ% ચે� દ્વ��� જેવ�� પ�શો	. આપણ	 જે�શો�� કું	, આપણ	 કુંલ્પન� �થે	 આવ%શો��, જે	 માજેબે(તે છે	 તે	થે% મા(ળર્ભ(તે કું�માગો%�%ન%
વ�"તેલિવકું કુંલ્પન� એ!�% ��ગોતે નથે% કું��ણ કું	 અમા	 ધ્યુ�ન કું	લિન્Gતે કું�વ�ન�� પ�દ કું�%એ છે%એ તે	 મા�જેબે આપણ	 તે	ન	 ન%ચે	
અન	 ન%ચે	 "કું	� કું�% શોકું%શો��. .
("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ, ��: 03:55)
અગોત્યુન�� ��ગો	 તે	વ�� બે%જે� �  માહેત્વન�� છે	, અ�બેત્ત એ છે	  કું	 એલ્ગો�ડિ�ધમા તે	ન% �થે	 �જે(  કું�વ�મા�� આવ	�% મા"યુ�ન� કુંદન�
આધ��	 જે� દ� જે� દ� માયુ �	શો	. તે	 એકુંદમા પ્રો�કું[લિતેકું અન	 "પષ્ટ છે	, જે� આપણ	 કું�ઈ એ�	(array)ન	 &!, કું�વ�ન� પ્રોયુ� કું�%
�હ્યા� છે%એ,  તે� !(�કું� એ�	(array)ન	 &!, કું�વ� મા�!	 તે	 ���બે% એ�	(array)ન	 &!, કું�વ� મા�!	 વધ� માયુ �	શો	. તે	થે%,  અમા	
તે	ન� ઇનપ�! કુંદન� ફ�ક્શોન તે�%કું	 ઍલ્ગો�ડિ�ધમાન% કું�યુ,ક્ષમાતે�ન	 �જે(  કું�વ� મા��ગો%એ છે%એ. તે	થે%, જે� ઇનપ�! કું	!��કું કુંદ n ન%
છે	, તે� તે	 n ન� માયુ !શો	, જ્યુ�� ઇનપ�!ન� આધ��	 !% કું�યુ, કું�શો	 જ્યુ�� આ તે�ત્કું�લિ�કું એકું "પષ્ટ વ્યુ�ખ્યુ� નથે% કું��ણ કું	 કુંદ
ન� બેધ� ઇનપ�ટ્ એ જે �	શો	 નહેV.  કું	!�� માયુ.  કું	!��કું ઇનપ�!મા�� ઓછે� માયુ �	શો	,  કું	!��કું ઇનપ�! વધ� માયુ �	શો	.
તે	થે%, અમા	 શો�� �	તે�? તે	થે%, તે	 ચે��� થેશો	, કું	 જે	  કુંલ્પન�, આપણ	 �મા�ન્યુ �%તે	 કુંદ n ન� બેધ� ઇનપ�ટ્ન	 જે�વ�� જે�ઈએ અન	
\થે% ���બે% શોક્યુ તે	!���  જે�વ��  જે�ઈએ જે	  યુ�ગ્યુ ���બે� માયુ �	 છે	.  તે	થે%,  આન	 \થે% ખો��બે કું	ન� અ�દ�જે તે�%કું	
ઓળખોવ�મા�� આવ	 છે	, તે	 લિન��શો�વ�દ% અ�દ�જે છે	, પ��તે� આપણ	 �થે	 જેતે� જે ન્યુ�યુ% ઠ��વ%શો��. પ��તે� આન� આપણ	 અથે,
કું�%એ છે%એ.  હેવ	,  જ્યુ��	 આપણ	 એલ્ગો�ડિ�ધમાન� માયુ કું�યુ,ક્ષમાતે� જે�ઈ �હ્યા� છે%એ ત્યુ��	 અમા�રું� શો�� અથે, છે	 ,  તે	 કુંદન�
ઇનપ�ટ્ પ� શો�� �	શો	 તે	 \થે% ખો��બે શોક્યુ માયુ છે	 અન	 n ન� કું�યુ, તે�%કું	 અલિર્ભવ્યુક્તે કું�	 છે	? તે	થે%, અમા	 આન	 ઔપચે�ડિ�કું
બેન�વવ� પહે	���,  ચે��� આપણ	 થે��� ઉદ�હે�ણ� જે�ઈએ અન	 આપણ	 જે	  ઉપ�બ્ધ કુંમ્પ્યુ�!, પ� ઉપ�બ્ધ છે	  તે	ન� પ�
પ્રો�યુ�લિગોકું ચે��% �હે	� માયુન� આધ��	 કું�યુ,ક્ષમાતે� શો�� છે	 તે	ન% અન�ર્ભ(લિતે કું��.
("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ, ��: 05:13)
તે	થે%, ચે��� &ર્ટિં!ગો �થે	 પ્રો���ર્ભ કું�%એ, જે	 ઘણ� અલ્ગો�ડિ�ધમ્મા�� એકું ખો(બે જે મા(ળર્ભ(તે પગો��� છે	 . તે	થે%, અમા��% પ�	 n
એલિ�મા	ન્ટ્ �થે	 એકું એ�	(array) છે	 અન	 આપણ	 આગોળ વધવ� મા�!	 આ ઘ!કું� ગો�ઠવવ�, ચે�તે� અથેવ� ઉતે�તે� Qમામા��
કુંહે%એ છે%એ. હેવ	, એકું નમ્ર &ર્ટિં!ગો એલ્ગો�ડિ�ધમા તેત્વ�ન� પ્રોત્યુ	કું જે��%ન% તે��ન�મા�� ઓછે� � કું�શો	 અન	 તે	ન	 ફ�%થે% ગો�ઠવવ�ન��
નક્કું% કું�વ�ન� પ્રોયુ� કું�શો	.  આ એન "ક્વ	� મા�!	 પ્રોમા�ણ� માયુ �	શો	 કું��ણ કું	 અમા	 તેત્વ�ન� બેધ� જે��%ઓન% તે��ન�
કું�%એ છે%એ. બે%જી તે�ફ, આપણ	 આ કું�,મા�� !(�કું માયુમા�� જે જે�શો��, કું	 ત્યુ�� ઘણ� વધ� ચે�"તે વગોBકું�ણ અલ્ગો�ડિ�ધમ્ છે	, જે	
માયુ	  n  ��ગો n  એ પ્રોમા�ણમા�� કું�યુ, કું�	 છે	.  તે	થે%,  અમા	 લિનષ્Q%યુ અલ્ગો�ડિ�ધમાન� ઉપયુ�ગો કું�% શોકું%એ છે%એ જે	  માયુ  n
ચે��ન	 વધ� ��� અલ્ગો�ડિ�ધમાન� �	 છે	, જે	 માયુ n ��ગો n �	 છે	. તે	થે%, આપણ	 ખો�	ખો� જે	  કુંયુ�d છે	  તે	 છે	 , આપણ	 n ન�
પડિ�બેળ �%ધ� છે	  અન	 ��ગો  n  ન� પડિ�બેળ દ્વ��� તે	ન	 બેદલ્યુ� છે	.  તે	થે%,  આ પ્રોમા�ણમા��  ન�ન� ફ	�ફ�� ��ગો	 છે	.  તે	થે%,
આપણ	 જે�ઈ શોકું%એ કું	 આ પડિ�વતે,નન% અ� શો�� છે	?  તે	થે%,  આન	 જે�વ�ન� એકું �"તે� વ�"તેવમા�� કુંPડિQ! ચે��% �હે	��
માયુમા�� જે�વ�ન% છે	. અમા	 કુંહ્યા�� હેતે�� કું	, અમા	 એલ્ગો�ડિ�ધમાન� કું�યુ,ક્ષમાતે� મા�પવ� મા�!	 ચે��% �હે	� માયુન	 જે�શો�� નહેV, પ��તે�
અ�બેત્ત, ઍલ્ગો�ડિ�ધમાન% કું�યુ,ક્ષમાતે�ન	 અમા�મા�� મા(કુંવ� મા�!	 કું	!�� માયુ ��ગોશો	 તે	ન� પ� અ� કું�	 છે	, અન	 તે	થે% પ્રો�ગ્રા�મા
કું	વ% �%તે	 ઉપયુ�ગો% છે	  તે	ન� પ� અમા��� વ્યુવહે�ડિ�કું Gલિષ્ટકું�ણથે%. તે	થે%, જે� તેમા	 ��ક્ષલિણકું CPU ન	 �	તે� હે� કું	 જે	  �	"કું!�પ
અથેવ� �	પ!�પ પ� માળ	 છે	 ,  જે	ન� આ ડિદવ� છે	,  તે� તે	 �ગોર્ભગો 10  થે%  8  ઑપ�	શોન �ધ% પ્રોડિQયુ� કું�% શોકું	 છે	.  આ
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અ�ઇનમા	ન્! જે	વ% ઉચ્ચે-"તે�ન% ર્ભ�ષ�ઓમા�� મા(ળર્ભ(તે કું�માગો%�% છે	 અથેવ� તેપ�વ�� કું	 એકું મા(લ્યુ અન્યુ મા(લ્યુ કું�તે�� ઓછે� �
છે	, આપણ	 કુંહે% શોકું%એ કું	, તે	 �	શો	, તે	 �ગોર્ભગો 10 થે% 8 ઓપ�	શોન્ કું�% શોકું	 છે	. હેવ	, આ એકું અ�દ�જીતે ન�બે� છે	, પ��તે� તે	
ખો(બે જે છે	,  આપણ	 ન�બે�� પ� કું	!��કું હે	ન્�� મા	ળવવ�ન% જેરૂ� છે	  જે	થે% અમા	 આ અલ્ગો�ડિ�ધમ્ન% થે��% જેથ્થે�ત્માકું
તે��ન� કું�% શોકું%એ. તે	થે%, તે	 અ�દ�લિજેતે ગોણતે�%ઓ મા�!	 ઉપયુ�ગો% �ખ્યુ� છે	. હેવ	, યુ�દ ��ખોવ�ન% એકું વ�તે એ છે	  કું	 આ
�ખ્યુ� બેદ��તે% નથે%. દ	ખો%તે% વ�તે એ છે	  કું	, આપણ	 એકું એવ% પડિ�લિ"થેલિતે ઊર્ભ% કું�વ� મા�!	 ઉપયુ�ગો કું�%એ છે%એ જ્યુ��
%પ%યુ�(CPU) દ� દ�ઢ વષ, �ધ% ગોલિતે કું�	 છે	 , પ��તે� હેવ	 આપણ% પ�	 હે��ન% તેકુંન%કુંન% ર્ભ\લિતેકું માયુ�,દ�ઓ �ધ% પહેPચે	���
છે	. તે	થે%, %પ%યુ�(CPU) ઝા�પ% નથે%. આ, આપ�ન�, મા��તે�, માલિલ્!કું��(Multicore) અન	 આજે�બે�જે�  મા	ળવવ� મા�!	
અમા	 લિવલિવધ પ્રોકું��ન% તેકુંન%કું�ન� ઉપયુ�ગો કું�% �હ્યા� છે%એ. પ��તે� આવશ્યુકું �%તે	, %પ%યુ�(CPU)ન% Qમાશોg ગોલિતે દ� 	કુંન્�મા��
8 થે% 8 ઓપ�	શોન્ પ� અ!કું% જાયુ છે	.
("��ઇ�માયુન� �દર્ભ, ��: 07:46)
તે	થે%,  હેવ	 જ્યુ��	 આપણ	 એકું ન�ન� ઇનપ�! �ઈએ,  તે� ધ��� કું	 અમા	 અમા��� મા�બે�ઇ� ફ�ન પ� અમા��% �પકું, (લિચેન	
ફ�%થે% ગો�ઠવવ�ન� પ્રોયુ� કું�% �હ્યા� છે%એ. અમા��% પ�	 કું	!��કું � �પકુંh, કુંદ�ચે હેજા� �પકુંh, કુંદ�ચે થે��� હેજા� �પકુંh
હે�ઈ શોકું	 છે	. જે� તેમા	 કું�ઈ �પકું, (લિચેન	 &!, કું�વ�ન� પ્રોયુ� કું�� છે�, તે� ન�મા દ્વ��� કુંહે�, તે	 ખો�	ખો� અમા���મા�� ઘણું� ફ�કું
કું�શો	 નહેV કું	 પછે% આપણ	 n ચે�� અથેવ� n ��ગો n એલ્ગો�ડિ�ધમાન� ઉપયુ�ગો કું�%એ છે%એ. તે	 બેન્ન	ન� બે%જા ર્ભ�ગોમા�� કું�મા
કું�શો	 અન	 આપણ	 તે	 જાણતે� પહે	��, અમા��� જેવ�બે હેશો	. પ��તે� જે� આપણ	 વધ� નજીવ% કુંદન� મા�પ� પ� જેઈએ, તે� આ
તેફ�વતે બેદ�	  લિ"થે� બેનશો	.  તે	થે%,  દ	શોર્ભ�ન� તેમા�મા મા�બે�ઇ� બ્"Q�ઇબે,ન%  &!,  કું�	� (લિચે �કું�નન% મા"યુ�ન	
ધ્યુ�નમા�� ��. તે	થે%, તે	 તે��ણ આપ	 છે	 કું	 ર્ભ��તે પ�	 �ગોર્ભગો એકું અબેજે છે	 , એ!�	 કું	 10 થે% 9 મા�બે�ઇ� બ્"Q�ઇબે,
છે	.  આમા�� �	!� કું�ડ્,,  ફ�ન,  લિવલિવધ વ"તે�ઓ શો�મા	� છે	,  પ��તે� આ તે	 બેધ� ��કું� છે	  જે	  બેધ� કું	!��કું !	લિ�કું�મા ઓપ�	!�
�થે	  નPધ�યુ	��  છે	  અન	  એકું લિમા કું��,  ધ��વ	  છે	 .  તે	થે%,  આ �ખ્યુ�બે�ધ લિમા કું�ડ્,  છે	,  જે	  આજે	  ર્ભ��તેમા��  ડિQયુ
ઉપયુ�ગોમા�� છે	.  તે�,  મા�ન% �� કું	 આપણ	 ર્ભ��તેમા�� 	મા કું�ડ્,ન� તેમા�મા મા�લિ�કું�ન% (લિચે �કું�ન કું�વ� મા��ગો%એ છે%એ.
કું��ણ કું	 અમા��% પ�	 10 થે% 9 બ્"Q�ઇબે, છે	, જે� અમા	 n ચે�� અલ્ગો�ડિ�ધમાન� "કું�� કું�%એ, તે� આમા�� 10 થે% �ઈ
જેશો	ઇ 18 ઓપ�	શોન્, કું��ણ કું	 10 થે% 9 "ક્વ	� 10 થે% 18 છે	. હેવ	, 10 થે% 18 ઓપ�	શોન્ 	કું��મા��, કું��ણ કું	 આપણ	
મા�ત્ર 10 	કુંન્�મા�� 8 ઓપ�	શોન્ કું�% શોકું%એ, 10 	કુંન્�મા�� �ઈશો��. તે	થે%, 10 થે% 10 	કું�� કું	!�� છે	? ઠ%કું છે	, �ગોર્ભગો 2.8
લિમાલિ�યુન કું��કું છે	;  તે	 આશો�	  115 હેજા� ડિદવ છે	,  જે	  �ગોર્ભગો 300 વષ, છે	.  તે	થે%,  તેમા	 કુંલ્પન� કું�% શોકું� છે� કું	,  જે�
આપણ	 એન "ક્વ	�, અલ્ગો�ડિ�ધમાન� ઉપયુ�ગો કું�%ન	 ખો�	ખો� આ કું�વ� મા��ગોતે� હે�ઈએ, તે� તે	 ખો�	ખો� વ્યુવહે�રું નહેV હે�યુ
કું��ણ કું	 તે	 વતે,મા�ન હે��,વ	� પ� તે	ન�� ગોણતે�% કું�વ� મા�!	, વ�"તેવમા�� ઘણ% પ	ઢ%ઓ કું�તે�� વધ�, આપણ� જીવનકું�ળ કું�તે�� વધ�
�	શો	. બે%જી તે�ફ, જે� આપણ	 "મા�!, એન ��ગો એન એલ્ગો�ડિ�ધમા પ� જેવ�ન�� હેતે��, જે	ન� અમા	 દ�વ� કું�%શો�� તે� અમા	 શો�ધ%શો��,
પછે% તે	 તે��ણ આપ	 છે	 કું	 આ મા�!% �ખ્યુ�મા�� પ�તે�ન� વપ��શોકુંતે�,ઓન	 �!, કું�વ�� ફક્તે 3 ગો�ણ્યુ� 10 થે% 10 થે�યુ છે	 કું��ણ
કું	 ��ગો 10 થે% 9 ન% બે	ઝા 2 એ 30 છે	. તે	 યુ�દ ��ખોવ�મા�� ઉપયુ�ગો% છે	 કું	 2 થે% 10 એ 1000 છે	. તે�, બે	ઝા 2 ન% 1000 મા��
10 ��ગો થે�યુ છે	. હેવ	, ��ગો 1000 વખોતે ઉમા	�	 છે	, 1000 થે% 10 થે�યુ છે	. 6, ઠ%કું છે	, તે	થે% 10 થે% 6 ન�� ��ગો 20 છે	, 10
થે% 9 ન% �ખ્યુ� 30 છે	. તે	થે%, 30 થે% 10 મા�� 9 n ��ગો n એ 3 ગો�ણ્યુ� 10 થે% 10 થે�યુ છે	. તે� આન� અથે, એ થે�યુ કું	 તે	
�ગોર્ભગો 300 	કુંન્� �	શો	. તે	થે%, તે	 �ગોર્ભગો 5 લિમાલિન! �	શો	. હેવ	, 5 લિમાલિન! !(�કું� માયુ નથે%, તેમા	 જેઈ શોકું� છે� અન	 ચે�
મા	ળવ% શોકું� છે�, પ��તે� હેજી પણ તે	 એકુંદમા !(�કું� માયુમા�� કું�વ�મા�� આવશો	, જે	થે% અમા	 આ ઉપયુ�ગો% મા�લિહેતે% �થે	 કું�મા કું�%
શોકું%એ અન	 લિવ��ધ તે�%કું	 આગોળ વધ%એ. 300 વષ, �ધ%, જે	 તેદ્દન અવ્યુવહે�રું છે	.
("��ઇ�માયુન� �દર્ભ, ��: 10:35)
તે	થે%, ચે��� બે%જે� એકું ઉદ�હે�ણ જે�ઈએ. તે	થે%, ધ��� કું	 અમા	 લિવડિ�ઓ ગો	મા �મા% �હ્યા� છે%એ, જેમાણ	. તે	થે%, આ એક્શોન
પ્રોકું��ન% �માતે�મા��ન% એકું હે�ઈ શોકું	 છે	 જ્યુ�� "Q%નન% ફ�તે	 વ"તે�ઓ ફ�તે% હે�યુ છે	 અન	 આપણ	 જાણવ�ન% જેરૂ� છે	 , ચે�ક્કું
ઑબ્જે	ક્!(object)  ઓળખો�,  તે	માન	 ન%ચે	 શો(! કું��,  તે	માન	 કું	દ કું��.  તે	થે%,  ચે��� ધ��%એ કું	 "કું��ન% ગોણતે�% કું�વ� મા�!	
�માતેન� ર્ભ�ગોરૂપ	,  તે	ન	 માયુ��તે�	 "Q%ન પ�ન% વ"તે�ઓન% નજીકુંન% જે��% શો�ધ% કું�ઢવ% પ�શો	.  તે	થે%,  હેવ	,  તેમા	 પદ�થેhન�
મા(હેમા�� \થે% નજીકુંન� પદ�થેh કું	વ% �%તે	 શો�ધ% શોકું� છે�? ઠ%કું છે	, અ�બેત્ત, તેમા	 તે	મા��ન� દ�	કું જે��%ન	 �ઈ શોકું� છે�, દ�	કું
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જે��% વચ્ચે	ન% અ�તે� શો�ધ% શોકું� છે� અન	 પછે% \થે% ન�ન��, જેમાણ	 �ઈ શોકું� છે�. તે�, આ એન "ક્વ	�, અલ્ગો�ડિ�ધમા હેશો	,
જેમાણ	. તે	થે%, તેમા	 કું�ઈપણ બે	 વ"તે�ઓ વચ્ચે	ન% અ�તે�ન% ગોણતે�% કું�� અન	 પછે% દ�	કું જે��% મા�!	 આ કુંયુ�, પછે% તેમા	 \થે%
ન�ન�� મા(લ્યુ ��. હેવ	, તે	 તે��ણ આપ	 છે	, કું	 ત્યુ�� એકું હેPલિશોયુ�� એલ્ગો�ડિ�ધમા છે	, ફ�%થે%, જે	 માયુ n ��ગો n �	 છે	. તે�, આ
�દર્ભ,મા�� n ચે�� અન	 n ��ગો n વચ્ચે	 આ તેફ�વતે શો�� છે	?
("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ, ��: 11:35)
હેવ	,  આધ�લિનકું પ્રોદશો,ન �થે	ન� આધ�લિનકું પ્રોકું��ન�� ગો	મિંમાગો કુંમ્પ્યુ�!� પ�,  ધ��% �	વ� મા�!	  ગો	�વ�જેબે% નથે%,  કું	 અમા	 કુંહે%
શોકું%એ કું	 2500 લિપક્	�(pixel) દ્વ��� 2500 ન� ડિ�ઝા�લ્યુ�શોન(resolution) હે�ઈ શોકું	 છે	. જે� અમા��% પ�	 20 ઇંચેન��
મા�લિન!�ન�� આ વ�જેબે% કુંદમા��ન� એકું હે�યુ, તે� અમા	 �ળતે�થે% આવ� પ્રોકું��ન� ઠ��વ� મા	ળવ% શોકું%એ છે%એ. તે�, "Q%ન પ�
�ગોર્ભગો 3.75 લિમાલિ�યુન પ�ઇન્! હેશો	. હેવ	, આપણ% પ�	 આમા��ન� કું	!��કું મિંબેદ�ઓ પ� કું	!�%કું વ"તે�ઓ મા(કુંવ�મા�� આવ%
છે	. તે	થે%, ચે��� ધ��%એ કું	 અમા��% પ�	 પ��ચે ��ખો વ"તે�ઓ છે	, "Q%ન પ� પ��ચે� હેજા� પદ�થેh છે	. તે	થે%, જે� તેમા	 હેવ	
આ પ��ચે� હેજા� વચ્ચે	ન% વ"તે�ઓન% જે��% ગોણતે�% કું�� છે�, જે	 એકુંબે%જાન� \થે% નજીકું છે	 અન	 અમા	 નમ્ર એન "ક્વ	�,
અલ્ગો�ડિ�ધમાન� ઉપયુ�ગો કું�%એ છે%એ, તે� તેમા	 25 10 ન	 10 પગો���મા�� �	વ�ન% અપ	ક્ષ� કું�શો� કું��ણ કું	 તે	 5 મા�� છે	 10 થે% 5
ચે�� �ધ%. 10 થે% 10 મા�� 10 એ 2500 	કું�� છે	, જે	 �ગોર્ભગો 40 લિમાલિન! છે	. હેવ	, જે� તેમા	 કું�ઈ �માતે �મા% �હ્યા� છે�, તે�
ઍક્શોન �માતે કું	 જે	મા�� તેમા��� "કું��ન	 લિનધ�,ડિ�તે કું�	 છે	,  દ	ખો%તે% �%તે	,  દ�	કું અપ�	!મા��  40 લિમાલિન! ��ગો% શોકું	 નહેV.  તે	 એકું
અ�કું��કું �માતે નથે%. બે%જી બે�જે� , તેમા	 હે	��ઇથે% તેપ� કું�% શોકું� છે�, કું	 જે� તેમા	 5 થે% 10 ન% 5 ઘ�તેન% ગોણતે�% કું��
છે�, તે� તેમા	 10 કું	 6 થે% 10 ન	 7 	કું��મા�� �ઈ જાઓ છે�. તે	થે%, આ 	કું��ન� ર્ભ�ગો, 1-10 અથેવ� 1-100 મા� ર્ભ�ગોન� હેશો	,
જે	  તેમા��� મા�નવ%યુ પ્રોલિતે�દ માયુથે% ન%ચે	 છે	.  તે	થે%,  આવશ્યુકુંપણ	,  તે	 તે�તે જે હેશો	.  તે	થે%,  અમા	 એકું �માતેથે% આગોળ
વધ%એ છે%એ, જે	 એકું લિન��શો�જેનકું �%તે	 ધ%મા�� છે	 જે	મા�� તે	 ખો�	ખો� તેમા��% પ્રોલિતેડિQયુ�ન	 માન�ષ્યુ તે�%કું	 ચેકું�% શોકું	 છે	.
("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ, ��: 13:00)
તે	થે%,  આપણ	 આ બે	 ઉદ�હે�ણ�મા�� જે�યુ�� છે	  કું	, એકું બે%જાન% નજીકુંમા�� કું�ઈકું મા�ન છે	  જે	મા કું	  n ��ગો n અન	 n "ક્વ	�,.
મા"યુ�ઓન�� કુંદ, જે	ન	 આપણ	 એન "ક્વ	�, મા�!	 હે� કું�% શોકું%એ તે	 કુંદ કું�તે� ઘણ% ન�ન�� છે	 , કુંદ�ચે આપણ	 n ��ગો n મા�!	
હે� કું�%  શોકું%એ છે%એ.  તે	થે%,  જ્યુ��	  આપણ	  n  ન� આ ફ�કુંશોન�ન	  જે�એ છે	,  ત્યુ��	  �મા�ન્યુ �%તે	  આપણ	  લિ"થે���કું�ન	
અવગોણશો�. હેવ	, આ અ�શો	 આ હેકું%કુંતેન	 આધ��	 વ�જેબે% ઠ	�વવ�મા�� આવશો	, કું	 આપણ	 મા(ળર્ભ(તે કું�માગો%�%ન	 ઠ%કું કું�% �હ્યા�
નથે%, પ��તે� આવશ્યુકુંપણ	 તેતે અવગોણન� કું�%ન	 આપણ	 કું�યુ,ક્ષમાતે�ન� �પ(ણ, કું�યુ,ન	, n ન� કું�યુ, તે�%કું	, જે	મા તે	 વધ	 તે	મા,
જેમાણ	 તે	થે%, તે	 એ છે	 જે	  આપણ	 એલિમ્પ્!�ડિ!કું જેડિ!�તે�(asymptotic complexity) તે�%કું	 ઓળખો%એ છે%એ, કું��ણ કું	
n એ મા�!� કું�યુ, કું�	 છે	,  કું�યુ, કું	વ% �%તે	 વતેO છે	.  તે	થે%,  ઉદ�હે�ણ તે�%કું	,  ધ��� કું	 અમા��% પ�	 કું	!��કું ફ�ક્શોન છે	 ,  જે	  મા�!�
ગો�ણ��કું અન	 કું�ઈકું �થે	 n "ક્વ	�, જે	વ� થે�યુ છે	, જે	 1 ન% ગો�ણ��કું �થે	 n ક્યુ�બેન% જે	મા જાયુ છે	, શોરૂઆતેમા�� તે	 n "ક્વ	�, જે	વ�
દ	ખો�શો	, કુંહે	 છે	  કું	 5000 n "ક્વ	�, n કું�તે�� વધ� છે	  ક્યુ�બે, પ��તે� ખો(બે ઝા�પથે%, 5000 ન% બે��બે� કુંહે	 છે	. 5000 ન% પ�	,
બે�ન	  5000 ક્યુ�બે અન	  5000 કું�તે� વધ��	 હેશો	,  ફ�ક્શોન એન ક્યુ�બે 5000 એન "ક્વ	�, કું�તે� વધ� ઝા�પથે% વધશો	,  જેમાણ%
બે�જે� . તે	થે%, એકું મિંબેદ� કું	 જે	ન�થે% n ક્યુ�બે n ચે�� આગોળ ન%કુંળ% જેશો	 અન	 તે	 પછે% તે	 ઝા�પથે% ખોnચે�યુ છે	 . તે	થે%, આ તે	
છે	  જે	  આપણ	 �મા�ન્યુ �%તે	 મા�પવ� મા��ગો%એ છે%એ.  અમા	 વ્યુલિક્તેગોતે લિ"થે���કું�ન	 ધ્યુ�નમા�� �%ધ� વગો� કું�યુhન� કું�યુ, તે�%કું	
જે�વ�ન�� પ�દ કું�%શો�� અન	 આપણ	 આ થે���� વધ� લિવગોતેવ�� જે�ઈશો��.
("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ, ��: 14:30)
તે	થે%,  આપણ	 મા�ત્ર તે%વ્રતે�ન� ઓ�,�મા��  જે � ધ��વ� છે�,  તે	થે% આપણ	 કુંયુ� પ્રોકું��ન��  ફ�ક્શોન� જે	વ� દ	ખો�યુ છે	  તે	ન�
�દર્ભ,મા��  આપણ	  લિવ"તે[તે  �%તે	  કું�યુhન	  વગોBકું[તે  કું�%  શોકું%એ છે%એ.  તે�,  આપણ	 કું�યુ,  કું�%  શોકું%એ,  જે	  ��ગો એન મા�!	
પ્રોમા�ણ� છે	; કું�યુh, જે	  એન, એન "ક્વ	�,, એન ક્યુ�બે, એન મા�!	 કું	 પ્રોમા�ણમા�� છે	; જે	  છે	, તે	થે% લિનલિશ્ચેતે કું	 કું�ઈપણ n એ
બેહે�માલિતે છે	. તે�, આપણ	 આન	 બે���વ% શોકું%એ, આ ફ�કુંશોન્ન	 બે���વ%શો��, તેમા	, પ�લિ�ન�લિમાયુ�, જેમાણ% તે�ફ જે�શો�. તે	થે%,
આ બેહે�માલિતે છે	. અન	 પછે% આપણ% પ�	 કું�ઈકું હે�ઈ શોકું	 છે	, જે	 2 થે% n ન	 2 ન� હે�યુ તે� આવશ્યુકું છે	, આવ�, બેધ� શોક્યુ
બે	!ન	  જે�વ�ન��  બેન	���  છે	.  તે	થે%,  આ �મા�ન્યુ �%તે	  બ્રુ�! ફ�,(brute force)  એલ્ગો�ડિ�ધમ્ છે	  જ્યુ��  આપણ	  દ�	કું
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શોક્યુતે�ઓન	 જે�એ છે	 અન	 પછે% જેવ�બેન	 લિનલિશ્ચેતે કું�%એ છે%એ, જેમાણ	. તે	થે%, આપણ	 ��ગોડિ�ધલિમાકું પ�લિ�ન�લિમાયુ� અન	
ઘ�તે��કું%યુ છે	. તે	થે%, આ �ખ્યુ�ઓન% Gલિષ્ટએ તેમાન	 શો�� ��ગો	 છે	
(તેમા	માયુ: 15:23)).
("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ, ��: 15:25)
તે	થે%,  જે� તેમા	 આ ચે�!,ન	 જે�ઓ છે�,  તે� ��બે% કું&�મા ઇનપ�! કુંદન	  10  થે%  1  થે%  10  �ધ% જે� દ% જે� દ% ��ખો	 છે	  અન	
ત્યુ��બે�દ દ�	કું કું&�મા લિવલિવધ પ્રોકું��ન�� જેડિ!�તે� વતે,ન તે�%કું	 કું�યુ, કું�	 છે	 ,  જે	  લિ"થે���કું�ન	 અવગોણ	 છે	  અન	 મા�ત્ર તે%વ્રતે�ન	
જે�એ છે	. તે�, આપણ% પ�	 ��ગો n છે	 અન	 પછે% આપણ% પ�	 કું�ઈકું છે	, જે	 પ�લિ�ન�લિમાયુ� એન, એન "ક્વ	�, એન ક્યુ�બે
છે	. વચ્ચે	 આપણ% પ�	 n ��ગો n છે	 જે	 આપણ	 પહે	�� જે�યુ�� હેતે�� અન	 પછે% આપણ% પ�	 આ બે	 ઘ�તે��કું%યુ ફ�ક્શોન છે	 , જે	
2 ન	 n અન	 n ફ	ક્!�ડિ�અ�, જેમાણ% છે	. તે	થે%, હેવ	, આમા�� આપણ	 કું�યુ,વ�હે% કું	વ% �%તે	 કું�યુ,ક્ષમાતે� નક્કું% કું�	 છે	 તે	 લિનધ�,ડિ�તે
કું�વ�ન� પ્રોયુ� કું�% �હ્યા� છે%એ. તે	થે%, હેવ	, જે� તેમા	 આ જે�ઓ, તે� અમા	 કુંહ્યા�� કું	, આપણ	 1 	કું��મા�� 8 થે% 8 ઓપ�	શોન કું�%
શોકું%એ છે%એ.  તે	થે%,  કુંદ�ચે આપણ	  10  	કુંન્�મા�� કું�મા કું�વ� તેqયુ�� છે%એ.  તે	થે%, 10  થે%  9  ન% કું�માગો%�% એ આપણ	 જે	
ધ્યુ�નમા�� �ઈશો�� તે	ન% માયુ�,દ� લિવશો	 છે	. કું�યુ,ક્ષમા 10 થે% 10 ઓપ�	શોન 100 	કું��ન� અથે, છે	, જે	ન� અથે, 2 લિમાલિન! અન	 2
લિમાલિન! હે�ઈ શોકું	 છે	. તે	થે%, હેવ	 "પષ્ટપણ	, જે� આપણ	 ��ગોડિ�ધલિમાકું "કું	�મા�� જે�ઈએ છે%એ, તે� કું�ઈ મા"યુ� નથે%. 10 થે%
10 �ધ%, અલિધકું��, આપણ	 �ગોર્ભગો 33 પગો���મા�� બેધ�� કું�% શોકું%એ છે%એ, જે	 ખો(બે જે �	શો	
((માયુન��દર્ભ, ��: 16:37)).
હેવ	, એકું �	ખો%યુ "કું	� આપવ�મા�� આવ	 છે	, કું	 અમા	 10 થે% 9 �ધ% અમા��% માયુ�,દ� તે�%કું	 અપ	ક્ષ� ��ખો%એ છે%એ, તે	 અમા��%
માયુ�,દ� બેન% જાયુ છે	, જેમાણ% બે�જે� . તે�, આપણ	 અહેV એકું �	ખો� દ��% શોકું%એ અન	 કુંહે% શોકું%એ કું	, આ ��� �	ખો� ન%ચે	
વ"તે�ઓ અ"થે�યુ% ધ��ણ	 ઓછે% છે	. n ��ગો n એ n કું�તે� હે	જે ખો��બે છે	. તે	થે%, આપણ	 કુંદ 10 થે% 8 ન% ઇનપ�! કું�%
શોકું%એ કું��ણ કું	 n ��ગો n થે% 10 ન% 8 ઘ�તે 10 ન% 9 ઘ�તેકું. હેવ	, આ લિવશો�ળ ખો%� છે	 જે	  આપણ	 જે�યુ�� છે	. જે� આપણ	
n ��ગો n થે% n squared તે�ફ જેઈએ, તે� �ર્ભવન%યુતે� માયુ�,દ� ક્યુ��કું 10 થે% 4 અન	 10 ન% વચ્ચે	 5 અન	 એકું�થે	, 10
થે% 5 ન% વચ્ચે	 છે	, આપણ	 પહે	��થે% 10 અન	 10 ન� માયુ �ધ% ચે��% શોકું%એ છે%એ, જે	  છે	  આપણ	 જે	  જે�ઈએ છે	  તે	
ઉપ���તે અન	 હેવ	 જે� આપણ	 એન ક્યુ�બેમા�� જેઇએ છે%એ તે� �ર્ભલિવતેતે� માયુ�,દ� વધ� ઘ!શો	.  તે	થે%,  આપણ	  1000  ન%
જેમાણ% બે�જે�ન� ઇનપ�! કુંદથે% આગોળ વધ% શોકુંતે� નથે%.  તે	થે%,  આપણ	 જે�ઈ શોકું%એ છે%એ કું	 ત્યુ�� એકુંદમા ડ્રો�પ છે	  અન	
જ્યુ��	 આપણ	 કુંદ 10 અથેવ� 20 ન% કું	!�%કું ન�ન% બે�બેતે�ન% તે��ન�મા�� ઘ�તે��કું%યુ બે�બેતે�મા�� આવ%એ છે%એ, ત્યુ��	 આપણ	
ખો�	ખો� કું�ઈપણ કું�% શોકુંતે� નથે%,  કું�ઈપણ,  જે	  100  પણ અશોક્યુ ધ%મા��  હેશો	,  બે��બે�.  તે�,  આપણ% પ�	 આ પ્રોકું��ન%,
�ર્ભલિવતેતે�ન� અલિધકું��ન% તે%વ્ર વહેnચેણ% �	ખો� છે	 . અન	 તે	થે% આપણ	 જે�ઈ શોકું%એ છે%એ કું	 કું�યુ,ક્ષમા એલ્ગો�ડિ�ધમા મા	ળવવ�ન��
માહેત્વપ(ણ, છે	 કું��ણ કું	 જે� અમા��% પ�	 અયુ�ગ્યુ અલ્ગો�ડિ�ધમાન� હે�યુ, તે� પણ જે� આપણ	 લિવચે��%એ કું	 તે	ઓ યુ�ગ્યુ �%તે	
કું�યુ, કું�	 છે	, તે� અમા	 કું�ઈપણ વ�જેબે% મા�પન% મા"યુ�ન	 હે� કું�વ�મા�� માથે, હેશો� નહેV. જ્યુ��	 આપણ	 પ%% પ� ચે��%
�હે	� કુંમ્પ્યુ�!શોન� એલ્ગો�ડિ�ધમ્ જે�ઈ �હ્યા� છે%એ, ત્યુ��	 તેમા	 ખો�	ખો� ઇનપ�! કુંદ 100, હેજા�� અન	 વધ� �લિબેતે થેવ�ન%
અપ	ક્ષ� ��ખોશો�.  તે	થે%,  અમા	 વ"તે�ઓ !(�કું�વ% �હ્યા� છે	.  જે� તેમા	 વ�!, (લિચે,  વ"તે% મા�લિહેતે% અથેવ� આન�વ�લિશોકું �માગ્રા%
લિવશો	ન� જીવલિવજ્ઞા�નન� પ્રોયુ�ગોમા��થે% બેહે�� આવતે� �	!�ન	  જે�વ� મા��ગોતે� હે�વ તે� અમા	 ખો�	ખો� મા�!% �ખ્યુ�મા��  �	!�ન%
અપ	ક્ષ� ��ખો%એ છે%એ, હેવ	 આ વ"તે�ઓ �મા�ન્યુ �%તે	 ખો(બે મા�!% મા�ત્ર�મા�� �	!�ન% છે	 , તે	થે% તે	 ખો�	ખો� માહેત્વપ(ણ, છે	  આ
વ"તે�ઓ કું�વ� મા�!	 ઓછે� શોક્યુ એલ્ગો�ડિ�ધમા અન્યુથે� મા"યુ�ન	 હે�થેમા�� અ�કું��કું �%તે	 હે� કું�વ�મા�� આવશો	 નહેV.
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વ%કું - 01
મા&ડ્યુ(� - 06
�	ક્ચે� - 06

 તે	થે%, અમા	 દ�%� કું�% હતે% કું	 અમા	 મા(ળભૂ(તે કું�માગો%�%ન� �દભૂ.મા�� ઍલ્ગો�ડિ�ધમાન� કું�યુ.ક્ષમાતે� મા�પવ� મા��ગો%એ છી%એ, અન	
અમા	 ચે��% �હ	� માયુન% ગોણતે�% કું�વ� મા��ગો%એ છી%એ તે	ન� ઇનપ�! કુંદ n ન� કું�યુ.ન� �દભૂ.મા�� ઍલ્ગો�ડિ�ધમાન� ઉપયુ�ગો
કુંયુ5 છી	 અન	 અમા	 જો�યુ�� છી	  કું	 જો� તેમા	 n ચે��થે% n ��ગો n થે% જાઓ છી�, તે� તેમા	 જો	  ઇનપ�ટ્ન	 અ�કું��કું �%તે	 હ	ન્��
કું�% શકું� છી� તે	 કુંદ ન�!કું%યુ �%તે	 મા�!� બન	 છી	 . હવ	, આજો	 આપણ	 આમા��ન� કું	!��કું લિવચે���ન	 વધ� "પષ્ટ �%તે	 બન�વવ�ન%
કું�લિશશ કું�%શ��.
("��ઇ�!�ઇમાન� �દભૂ. ��: 00:27)
તે�,  પ્રોથેમા વ"તે� ઇનપ�! કુંદ છી	.  તે	થે%,  યુ�દ ��ખો� કું	 ઍલ્ગો�ડિ�ધમાન� ચે��% �હ	�� માયુ આવશ્યુકુંપણ	 ઇનપ�!ન� કુંદ પ�
આધ�ડિ�તે છી	.  તે	થે%,  આપણ	 ચે��તે� માયુન	  n ન� કું	!��કું ફ�કુંશન !% તે�%કું	 �ખોવ� મા��ગો%એ છી%એ.  અન	 યુ�દ ��ખોવ�ન%
મા�ખ્યુ વ"તે� એ છી	 કું	 કુંદ ન� બધ� ઇનપ�ટ્ એ જો ચે��% �હ	� માયુ આપશ	 નહ?. તે	થે%, ખો��બ કું	ન� અ�દ�જોન% કુંલ્પન�
થેઈ �હ% છી	 જો	  તેમાન	 માજાવવ�ન% અન	 ન્યુ�યુ% કું�વ�ન% જોરૂ� પ�શ	.
("��ઇ�!�ઇમા ન� �દભૂ. ��: 00:54)
આ કું�વ� પહ	�� આપણ	 ઇનપ�! કુંદન% કુંલ્પન� પ� ધ્યુ�ન આપ%એ - આપ	� મા"યુ� મા�!	 ઇનપ�! મા�પ કું	વ% �%તે	 નક્કું%
કું�%શ��? તે	થે%, ઇનપ�! કુંદ વધ� અથેવ� ઓછી� મા"યુ�ન� લિવતે�ણન	 �ખોવ� મા�!	 �	તે% જોગ્યુ�ન% �ખ્યુ�ન	 �જો(  કું�	 છી	  અથેવ�
મા"યુ�ન� કું�દ�તે% પડિ�મા�ણ બન	 છી	 .  તે	થે%,  ઉદ�હ�ણ તે�%કું	,  જ્યુ��	 આપણ	 એ�	(Array)ન	 &!. કું�% �હ્યાં�� છી%એ ત્યુ��	
ખો�	ખો� તે	 માહત્વન�� છી	 કું	 હ� કું�વ� મા�!	 ત્યુ�� કું	!�% વ"તે�ઓ છી	, તે	થે% અમાન	 તે	માન	 ખો	�વ� અન	 તે	માન	 ફ�%થે% ગો�ઠવવ�ન%
જોરૂ� છી	. તે	થે%, કું�ઈ &ર્ટિં!ગો મા"યુ� મા�!	 એ�	(Array)ન�� કુંદ એ ઇનપ�! કુંદન% એકું કું�દ�તે% ધ��ણ� છી	. બ%જી તે�ફ, જો� તેમા	
તેત્વ�ન	 પ�ન: ગો�ઠવવ� જો	વ% કું�ઈકું કું�વ�ન% કું�લિશશ કું�તે� હતે� અથેવ� કુંહ	તે� હતે� કું	 અમા��% પ�	 કું	!�%કું વ"તે�ઓ છી	 જો	
અમાન	 કુંન્!	ન�મા�� ��� કું�વ�ન% જોરૂ� છી	 અન	 અમા	 વજોન અથેવ� વ�લ્યુ�માન% દ્રલિષ્ટએ માહત્તમા બ	!(subset) ��� શ�ધ%
�હ્યાં�  છી%એ તે�  પછી%  વ"તે�ઓન%  �ખ્યુ�  કું�દ�તે%  ઇનપ�!  પડિ�મા�ણ હશ	.  અમા	  પ્રો���લિભૂકું  પ્રોવચેન�મા��ન�  એકુંમા��  હવ�ઈ
મા��ફ�%ન� એકું ઉદ�હ�ણ જો�યુ� હતે� જ્યુ�� અમા	 એ���ઇન રૂ! નકુંશ�ન� ગ્રા�ફ બન�વ્યુ� હતે� જ્યુ�� ન�ડ્ જ્યુ�� શહ	�� અન	
ડિકુંન��	  જ્યુ��  ઉ��ન હતે%.  અન	  અમા	  એવ%  દ�%� કું�%  હતે%  કું	  શહ	��ન%  �ખ્યુ�  અન	  ફ્��ઇટ્ન% �ખ્યુ�  બ�ન	ન	  જો	
લિવશ્�	ષણન% જોરૂ� છી	 તે	ન� પ� અ� પ�શ	. તે	થે%, આ તેમા�મા ગ્રા�ફ્ન% �મા�ન્યુ લિમા�કુંતે છી	; જો� આપણ% પ�	 ગ્રા�ફ હ�યુ
તે� ન�ડ્ અથેવ� લિશ��બિંબદ�ઓન% �ખ્યુ� અન	 ધ��ન% �ખ્યુ� બ�ન	 ઇનપ�! કુંદન	 લિનધ�.ડિ�તે કું�શ	.
("��ઇ�!�ઇમા ન� �દભૂ. ��: 02:14)
હવ	, ત્યુ�� મા"યુ�ઓન% એકું અગોત્યુન% વગો. છી	  જ્યુ�� આપણ	 ઇનપ�! કુંદ લિવશ	 વ�તે કું	વ% �%તે	 કું�%એ તે	 લિવશ	 થે���� �વચે	તે
�હ	વ�� જો�ઈએ, અન	 આ �ખ્યુ�ઓન	 મા�વતે% મા"યુ�ઓ છી	. ધ��� કું	 આપણ	 પ્રો�થેલિમાકુંતે� મા�!	 એલ્ગો�ડિ�ધમા �ખોવ�ન�� હતે��
કું	 આપ	� ન�બ� મા�ખ્યુ છી	 કું	 નલિહ. હવ	, આપણ	 ઇનપ�!ન� કુંદ લિવશ	 કું	વ% �%તે	 લિવચે��વ�� જો�ઈએ? દ�ખો�� તે�%કું	, મા�ન% �� કું	
આપણ	 તે	ન	  5003 કુંહ	વ� મા�!	ન� પ્રોશ્નન� ઉકું	� ��વવ� મા�!	 અન	 પછી% 50003 મા�!	, 50003 મા�!	 આશ�	  10 વખોતે
5003 ન� માયુ મા�ન%એ છી%એ. તે	થે%, આપણ	 માયુન� અ�દ�જો 10 �ધ% અન�રૂપ થેવ�ન% અપ	ક્ષ� કું�%શ��. તે	થે%, વ�"તેવમા��
n ન% તે%વ્રતે�ન	 ધ્યુ�નમા�� �	વ% જો�ઈએ. ઇનપ�! કુંદ. હવ	, તે	 "પષ્ટ છી	 કું	 જ્યુ��	 આપણ	 હ�થે દ્વ��� અ�કુંગોલિણતે કું�%એ છી%એ,
આપણ	 શ�ળ�મા�� જો	  અ�કુંગોલિણતે કું�%એ છી%એ, તે	 આપણ	 તે%વ્રતે� દ્વ��� નથે% કું�તે�, આપણ	 અ�કું�ન% �ખ્યુ� દ્વ��� જોઈએ
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છી%એ. જ્યુ��	 આપણ	 અ�કુંગોલિણતે કું�%એ છી%એ જો	મા કું	 વહન �થે	 ઉમા	�વ��, આપણ	 કું&�મ્મા�� ન�બ��ન	 જોમાણ% બ�જો�  ન%ચે	
કું�%એ છી%એ, ત્યુ��	 આપણ	 કું��મા દ્વ��� "તે�ભૂ અણુ કું�%એ છી%એ. તે	થે%, અ�કું�ન% �ખ્યુ� લિનધ�.ડિ�તે કું�	 છી	 કું	 આપણ	 કું	!��
કું&�માન	 ઉમા	�વ� જો�ઈએ. બ�દબ�કું% અથેવ� ઉમા	�ણ અથેવ� ગો�ણ�કું�� અથેવ� ���બ% ડિ�લિવઝાન અન	 આ �%તે	 પણ તે	 જો છી	 .
તે	થે%, "પષ્ટપણ	, તે	 �ખ્યુ�બ�ધ અ�કું� છી	  જો	  માહત્વન% છી	. અન	 અ�કું�ન% �ખ્યુ� ખો�	ખો� ��ગો જો	વ�� જો છી	. જો� તેમા��% પ�	
આધ�� 10 મા�� �ખો�યુ	� �ખ્યુ� છી	, તે� જો� તેમા��% પ�	 6 અ�કુંન� આ�કું�� હ�યુ તે� તે	ન� ��ગો 5 થેશ	. કું�ઈકું. અન	 આપણ	
��ગો 6 પ� જોઈશ��, આપણ% પ�	 7 અ�કું�ન% �ખ્યુ� હશ	 અન	 બ%જો� � . તે	થે%, અ�કું�ન% �ખ્યુ� ��ગો પ્રોત્યુ	 %ધ� પ્રોમા�ણ� છી	 ,
તે	થે% આપણ	 ઇનપ�! કુંદ તે�%કું	 �ખ્યુ�ન� ��ગો લિવશ	 લિવચે��% શકું%એ છી%એ. તે	થે%, આ એકું ખો� કું	 છી	. તે	થે%, ��ગો ઇન
ન�બ. �થે	 અ�કુંગોલિણતે ફ�ક્શન મા�!	, તે	 �ખ્યુ� પ�તે	 જો નથે% જો	  ઇનપ�! કુંદ છી	 , પ��તે� �ખ્યુ�ન� કુંદન	 �ખ્યુ� �ખોવ� મા�!	
અલિધકું �થે	 કું	!�� અ�કું�મા�� વ્યુક્તે કું�વ�મા�� આવ	 છી	.
("��ઇ�!�ઇમા ન� �દભૂ. ��: 04:00)
હવ	, બ%જી વ"તે�, આપણ	 આન� ઉલ્�	ખો કુંયુ5 છી	 કું	 આપણ	 લિ"થે���કું�ન	 અવગોણવ� જોઈ �હ્યાં� છી%એ. અમા	 આ કું�યુ5ન	 ઓ�.�
અથેવ� તે%વ્રતે�ન� �દભૂ.મા�� જો�વ� જોઈ �હ્યાં� છી%એ, આ �%તે	 કું�યુ.  n, n ચે��, n ક્યુ�બ, અન	 બ%જો� �  ઘણુ� થે�યુ છી	. તે	થે%,
આન� મા�!	 એકું માથે.ન છી	  કું��ણ કું	 અમા	 મા(ળભૂ(તે કું�માગો%�%ન% કુંલ્પન�ન	 અવગોણતે� હ�ઈએ છી%એ અથેવ� તે	ન� બદ�	
આપણ	 તે	ન� લિવશ	 થે���� અ"પષ્ટ છી%એ.
("��ઇ�!�ઇમાન� �દભૂ. ��: 04:20)
તે	થે%, ચે��� એકું ઉદ�હ�ણ જો�ઈએ. તે	થે%, ધ��% �હ્યાં� છી%એ કું	, આપણ	 મા(ળરૂપ	 અમા��� મા(ળભૂ(તે કું�માગો%�%ન	 ચે�� વચ્ચે	ન%
તે��ન�  અથેવ�  તે��ન�મા��  અ�ઇન કું�વ�  મા�!	  ધ્યુ�નમા��  �ઈશ��.  હવ	,  આપણ	  નક્કું%  કુંયુ�V  છી	  કું	  આપણ	  x  અન	  y  ન%
મા�લિવષ્ટ�ન	 બ	લિઝાકું ઑપ�	શન તે�%કું	 બદ�વ�ન% 2 મા(લ્યુ�ન	 "વ	બિંપગો શ�મા	� કું�%શ��.  હવ	, પ્રો�ગ્રા�બિંમાગોમા�� આપણ	 જો	  શ%ખ્યુ�
તે	મા��થે% એકું એ છી	  કું	  આ કું�વ� મા�!	  અમા��	  અ"થે�યુ% ચે�� દ્વ��� જોવ�ન% જોરૂ� છી	 .  તે	થે%,  મા�!�ભૂ�ગોન% પ્રો�ગ્રા�બિંમાગો
ભૂ�ષ�ઓમા�� x અન	 y ન	 લિવલિનમાયુ કું�વ� મા�!	 તેમા��	 Xપ્રોથેમા અ"થે�યુ% ચે�મા�� x ન	 કુંહ	વ�� પ�શ	 પછી% y થે% x ન% કું&લિપ કું��
અન	 પછી% આ "!�� y "થે�યુ% ચે�થે%; આ 3 Yપણ%ઓ �	 છી	. તે	થે%, જો� ગોણતે�%ન% �ખો�માણ%મા�� અમા	 અમા��% ભૂ�ષ�મા��
મા(ળભૂ(તે કું�માગો%�% તે�%કું	 "વ	પ �ઈએ છી%એ, જ્યુ�� આપણ	 ફક્તે Yપણ%ઓ જો�શ��, ત્યુ��	  3 અ�ઇનમા	ન્ટ્ન	 1 મા(ળભૂ(તે
કું�માગો%�%મા�� પતેન કું�%શ��.  તે	થે%,  જો� આપણ	 એકું ઓપ�	શન તે�%કું	 "વ	પ મા�!	 એકું�ઉન્! કું�%શ��,  તે� આમા��  3  તેફ�વતે�ન�
પડિ�બળ છી	.  તે	થે%,  ઓ�.�મા��  3 અન	 2 ન% આ પડિ�બળ� લિવશ	 બિંચેતે� કું�વ�થે% દ(� �હ	વ� મા�!	 અન	 તે	થે%,  આ કું�વ�ન�� એકું
માહત્વપ(ણ. �%તે એ છી	  કું	 આપણ	 આ ગોણતે�% કું�તે% વખોતે	 આ લિ"થે���કું�ન	 અવગોણવ�� જો�ઈએ.  તે	થે%,  તે	 મા�ત્ર તે%વ્રતે�ન�
ઓ�..ન	 જો�વ� મા�!	 અન્યુ પ્રો	�ણ�મા�� છી	.
("��ઇ�માયુન� �દભૂ. ��: 05:30)
તે	થે%, ચે��� આપણ	 Xથે% ખો��બ કું	ન% આ કુંલ્પન� પ� પ�છી� આવ%એ. તે	થે%, જો	મા આપણ	 કુંહ્યાં�� તે	મા આપણ	 ખો�	ખો� કુંદ
n ન� બધ� ઇનપ�ટ્ન	 જો�ઈ �હ્યાં� છી%એ; અન	, આ ઇનપ�ટ્મા��, જો	 માહત્તમા માયુ �	તે� અલ્ગો�ડિ�ધમાન� ડ્રા�ઇવ કું�	 છી	. તે�,
ચે��� અહ? એકું �ળ એલ્ગો�ડિ�ધમા જો�ઈએ જો	  એકું વગો\કું]તે નઈ કું�	�� એ�	(Array) એમા�� વ	લ્યુ� મા�!	 જો�ઈ �હ્યાં�� છી	 . તે�,
એકું વગો\કું]તે નઈ કું�	�� એ�	(Array)મા�� અમાન	 કું�ઈ ખ્યુ�� નથે% કું	 મા(લ્યુ કું	 જ્યુ�� હ�ઈ શકું	 છી	 .  તે�,  એકુંમા�ત્ર વ"તે� જો	
આપણ	 કું�% શકું%એ તે	 છી	  શરૂઆતેમા�� "વ	પ.  તે	થે%,  અમા	 આ અન�ક્રમાલિણકું�ન	 પ્રો���ભૂ કું�%ન	 પ્રો���ભૂ કું�%એ છી%એ જો	  0 ન%
લિ"થેલિતેમા�� છી	, અન	 પછી% આપણ% પ�	 �(પ છી	 જો	  કુંહ	 છી	 , તે	થે% આપણ	 એ�	(Array) તેત્વ શ�ધ% નથે%. તે	થે%, I, K ન� થે�યુ
ત્યુ�� �ધ% આપણ	 આગો�� તેત્વ તે�ફ આગોળ વધ%એ છી%એ.  તે�,  આ �(પ છી	,  અન	 જ્યુ��	 આપણ	 આ �(પથે% બહ��
ન%કુંળ%એ છી%એ ત્યુ��	 1 અથેવ� 2 શક્યુતે�ઓ હ�યુ છી	, ક્યુ�� તે� આપણ	 તે	 ઘ!કું શ�ધ% કું�ઢી%એ છી%એ કું	 જો	 ડિકું"�મા�� હ� � 1 થે%
ઓછી� � છી	, અથેવ� અમાન	 આ ડિકું"�મા�� તેત્વ માળ્યુ�� નથે%, હ� � n બન% ગોયુ� છી� �. તે	થે%, અમા	 તેપ�� કું	 હ� � એન કું�તે� ઓછી� �  છી	 કું	
નહ?; જો� હ� � n કું�તે� ઓછી� � હ�તે તે� આપણ	 તે	ન	 શ�ધ% કું�ઢી%એ, અન	 જો� હ� � n કું�તે� મા�!� હ�યુ તે� તે	ન� અથે. એ નથે% કું	 તે	
માળ્યુ�� નથે%. તે	થે%, આ એકું �ળ અલ્ગો�ડિ�ધમા છી	. તે	થે%, હવ	, આ અલ્ગો�ડિ�ધમામા��, બ�!� ગો�દન આ �(પ છી	, બ��બ�. તે	થે%,
આ પ�ન��વતે.ન �ધ% �ઇ શકું	 છી	. હવ	, જ્યુ��	 એન પ�ન��વતે.ન �	શ	? તે	 Xથે% ખો��બ કું	 છી	.
("��ઇ�!�ઇમાન� �દભૂ. ��: 06:47)
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તે	થે%, આ ચે�ક્કું અલ્ગો�ડિ�ધમાન� Xથે% ખો��બ કું	 એ છી	  કું	 તે	 છી	લ્�� ઘ!કું છી	  કું	 નહ? તે	 જો� અ�લિતેમા ઘ!કું k છી	, અથેવ�
વધ� �મા�ન્યુ �%તે	 જો� એ�	(Array)મા��  K ન% કું�ઈ કું&લિપ નથે%.  જો� અ�	મા�� કું�ઈ  K નથે%,  તે� તે	 નક્કું% કું�વ� મા�!	 બધ�
તેત્વ�ન	  "કું	ન કું�વ��  પ�શ	  કું	  K  અલિ"તેત્વમા��  નથે%.  તે	થે%,  આ અમા��%  Xથે% ખો��બ કું	 ઇનપ�! બન% જાયુ છી	.  તે	થે%,
એલ્ગો�ડિ�ધમા જો�વ� મા�!	 ક્ષમા થેવ�� માહત્વપ(ણ. છી	 અન	 વધ�મા�� વધ� માયુ �	વ� મા�!	 તે	મા�� કુંયુ� ઇનપ�!ન	 ચે��વવ� મા�!	 તે	ન	
ફ�%થે% ગો�ઠવવ�ન� પ્રોયુ� કું�વ�.  તે	થે%,  આ �ળ ડિકું"�મા��,  આ �ળ ઉદ�હ�ણ આપણ	 જો�ઈ શકું%એ છી%એ કું	 જો	  કું	
આપણન	 માગ્રા �(પન	 ચે��વવ� મા�!	 દબ�ણ કું�	 છી	  તે	 એ K મા(લ્યુ કું	 જો	  એ�	(Array) એમા�� નથે% તે	 પ�દ કું�%ન	 જોન�	!
કું�% શકું�યુ છી	 અન	 આ ડિકું"�મા��, તે	થે% Xથે% ખો��બ કું	 એ એ�	(Array) ન� કુંદન� પ્રોમા�ણમા�� છી	. યુ�દ ��ખોવ�ન% લિનણ�.યુકું
બ�બતે એ છી	  કું	 Xથે% ખો��બ કું	 ઇનપ�! કુંયુ� છી	  તે	 લિનધ�.ડિ�તે કું�વ� મા�!	,  અમાન	 એલ્ગો�ડિ�ધમા માજોવ�ન% અન	 તે	ન	
જો�વ�ન% જોરૂ� છી	.  મા"યુ�રૂપ કું�યુ.ન	 જાણ્યુ� લિવન� આપણ	 Xથે% ખો��બ કું	 શ�� છી	  તે	 ફક્તે આ�ખો	 લિનધ�.ડિ�તે કું�% શકુંતે�
નથે%. લિવલિવધ એલ્ગો�ડિ�ધમ્ મા�!	 આપણ	 એલ્ગો�ડિ�ધમા શ�� કું�વ�ન�� મા�નવ�મા�� આવ	 છી	  તે	ન� આધ��	, અન	 એલ્ગો�ડિ�ધમા કું	વ%
�%તે	 લિનમા�.ણ કું�	 છી	 તે	ન� આધ��	 અમાન	 જો� દ�-જો�દ� કું	 �થે	 આવવ�� પ�શ	. તે	થે%, Xથે% ખો��બ કું	 ઇનપ�! એલ્ગો�ડિ�ધમાન�
પ�તે	 જો કું�યુ. છી	.
("��ઇ�માયુન� �દભૂ. ��: 07:55)
હવ	, આપણ	 એકું અ�ગો મા�પ જો�ઈ શકું%એ છી%એ, જોમાણ% બ�જો� . તે	થે%, ધ��� કું	 આપણ	 Xથે% ખો��બ કું	 તે�ફ ન જો�તે�,
આપણ	 કુંહ%એ છી%એ, �	��શ કું	ન	 જો�ઓ, જોમાણ	. તે	થે%, તેમા�મા �ભૂલિવતે ઇનપ�ટ્ જો�ઓ અન	 પછી% તે	 જો�વ�ન� પ્રોયુ�
કું�� કું	 જ્યુ��	 દ�	કું ઇનપ�ટ્ માયુ� �	��શ હ�યુ ત્યુ��	 કું	!�� માયુ �	 છી	. હવ	, આ પ્રોકું��ન% �	��શ ગોણતે�% કું�વ� મા�!	,
ગોલિણતેમા�� આપણ	 મા"યુ�ન% બધ% �ભૂલિવતે ઇનપ�ટ્ શ�� છી	  તે	ન�� અન�મા�ન કું�વ�ન% ��% �%તે હ�વ� જો�ઈએ. તે	થે%, જો� કું	
આ ખો(બ આકુંષ.કું કુંલ્પન� જો	વ�� ��ગો	 છી	 , ઘણ% મા"યુ�ઓમા�� તે	 ખો(બ જો મા�શ્કું	� છી	 . તે	થે%, અમાન	 ��ગો	 છી	 કું	 અમા	 એ���ઇન
રૂ! મા"યુ� કું�% �હ્યાં� છી%એ,  અમા	 આ બધ� �"તે�ઓન� નકુંશ�ઓન� આ "થે�નન	 કું	વ% �%તે	 ધ્યુ�નમા�� �ઈએ છી%એ,  અન	
એકું �મા�ન્યુ મા�ગો. નકુંશ� શ�� છી	, અન	 બ%જો� � . તે	થે%, આપણ	 આ બધ� ઇનપ�ટ્ જો	!�% જો શક્યુ છી	  તે	ન� ઉપ� �	��શ શ��
ચે��% �હ્યાં�� છી	, તે	થે% અમાન	 �ભૂ�વન�ઓ જો�વ�ન% જોરૂ� છી	 . અન	 લિવલિવધ પ્રોકું��ન�� ઇનપ�ટ્ન% �ભૂલિવતેતે�ઓન� અ�દ�જો
કું�ઢીવ� ઘણ% વ�� મા�શ્કું	� છી	 .  તે	થે%,  વ્યુવહ�ડિ�કું પડિ�લિ"થેલિતેઓમા�� એલ્ગો�ડિ�ધમાન� વતે.ણૂકુંન� દૃલિષ્ટકું�ણથે% તે	  વધ� માજોણ
બન�વશ	 જો� કું	 �	��શ ડિકું"�મા�� તે	 ઇનપ�ટ્ન% જોગ્યુ� પ� કું	વ% �%તે	 વતેd છી	 . વ્યુવહ��મા��, આ કું�વ�� ખો(બ મા�શ્કું	� છી	 કું��ણ
કું	 આપણ	 �ભૂલિવતે ઇનપ�ટ્ન% આ જોગ્યુ�ન	 ખો�	ખો� પ્રોમા�લિણતે કું�% શકુંતે� નથે% અન	 તે	માન	 અથે.પ(ણ. �ભૂ�વન�ઓ �થે	
અ�ઇન કું�% શકું%એ છી%એ.
("��ઇ�!�ઇમાન� �દભૂ. ��: 09:09)
����શ મા�!	, આપણ	 ખો��બ કું	 જો�વ�� જો�ઈએ, તે	મા છીતે�� તે	 અવ�"તેલિવકું હ�ઈ શકું	 છી	 કું��ણ કું	 �	��શ કું	 મા�શ્કું	� છી	 , જો�
ગોણતે�% કું�વ% અશક્યુ હ�યુ. ત્યુ�� ખો(બ માયુ�.ડિદતે પડિ�લિ"થેલિતેઓ છી	 જ્યુ�� �	��શ કું	 લિવશ્�	ષણ કું�વ�� શક્યુ છી	, પ��તે� આ ખો(બ
જો દ��.ભૂ છી	. તે	થે%, ખો��બ કું	 લિવશ્�	ષણ લિવશ	 ��% વ"તે� એ છી	 કું	 જો� આપણ	 ��% ઉચ્ચે બ�ઉન્ડ્રા% કું�% શકું%એ, તે� તે	મા��,
ખો��બ ડિકું"�મા�� પણ જો� એલ્ગો�ડિ�ધમા અ�કું��કું �%તે	 કું�યુ. કું�	 તે� પછી% અમાન	 એલ્ગો�ડિ�ધમા લિવશ	ન% મા�લિહતે%ન� એકું
ઉપયુ�ગો% ભૂ�ગો માળ્યુ� છી	; આ હ�મા	શ� ��% �%તે	 કું�યુ. કું�	 છી	 . બ%જી બ�જો� , જો� આપણ	 શ�ધ% કું�ઢી%એ કું	 આ અલ્ગો�ડિ�ધમાન�
ખો��બ અપ��ધ છી	,  તે� અમા��	 થે��� આગોળ જો�વ�� પ�શ	,  આ Xથે% ખો��બ કું	 કું	!�� દ��.ભૂ છી	,  આ પ્રોથે�મા�� વ���વ��
ઉદ્ભૂવ	 છી	,  કુંયુ� પ્રોકું��ન� ઇનપ�! Xથે% ખો��બ કું	 છી	,  શ�� તે	ઓ ઇનપ�ટ્ છી	  જો	  આપણ	 �મા�ન્યુ �%તે	 જો�શ��,  ત્યુ�� કું�ઈ
�ળ ધ��ણ� છી	  કું	 જો	  આપણ	 કું�% શકું%એ છી%એ જો	  આ ખો��બ ડિકું"�ઓમા��થે% બહ�� ન%કુંળશ	. તે	થે%, જો� કું	 ખો��બ કું	
લિવશ્�	ષણ તે	 કું�વ�ન� �પ(ણ. �"તે� નથે%, તે	 કું�ઈકું છી	 જો	  ગોલિણતેશ�"ત્ર% વ્યુવહ�રુ છી	, તે	 એવ�� કું�ઈકું છી	 કું	 જો	  આપણ	 ગોણતે�%
કું�વ�ન% આશ� ��ખો% શકું%એ છી%એ. તે	થે%, તે	 કું�વ� મા�!	 તે	 એકું �રુ� કું��ણ છી	  જો	થે% આપણ	 ખો�	ખો� જોથ્થે�ત્માકું અ�દ�જો
�થે	 આવ% શકું%એ. અન	 બ%જો� � , તે	 આપણન	 કું	!�%કું ઉપયુ�ગો% મા�લિહતે% આપ	 છી	 ; ભૂ�	 તે	 કું	!�%કું પડિ�લિ"થેલિતેઓમા�� ન હ�યુ,
તે	 વ�"તેવમા�� Xથે% વ�"તેલિવકું પડિ�લિ"થેલિતેઓ હ�ઈ શકું	 નહ? જો	ન� આપણ	 વ્યુવહ��મા�� આવવ�ન% શક્યુતે� છી	.
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તે	થે%, આપણે	 કુંહ્યું�� છે	  કું	 અમા	 મા�ત્ર તે%વ્રતે�ન� ક્રમામા�� જ અલ્ગો�ડિ�ધમ્ન% કું�યુ+ક્ષમાતે�ન	 મા�પશે	 . તે	થે%, આપણે	 ઇનપ�! કુંદ n
ન% ફ�ક્શેન !% તે�%કું	 ચે��% �હે	� માયુ વ્યુક્તે કું�%શે��, પ��તે� અમા	 તેતે અવગોણેન� કું�%શે��. તે	થે%, આપણે	 મા�ત્ર જ્યુ�� કુંહ્યું�� છે	 કું	
n  ન%  t  એ n  ચે�� અથેવ�  n  ��ગો  n  અથેવ�  2  ન%  n  ન	 પ્રો�યુ�લિગોકું છે	.  તે	થે%,  હેવ	,  આગોળન��  પગો��� એ એકું �ખા�
અ�કું��કું �"તે� છે	 જ	  એલ્ગો�ડિ�ધમ્મા�� ચે��% �હે	� માયુ છે	 . જ� હે� � 1 અલ્ગો�ડિ�ધમાન� તે%વ્રતે�ન� ઓ�+�ન	 જાણું� છે� �, અન	
અન્યુ અલ્ગો�ડિ�ધમાન� તે%વ્રતે�ન� ક્રમામા�� હે� � તે	ન% તે��ન� કું	વ% �%તે	 કું�% શેકું��?
("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ+ ��: 00:34)
તે	થે%,  આપણેન	 જ	  �કું	તે જ�ઈએ છે	  અથેવ� આપણે	 જ	  લિવચે��ન% જરૂ� છે	  તે	 એ ઉપ�� બા�ઉન્�ન% છે	  જ	  મા�!�  O ન�
�કું	તે આપ	 છે	. તે	થે%, આપણે	 કુંહે%એ છે%એ કું	 n ન� ફ�ક્શેન g એ ઉપ�� બા�ઉન્� છે	. n ન� બા%જ� ફ�કુંશેન !% n ન� કું	!��કું
બિંબાદ� g થે% વધ� છે	. હેવ	, યુ�દ ��ખા� કું	 n ન� g હેવ	 એકું ફ�ક્શેન બાનશે	 જ	  ક્રમા�ન��� ઓ�+� છે	. તે	થે%, આપણે	 બાધ� તેતે
પડિ�બાળ� ફCકું% દ%ધ� છે	  જ	  આપણે	 n ન� ર્ભ�ગોમા�� ર્ભ(લિમાકું� ર્ભજવ%એ છે%એ. તે	થે%, અમા	 આ તેતે આપણે% જાતેન	 મા�જ( �%
આપ%એ છે%એ. તે	થે%, આપણે	 કુંહે%એ છે%એ કું	 તે	 n એ બાધ� ન�� g નથે% જ	  n ન� t પ� પ્રોર્ભ�ત્વ ધ��વ	 છે	, પ��તે� n ન� g ન�
કું	!��કું લિ"થે���કું�. તે	થે%, ત્યુ�� અમા�કું લિનલિEચેતે લિ"થે���કું� છે	 અન	 કું	!��કું માયુ�+દ�ઓથે% આગોળ છે	 . તે	થે%, ત્યુ�� પ્રો���લિર્ભકું ર્ભ�ગો છે	
જ્યુ�� આપણે	 કું�ળજી આપતે� નથે%, પ��તે� આ %મા�ન% બાહે�� આપણે% પ�	 n એ n ન% % વખાતે g ન% ન%ચે	 �હે	 છે	. આ
ડિકું"�મા�� n ન% c વખાતે g અન	 n ન% t મા�!	 ઉપ�� બા�ઉન્�છે	 અન	 આપણે	 કુંહે%એ છે%એ કું	 n ન% t n ન� g ન� મા�!� O
છે	.
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તે	થે%,  ચે��� એકું ઉદ�હે�ણે જ�ઈએ.  તે	થે%,  ધ��� કું	 આપણે% પ�	  n ન� આ ફ�ક્શેન !%  100 અન	 પ્� 5 છે	,  તે� પછે%
આપણે	 દ�વ� કું�%એ છે%એ કું	 તે	  n ચે��ન� મા�!� O હેવ	 યુ�દ છે	  કું	  n એ ઇનપ�! કુંદ હે�વ�ન�� મા�નવ�મા�� આવ	 છે	 . તે	થે%,
મા"યુ�ન��  ઇનપ�! કુંદ હે�મા	શે��  ઓછે�મા�� ઓછે� �  1  થેશે	,  જ� કું�ઈ શે(ન્યુમા�� ઇનપ�! હે�યુ તે� લિન��કું�ણેન% જરૂ� નથે% અન	
ચે�ક્કુંપણે	 આપણે	 નકું���ત્માકું હે�ઈ શેકુંતે� નથે%. તે	થે%, આપણે	 હે�મા	શે�� પડિ�લિ"થેલિતેન	 ધ્યુ�નમા�� ��ખા%એ છે%એ કું	, n એ 1 થે%
મા�!� અથેવ� બા��બા� છે	. તે	થે%, જ� આપણે	 હેવ	 આપણે� કું�યુ+ 100 એન પ્� 5 થે% શેરૂ કું�%એ તે�, જ� તેમા	 n કું�તે�� 5
કું�તે� વધ��	 પ�દ કું�� તે� n મા�!� થેશે	 આ મા(લ્યુ કું�તે��. તે	થે%, આપણે	 કુંહે% શેકું%એ કું	 100 એન પ્� 5 એ 100 એન પ્�
n કું�તે�� મા�ન છે	.  અન	 હેવ	 આપણે	 આ 101 બા��બા� પતેન કું�% શેકું%એ છે%એ.  તે	થે%, 100 એન પ્� 5 એ 101 થે%
ન�ન� છે	, જ� n એ 5 કું�તે� મા�!� છે	, હેવ	, કું��ણે કું	 n એ ઓછે�મા�� ઓછે� �  1 n ચે�� n કું�તે�� મા�!� છે	. તે�, 101 વખાતે n
એ 100 અન	 1 ચે�� કું�તે� ન�ન� હેશે	. તે	થે%, 0 ન	 5 અન	 c થે% 101 ન% પ�દગો% કું�%ન	 આપણે	 n ચે�� "થે�લિપતે કુંયુ�I છે	
તે	 100 n વત્તા� 5 ન% ઉપ�ન% બા�ઉન્� છે	. તે	થે%, 100 n વત્તા� 5 n ચે�� મા�!� છે	. હેવ	, આપણે	 થે���� લિર્ભન્ન ગોણેતે�%ઓન�
ઉપયુ�ગો કું�%ન	 આ કું�% શેકું%એ છે%એ, આપણે	 કુંહે% શેકું%એ કું	 100 એન વત્તા� 5 100 ન� વત્તા� 5 ન� કું�તે� ન�ન�� ન�ન�� છે	, n
એ 1 કું�તે� મા�!�� છે	  કું��ણે કું	 n એ ઓછે�મા�� ઓછે� �  1 છે	. તે	થે%, 5 ગો�ણ્યુ� n એ હેશે	 ઓછે�મા�� ઓછે� �  5. તે	થે%, હેવ	, જ� તેમા	
પતેન કું�� છે� તે� આપણેન	 105 એન માળ	 છે	, પ��તે� 105 ન� વગો+ 105 એન "ક્વ	� કું�તે�� પણે ઓછે� �  છે	, જ્યુ��	 પણે n એ
1 કું�તે� વધ��	 હે�યુ છે	. તે�, એ જ હેકું%કુંતે "થે�લિપતે કું�વ�ન% નવ% �%તે, જ્યુ�� આપણે	 પ�દ કું�	� છે	 n 0 ન% બા��બા� 1 અન	
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% બા��બા� 105 છે	. તે	થે%, 0 અન	 % કું	 અનન્યુ ગોણેતે�% નથે% તે	ન� આધ��	 આપણે	 ગોણેતે�% કું	વ% �%તે	 કું�% શેકું%એ તે	ન�
આધ��	 આપણે	 અ�ગો 0 અન	 જ� દ� જ� દ� % શે�ધ% શેકું%એ છે%એ. પ��તે� તે	 કું�ઈ વ��ધ� નથે% કું	 આપણે	 તે	માન	 કું	વ% �%તે	 પ�દ
કું�%એ, જ્યુ�� �ધ% આપણે	 એ હેકું%કુંતેન	 "થે�લિપતે કું�% શેકું%એ કું	 ચે�ક્કું એન 0 થે% આગોળ એકું મા�ન તેતે % હે�યુ છે	 ,
જ	મા કું	 c ન� g g n ન� t પ� પ્રોર્ભ�ત્વ ધ��વ	 છે	. નLધ �� કું	 આ જ ગોણેતે�% આપણેન	 વધ��	 તે%વ્ર બા�ઉન્� આપ% શેકું	 છે	, આ
પ્રોકું��ન�� છે( !કું અપ� બા�ઉન્� છે	 જ	  તેમા	 100 ચે�� એન કું�તે�� ન�ન� છે	 તે	વ% અપ	ક્ષ� ��ખાશે�. પણે આપણે	 એમા પણે કુંહે%
શેકું%એ કું	 આ મા�!% એન છે	 , તે	 શે� મા�!	 છે	? કું��ણે કું	 જ� તેમા	 ફક્તે આ બિંબાદ�એ ગોણેતે�% કું�� છે�, તે� આપણે	 આ તેબાક્કું	
આવ%શે�� નહેM કું	 તેમા	 "થે�લિપતે કુંયુ�I છે	 કું	 100 એન વત્તા� 5 એ 101 જ	!��� ઓછે� � છે	. પણે, મા�ન મા(લ્યુ� n બા��બા� 5 અન	 c
બા��બા� 101 છે	. અમાન	 કુંહે	 છે	 કું	 100 n વત્તા� 5 મા�!�� O. આ જ માયુ	 જ� તેમા	 આ પગો��ન	 અવગોણે� તે� આપણે	 કુંહે%શે��
કું	 100 એન વત્તા� 5 એ 105 ન� કું�તે� ન�ન�� છે	. તે	થે%, 0 ન% બા��બા� 1 અન	 % બા��બા� 105 મા�!	 તેમા	 આ 1 ન	 "થે�લિપતે
કુંયુ�I છે	.
("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ+ ��: 04:15)
ચે��� આપણે	 બા%જ� એકું ઉદ�હે�ણે જ�ઈએ કું	 આપણે	 100 એન "ક્વ	� પ્� 20 એન પ્� 5 જ�ઓ. હેવ	, ફ�%થે% એમા
ધ��% �હ્યું� છે%એ કું	 n એ 1 કું�તે� મા�!� છે	, આપણે	 જાણે%એ છે%એ કું	 આપણે	 n દ્વ��� ગો�ણે�કું�� કું�% શેકું%એ છે%એ અન	 n ન	
ન�ન�� માળ	 છે	. તે	થે%, 20 n એ તે	ન	 20 એન "ક્વ	� અલિધકું�� પ� પ્રોર્ભ�ત્વ અપ�શે	 અન	 5 5 વખાતે n વખાતે n 5 n ચે��મા��
પ્રોર્ભ�ત્વ પ�માશે	. તે	થે%,  હેવ	 મા��% પ�	  100 એન ચે�� પ્� 20 એન "ક્વ	� પ્� 5 એન "ક્વ	� છે	, તે	 મા��� મા(ળ કું�યુ+
કું�તે�� 100 મા%!� વધ��	 છે	, તે	થે% હે� � તે	ન	 જ���� છે� �, માન	 125 એન "ક્વ	� માળ	 છે	  અન	 હેવ	 હે� � ધ�રું� છે� �  કું	 તે	, n બા��બા� 1
કું�તે� મા�!% છે	. તે	થે%, n બા��બા� 1 અન	 c બા��બા� 125 ન% જ	મા, તે	 n ચે�� 100 એન "ક્વ	� વત્તા� 20 એન વત્તા� 1 પ�
પ્રોર્ભ�ત્વ ધ��વ	 છે	. તે	થે%, તેમા	 �ળતે�થે% તે	 જ�ઈ શેકું� છે�, �મા�ન્યુ �%તે	 જ� હે� � એકું ચે�� વત્તા� બા%.એન. વત્તા� % ધ��વ	
છે	, આ એકું વત્તા�, બા% વત્તા�, % વખાતે n ચે�� જમાણે	 પ્રોર્ભ�ત્વ ધ��વ	 છે	. તે	થે%, આ બાધ� કું�તે�� ઓછે� એન મા�!	 1 કું�તે�
ઓછે� હેશે	. તે	થે%, આપણે	 �મા�ન્યુ �%તે	 કુંહે%એ છે%એ, આન% જ	મા કું�યુ+ કું�% શેકું%એ છે%એ અન	 ન%ચે�� શે�તે�ન	 અવગોણેવ%
જ�ઈએ કું��ણે કું	 તે	ઓ મા(લ્યુ પ� ધ્યુ�ન કું	લિન્Pતે કું�વ�મા�� ઉચ્ચેતેમા શેબ્દ પ્રોર્ભ�ત્વ ધ��વ	 છે	. Sથે% વધ� exp1nt �થે	. તે	થે%,
આ ડિકું"�મા�� આ વગો+મા�� n ચે�� Sથે% મા�!� શેબ્દ છે	, આ માગ્ર વ"તે� એ n ચે�� કું�તે� વધ��	 મા�!% હેશે	. તે�, આ એકું
ખા(બા જ �મા�ન્યુ શે&!+કું! છે	 જ	  આપણે	 �ઈ શેકું%એ છે%એ, તેમા	 મા�ત્ર મા%ક્ષકું�ન	 અવગોણે% શેકું� છે�, Sથે% વધ� exp1nt
પ�દ કું�� અન	 તે	 મા�!� O જમાણે% પ�દ કું��
("��ઇ�માયુન� �દર્ભ+ ��: 05:37)
હેવ	, આપણે	 પણે બાતે�વ% શેકું%એ છે%એ તે	 વ"તે�ઓ ��% હે�તે% નથે%. તે�, દ�ખા�� તે�%કું	, તે	 "પષ્ટ �%તે	 "પષ્ટ કું�	 છે	 કું	, એન
ક્યુ�બા હેવ	 એન "ક્વ	� કું�તે� મા�!� છે	, આપણે	 ઔપચે�ડિ�કું �%તે	 કું	વ% �%તે	 બાતે�વ%એ છે%એ કું	 n ક્યુ�બા n ચે��ન�� મા�!�� નથે%.
ઠી%કું છે	, એવ�� મા�નવ�મા�� આવ	 છે	 કું	, કું	!��કું એન 0 અલિ"તેત્વમા�� છે	, જ	મા કું	 બાધ� n એ બા��બા� n ન% બા��બા� છે	, n ઘન
ઘ�તે બા��બા� c વખાતે n ચે�� બા��બા� કું�તે� ન�ન� હે�વ�� જ�ઈએ. જ� આ કું�મા કું�	 છે	 તે� આપણે	 n ચે�� ઉપ� જઈએ
છે%એ આ તે	 છે	  જ	  આપણે% પ�	 હે�વ% જ�ઈએ. હેવ	 આપણે	 લિવચે��%એ છે%એ કું	, આપણે	 n બા��બા� c પ�દ કું�%એ તે�
આપણે% પ�	 ��બા� હે�થેન% % ક્યુ�બા છે	 ,  જમાણે% બા�જ�એ આપણે% પ�	  c ક્યુ�બા છે	  અન	 ચે�ક્કુંપણે	 આપણે% પ�	  c
ક્યુ�બા મા�ન ઘન માઘનથે% ઓછે� છે	. જ� હે� � % વત્તા� 1 પ� જાઉં તે� મા��% પ�	 % વત્તા� 1 ન�� પ(ણે+ માઘન હેશે	 અન	 આ
બા�જ�  મા��% પ�	 % ગોણે� % વત્તા� 1 �પ(ણે+ "ક્વ	� હેશે	 અન	 હેવ	 મા"યુ� છે	 , આ મા�!% છે	 કું��ણે કું	 c વત્તા� 1 ન�� �પ(ણે+
ઘન c ગોણે� c વત્તા� કું�તે�� મા�!�� છે	  1 �પ(ણે+ ચે��. તે	થે%, આપણે	 ગોમા	 તે	 % પ�દ કું�%એ, જ� આપણે	 n બા��બા� c પ�
જઈએ તે� આપણેન	 માળશે	 કું	 અમા�નતે� જ	 આપણે	 ઇચ્છે%એ છે%એ તે	 ફ�તે	 ફ�	 છે	 . તે	થે%, ત્યુ�� કું�ઈ % નથે% કું	 જ	  આપણે	
લિનલિEચેતે બિંબાદ�થે%  % એન ચે�� કું�તે��  ન�ન� માઘનન��  પ�દ કું�% શેકું%એ અન	 તે	થે%  આ મા�!%  નથે%.  તે	થે%,  આપણું�
�હેલિજકું લિવચે�� કું	 એન ક્યુ�બા એન "ક્વ	� કું�તે� ઝા�પથે% વધ	 છે	, આ પગો��� કું�યુ+ન� ઉપયુ�ગો કું�%ન	 ઔપચે�ડિ�કું રૂપ	 �લિબાતે
થેઈ શેકું	 છે	.
("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ+ ��: 00:07)
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હેવ	, અહેM મા�!� O લિવશે	 ઉપયુ�ગો% હેકું%કુંતે છે	, જ� મા��% પ�	 ફ�ક્શેન એફ 1 છે	 જ	 જી 1 ન�� મા�!�� છે	 અન	 બા%જ�  ફ�ક્શેન એફ
2 છે	 જ	  જી 2 ન�� મા�!�� છે	, તે� પછે% એફ 1 પ્� એફ 2 ખા�	ખા� જી 1 અન	 જી 2 ન% માહેત્તામા દ્દા��� વચે+"વ ધ��વ	 છે	. તેમાન	
��ગો	 છે	 કું	 તે	 જી 1 પ્� જી 2 છે	, આ દ	ખા%તે% વ�તે છે	 જ	  ધ્યુ�નમા�� ��ખા%ન	 આવ	 છે	, એફ 1 પ્� એફ 2 જી કું�તે�� ન�ન�
છે	. વત્તા� જી 2, પ��તે� વ�"તેવમા�� તે	 માહેત્તામા છે	.
("��ઇ�માયુન� �દર્ભ+ ��: 07:31)
આપણે	 આ કું	વ% �%તે	 �લિબાતે કું�%એ? �રું�, ખા(બા મા�શ્કું	� નથે%. વ્યુ�ખ્યુ� દ્વ��� જ� એફ 1 જીન�� મા�!�� છે	, તે� કું	!��કું એન 1
અલિ"તેત્વમા�� છે	 જ	મા કું	 એન 1 એફ 1 ન% % 1 થે% 1 જી 1 % 1 વખાતે જી પ્રોર્ભ�ત્વ ધ��વ	 છે	. એ જ �%તે	, જ� એફ 2 એ 2
ન% મા�!� O છે	, તે� ત્યુ�� 2 છે	 એન 2 જ	મા કું	 n 2 f 2 ન% બાહે�� % 2 વખાતે g 2 જમાણે	 પ્રોર્ભ�ત્વ ધ��વ	 છે	. તે	થે%, હેવ	,
આપણે	 શે�� કું�% શેકું%એ તે	 છે	 કું	 આપણે	 n 3 ન	 માહેત્તામા n 1 અન	 n 2 તે�%કું	 પ�દ કું�% શેકું%એ અન	 આપણે	 c 3 ન	 માહેત્તામા
c 1  અન	  c 2  તે�%કું	 પ�દ કું�% શેકું%એ.  તે�,  ચે��� હેવ	 જ�ઈએ એન  3  ન% બાહે�� થે�યુ છે	, n 3  ન% બાહે�� આ બા�ન	
અમા�નતે�ઓ અ�કું��કું છે	. તે	થે%, આપણે% પ�	 એફ 1 વત્તા� એફ 2 % 1 અન	 જી 1 વત્તા� % 2 ગોણે% જી 2 થે% ઓછે� �
હેશે	. કું��ણે કું	, આ એન 1 અન	 એન 2 ન% બાહે�� છે	  તે	થે%, બા�ન	 એફ 1 % 1 અન	 જી 1 થે% ઓછે� �  છે	  અન	 % -2 જી 2
કું�તે� ઓછે� �  એફ 2 છે	. તે	થે%, હે� � 2 ઉમા	�% શેકું�� છે� �  અન	, આ પહે	�% "પષ્ટ વ"તે� છે	 જ	  આપણે	 કુંહ્યું�� છે	 કું	 તે	 જી 1 વત્તા� જી -2
છે	,  પ��તે� હેવ	 આપણે	 થે���� ચેપળ હે�ઈ શેકું%એ છે%એ,  આપણે	 કુંહે% શેકું%એ કું	 આપણે% પ�	 % 3 છે	. તે	થે%,  % 1 કું�તે�
ન�ન� છે	. % 3 કું��ણે કું	 આ માહેત્તામા % 2 % કું�તે�� ન�ન� છે	. તે	થે%, હે� � આન	 ર્ભ	ગો� કું�% શેકું�� છે� �  અન	 કુંહે% શેકું�� છે� �  કું	 આ %
3 જી 1 વત્તા� % 3 જી કું�તે�� ઓછે� � છે	. હેવ	, આન	 જ��%ન	 હે� � અ�બાત્તા તે	ન	 દબા�ણે કું�% શેકું�� છે� �  �થે	 માળ%ન	 કુંહે	વ�� કું	 આ %
3 ગોણે% જી 1 પ્� જી 2 ઓછે� � છે	, પ��તે� જી 1 વત્તા� જી 2 જ� હે� � માહેત્તામા તે	!��� વધ��	 �ઉં તે� તે	ન� કું�તે�� 2 ગોણે% માહેત્તામા.
તે	થે%, માન	 % માહેત્તામા કું�તે� 3 ગોણે� 2 ગોણે% માળશે	જી 1 અન	 જી 2 અલિધકું��. હે� � આ 2 �ઇ શેકું�� છે� �  અન	 તે	થે% કુંહે� � છે� �  કું	, તે	
2 C 3 ન% બા��બા� અન	 માહેત્તામા G 1 અન	 G 2 જમાણે� છે	. તે	થે%, હેવ	, જ� હે� � આન	 મા��� n તે�%કું	 અન	 આન	 મા��� c
તે�%કું	 �	તે� હે�તે તે� માC નક્કું% કુંયુ�I છે	  કું	 n અન	 માહેત્તામા n 1 અન	 n 2 કું�તે� મા�!� દ�	કું n મા�!	 એકું તેતે છે	  જ	  c1 c ન%
માહેત્તામા 2 ગોણે% છે	. 2 જ	મા કું	 એફ 1 પ્� એફ 2 એ જી 1 જી 2 ન% % વખાતે માહેત્તામા દ્વ��� પ્રોર્ભ�ત્વ ધ��વ	 છે	  2. કું	મા
આ ગો�લિણેલિતેકું તેથ્યુ આપણે� મા�!	 ઉપયુ�ગો% છે	?
("��ઇ�માયુન� �દર્ભ+ ��: 09:51)
તે	થે%, ઘણે%વ�� જ્યુ��	 આપણે	 ઍલ્ગો�ડિ�ધમાન� લિવE�	ષણે કું�% �હ્યું� છે%એ, ત્યુ��	 તે	મા�� લિવલિવધ તેબાક્કું� હેશે	. તે	 એકું ર્ભ�ગોમા��
કું�ઈકું કું�શે	 પછે% તે	 બા%જી વ"તે� ચે��� ��ખાશે	 અન	 ચે��� �હે	શે	. તે	થે%, આપણે% પ�	 2 તેબાક્કું�ઓ હે�ઈ શેકું	 છે	, તેબાક્કું� A જ	
માયુ��તે�	  O(Ga) અન	 તેબાક્કું�  b �	 છે	  જ	  O(Gb) �	 છે	.  તે	થે%,  હેવ	,  એલ્ગો�ડિ�ધમાન� એકું�દ�	 ચે��તે� માયુ મા�!	 ��%
ઉપ�� બા�ઉન્� શે�� છે	. તે	થે%, હેજ વ"તે� Ga પ્� Gb છે	. પ��તે� આ પડિ�ણે�મા આપણેન	 શે�� કુંહે	 છે	 તે	 એ છે	 કું	 તે	 જી પ્�
જીબા% નથે% જ	  ઉપ�� બા�ઉન્� મા�!	 ઉપયુ�ગો% છે	, પ��તે� માહેત્તામા ગો� અન	 જીબા% અલિધકું��. બા%જા શેબ્દ�મા��, જ્યુ��	 આપણે	
ઍલ્ગો�ડિ�ધમાન� લિવE�	ષણે કું�%એ છે%એ ત્યુ��	 બા�!� ગો�દન જ�વ� મા�!	 પ(�તે�� છે	.  તેમા	 ઘણે� પગો��ઓ પ� જાઓ છે� જ	
પગો��ન	 માહેત્તામા માયુ �	 છે	, તે	ન� પ� ધ્યુ�ન કું	લિન્Pતે કું�� અન	 તે	 અન્યુન� એકું�દ�	 ચે��તે� માયુન	 લિનધ�+ડિ�તે કું�શે	. તે	થે%,
જ્યુ��	 આપણે	 ઍલ્ગો�ડિ�ધમા પ� ફ�ક્શેનન	 જ�ઈએ છે%એ જ	મા�� �(પ હે�યુ છે	, આપણે	 �મા�ન્યુ �%તે	 �(પન	 જ�ઈએ છે%એ કું	
�(પ કું	વ% �%તે	 જાયુ છે	. અમા	 અવગોણે%એ છે%એ, ��પ અથેવ� કું	!�%કું બિંપ્રો! "!	!મા	ન્! પહે	��� �(પ પહે	�� થે�યુ છે	 તે	 પ્રો���લિર્ભકું
હે�ઈ શેકું	 છે	  કું��ણે કું	 �(પ પ�તે	 જ ઠી%કું છે	  તે	!�% જ!%�તે� જ	!�% ફ�ળ� આપ	 છે	 . તે	થે%, જ્યુ��	 આપણે% પ�	 બાહે�લિવધ
તેબાક્કું�ઓ હે�યુ, ત્યુ��	 તે	 Sથે% લિબાનકું�યુ+ક્ષમા તેબાક્કું� છે	 જ	  માગ્ર વતે+ન પ� પ્રોર્ભ�ત્વ ધ��વ	 છે	 અન	 તે	 આપણે	 જ	  પડિ�ણે�મા
જ�યુ�� તે	ન� આધ��	 ઔપચે�ડિ�કું બાન	 છે	.
("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ+ ��: 11:01)
હેવ	, ન%ચે�� બા�ઉન્� એ!�	 કું	 ન%ચે�� બા�ઉન્� પ� એકું માપ્રોમા�લિણેકું કુંલ્પન� છે	 . તે	થે%, જ	મા આપણે	 કુંહ્યું�� કું	 n ન% t હે�મા	શે�
n ન% cfc વખાતે g ન% ન%ચે	 �હે	 છે	. આપણે	 કુંહે% શેકું%એ કું	 n ન� t હે�મા	શે� n ન� c વખાતે g ઉપ� �હે	 છે	  અન	 આ નLધ
ઓમા	ગો�(omega) ન� ઉપયુ�ગો કું�%ન	 વણે+વવ�મા�� આવ	 છે	. તે	થે%, આ મા�ત્ર એકું માપ્રોમા�ણે વ્યુ�ખ્યુ� છે	 જ	  ફક્તે કુંહે	 છે	 કું	 n
ન� t, g ન� n ન� ઓમા	ગો�(omega) છે	, જ� n ન% n ન% 0 n ન% બાહે�� દ�	કું n એ અમા�કું ચે�ક્કું માતેલિવ"તે�� મા�!	 c ન� g
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ન� n ઉપ� છે	. તે	થે%, અહેM આપણે% પ�	 તે	 જ વ"તે� છે	 જ	ન% પ�	 અમા��% પ્રો���લિર્ભકું વ"તે� છે	 કું	 જ	મા�� અમાન	 રુંલિચે નથે%,
કું��ણે કું	 આ બિંબાદ�એ કુંશે�� પણે કુંહે% શેકું�તે�� નથે%. પ��તે� આ n 0 ન% બાહે�� આપણે% પ�	 n ન% ઉપ� n આવ	� છે	 તે	થે%, n ન%
t હે�મા	શે� n ન� c વખાતે g ઉપ� છે	
("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ+ ��: 11:50)
તે	થે%, આપણે	 પહે	�� જ�યુ�� કું	 n ઘન બા��બા� n ચે��ન�� નથે%. , પ��તે� એન ક્યુ�બા એન ચે�� ઉપ� આવ	�� હે�વ� જ�ઈએ
અન	 આ ચે�ક્કુંપણે	 આ કું	 છે	 કું��ણે કું	, એન ઘન બા��બા� 1 બા��બા� કું�તે�� મા�!� દ�	કું n મા�!	 મા�ન ચે�� કું�તે�� વધ� છે	.
તે	થે%, n બા��બા� 1 ન% બા�ન	 બા��બા� 1 છે	, પણે n બા��બા� 2 આ 8 હેશે	, આ 4 હેશે	 અન	 તે	થે%, ચે��� છે	. તે	થે%, જ� 0 ન	
મા�ન  0  અથેવ�  n  બા��બા�  1  અન	  c  બા��બા�  1  આપવ�મા��  આવ	 તે� આપણે	 તે	ન	  "થે�લિપતે કું�% શેકું%એ છે%એ.  હેવ	
અ�બાત્તા,  જ્યુ��	 આપણે	 ઉપ�ન% બા�ઉન્� બાન�વ% �હ્યું� છે%એ ત્યુ��	 અમા	 અમા��% પ�	 ઍલ્ગો�ડિ�ધમા લિવશે	 વ�તે કું�% �હ્યું�
છે%એ.  તેમા	 એમા કુંહે� છે� કું	  આ અલ્ગો�ડિ�ધમાન� આ!�� બાધ� બા�ઉન્� છે	 ,  તે	થે% ખા(બા જ અન	 તે	થે%,  હે� �  આ માયુમા��
ઘણે%વ��  મા"યુ�ન	  હે� કું�%  શેકું��  છે� � .  હેવ	,  જ્યુ��	  આપણે	  ન%ચે��  %મા�  લિવશે	  વ�તે  કું�%એ છે%એ ત્યુ��	  તે	  ચે�ક્કું
અલ્ગો�ડિ�ધમાન� લિવશે	 વ�તે કું�વ% ઉપયુ�ગો% નથે%.  તે	 એ!���  જ નહેM,  કુંહે	વ��  ઉપયુ�ગો% છે	  કું	  આ અલ્ગો�ડિ�ધમાન� ઓછે�મા��
ઓછે� માયુ ��ગો	  છે	.  અમા	 આ મા"યુ� જ	વ%  કું�ઈકું કુંહે	વ�  મા�ગો%એ છે%એ,  ઓછે�મા��  ઓછે� �,  ખા(બા માયુ,  ર્ભ�	 તેમા	
એલ્ગો�ડિ�ધમા કું	વ% �%તે	 �ખા� તે	 ર્ભ�	 તે	 ઓછે�મા�� ઓછે� �, વધ� માયુ �	શે	. તે	થે%, �મા�ન્યુ �%તે	 અમા	 ઉપયુ�ગો% લિનમ્ન બા�ધન
લિનવ	દન બાન�વવ� મા�!	 શે�� કું�વ�� ગોમાશે	 તે	 કુંહે	વ�� છે	  કું	 કું�ઈ મા"યુ� ચે�ક્કું માયુ �	 છે	 , પછે% ર્ભ�	 તેમા	 તે	ન	 કું	વ% �%તે	 હે�
કું�વ�ન� પ્રોયુ� કું�� છે�. તે	થે%, એલ્ગો�ડિ�ધમાન� ઓછે� બા�ઉન્� હે�વ�ન	 બાદ�	 મા"યુ� ઓછે% બા�ઉન્� છે	 . હેવ	, તેમા	 કુંલ્પન�
કું�% શેકું� છે� કું	 આ એકુંદમા જડિ!� છે	  કું��ણે કું	 તેમા	 બાતે�વવ� મા�!	 ક્ષમા છે� કું	 તેમા	 કું	!�% હેLલિશેયુ�� છે�, ર્ભ�	 તેમા	 કું�ઈ
એલ્ગો�ડિ�ધમા કું	વ% �%તે	 ડિ�ઝા�ઇન કું��, તેમા	 કું�ઈ કું�તે� વધ� �રું� ન કું�% શેકું�
(માયુ 13:13 ન� �દર્ભ+ ��)
.મા��% પ�	 આ કું�વ�ન�� એકું લિવલિશેષ્ટ �%તે છે	  તે	 કું�તે�� આ ઘણું� મા�શ્કું	� છે	  અન	 હે� � તે	 કું	વ% �%તે	 કું�વ�� તે	ન�� લિવE�	ષણે કુંરું� છે� � .
તે	થે%,  ન%ચે�� બા�ઉન્ડ્ન% "થે�પન� ઘણે% વખાતે મા�શ્કું	� છે	 .  તે	  લિવ"તે���મા��ન��  એકું જ્યુ��  ન%ચે�� બા�ઉન્�ન% "થે�પન�
કું�વ�મા�� આવ% છે	 તે	 &!+ છે	. તે	થે%, તે	 બાતે�વ% શેકું�યુ છે	 કું	, જ� તેમા	 મા(લ્યુ�ન	 મા(લ્યુ આપવ� મા�!	 મા(લ્યુ�ન% તે��ન� કું�% �હ્યું��
છે�, તે� તેમા��	 ઓછે�મા�� ઓછે� એન ��ગો n તે��ન�ઓ કું�વ% જ�ઈએ, ર્ભ�	 તેમા	 ખા�	ખા� &ર્ટિં!ગો કું	વ% �%તે	 કું�� છે�. તેમા	
કું�ઈ પણે પ્રોકું��ન% હે�લિશેયુ�� એલ્ગો�ડિ�ધમાન	 &!+ કું�% �હ્યું�� છે�, તે	 ઘ!કું�ન% �ખા�માણે%મા�� તે	  n ��ગો n કું�તે� વધ� ઝા�પ%
હે�ઈ શેકુંતે�� નથે%, પ��તે� યુ�દ ��ખાવ�� મા�શ્કું	� છે	, કું��ણે કું	 તેમા	 ખા�	ખા� એલ્ગો�ડિ�ધમાન� આ "વતે�ત્ર દશે�+વ� છે�.
("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ+ ��: 13:51)
હેવ	, આપણે	 એકું � પડિ�લિ"થેલિતે મા	ળવ% શેકું%એ છે%એ જ્યુ�� આપણે	 ઉચ્ચે અન	 ન%ચે�� %મા� �થે	 મા	ળ ખા�તે� હે�ઈએ
છે%એ. તે	થે%, આપણે	 કુંહે%એ છે%એ કું	 t એ g ન� n ન� g of ta છે	, તે� આપણે	 g ન� n અન	 ઓમા	ગો�(omega) g ન� g
જઈએ. બા%જા શેબ્દ�મા�� કુંહે%એ તે�, n ન% યુ�ગ્યુ લિ"થે���કું� !% n ન� g દ્વ��� પ્રોર્ભ�ત્વ પ્રો�પ્તે કું�% શેકું�યુ છે	, અન	 તે	 કું�+ન� બા	
જ� દ� જ� દ� લિ"થે���કું� મા�!	 n ન% ઉપ� પણે છે	. તે	થે%, આન� ખા�	ખા� અથે+ શે�� છે	  તે	 છે	  કું	, n અન	 n ન� g ન% મા(ળર્ભ(તે �%તે	
તે%વ્રતે�ન� મા�ન ક્રમા છે	, તે	થે% તે	 આવશ્યુકું રૂપ	 મા�ન કું�યુ+ છે	, તેમા	 એકું શ્રે	ષ્ઠતેમા મા(લ્યુ �ધ% પહેLચે% ગોયુ� છે�.
("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ+ ��: 14:26)
તે	થે%, ઉદ�હે�ણે તે�%કું	 આપણે	 કુંહે% શેકું%એ કું	 તે	 n થે% ઓછે� 1 ર્ભ�ગ્યુ� 2 એ s વગો+ ન% થે%!� છે	. આન� જ	વ�� કું�ઈકું �લિબાતે
કું�વ� મા�!	, આપણે	 બાતે�વવ�� પ�શે	 કું	 ત્યુ�� ઉચ્ચે બા�ઉન્� છે	, તે	 આપણે	 એકું લિ"થે���કું� શે�ધ% શેકું%એ છે%એ
(માયુન��દર્ભ+ ��: 14:37)
આ અન	 ન%ચે�� બા�ઉન્� પ� પ્રોર્ભ�ત્વ ધ��વ	 છે	. ત્યુ�� એકું અન્યુ લિ"થે� છે	
(માયુન��દર્ભ+ ��: 14:41)
આ ન%ચે	 છે	. તે	થે%, ઉપ�� બા�ઉન્� મા�!	 આપણે	 ફક્તે n ન	 n ઓછે� 1 થે% 2 વ�	 લિવ"તેdતે કું�%એ. તે	થે%, આપણેન	 n એ 2 વ�	
n ન� વગો+ માળશે	 અન	 n મા�કું+ n દ્વ��� 2 માળશે	. હેવ	, કું��ણે કું	 તે	 ઉપ�ન% બા�હ્યું n એ 2 મા� ઓછે� n વગો+ છે	. 2 દ્વ���,
જ� હે� � 2 વ�	 n અવગોણું� છે� �, તે� તે	 2 ન% વ�	 n વગો+ થે% ઓછે� �  થેશે	. તે	થે%, હેવ	 મા��% પ�	 એકું ઉચ્ચે બા�ઉન્� છે	 જ	 , તેતે
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અ�ધ� છે	, n એ 0 થે% મા�!� n મા�!	 n વગો+ છે	. બા%જી તે�ફ, જ� હે� � લિનમ્ન બા�ઉન્� કું�વ� મા��ગો�� છે� �, તે� હે� � તે	 જ કુંહે� � છે� �  કું	 હે� � n
થે% n મા�� 2 �ધ% લિવ"તેdતે થેઈશે, માન	 મા�ન લિવ"તે�ણે માળશે	. અન	 હેવ	 હે� � બા�ધ કું�વ� મા��ગો� છે� �, તે	થે% હેવ	 હે� � શે�� કું�%શે, હે� �
આન	 પણે ન�ન�� કું�%શે. હે� � કુંહે� � છે� �  કું	 હે� � 2 દ્વ��� n ન	 બા�દ કુંરું� છે� �  પ��તે� 2 વખાતે n દ્વ��� 2 ગો�ણ્યુ� 2 ન	 બા�દ કુંરું� છે� �. તે	થે%,
આ આન�થે% મા�!�� હેશે	, કું��ણે કું	 હે� � વધ� બા�દ કું�% �હ્યું� છે� � . N ન% 2 ઘ�તે વત્તા� 2 વ�	 2 ન% વત્તા� 2 ન% વત્તા� 2 ન% વ�	 મા�!��
થેશે	, પણે આ ફ�%થે% n વ�	 ચે�� થે�યુ છે	. તે	થે%, મા��% પ�	 n વત્તા� 2 વ�	 n વગો+ ર્ભ�ગ્યુ� વગો+, તે	થે% n વગો+ બા%જા શેબ્દ�મા��
કુંહે%એ તે�, માC બાતે�વ્યુ�� છે	 કું	 n મા�� n 1 ન% 1 ઘ�તે બા��બા� n ચે�� 4 કું�તે� મા�!�� છે	. પ��તે� હેવ	, આન	 યુ�ગ્યુ ઠી��વવ� મા�!	,
n ન	 2 વ�	 વધ��� થે�યુ તે	 ન્યુ�યુ% બાન�વવ� મા�!	, n એ ઓછે�મા�� ઓછે� �  હે�વ�� આવશ્યુકું છે	  2. કું��ણે કું	 જ� 2 કું�તે� ન�ન� n
એ આ અપ(ણે�Iકું છે	  તે	થે% હે� � ખા�	ખા� ઘ!��% �હ્યું� છે� � . અહેM, મા��% પ�	 2 ન% બા��બા� 2 કું�તે� વધ��	 મા�!% છે	. માC ન%ચે��
બા�ઉન્� પડિ�ણે�માન	 "થે�લિપતે કુંયુ�I છે	  કું	  n ન% બા��બા� 2 n મા��  n ઓછે� 1 ર્ભ�ગ્યુ� 2 એ n ચે��ન% એકું ચે�થે� ઉપ� છે	.
તે	થે%, તે	થે% હેવ	 જ� આપણે	 2 કું�તે� મા�!� મા(લ્યુ� મા�!	 તેતે 2 હે�વ�ન�� પ�દ કુંયુ�I હે�યુ, તે� મા��% પ�	 n એ n ઓછે� 1
ર્ભ�ગ્યુ� 2 n વગો+ ન% અ�ધ% કું�તે� ઓછે% છે	 અન	 n મા�� ઓછે� 2 એ n ચે�� કું�તે� ચે�થે� કું�તે� મા�!� છે	. . તે	થે%, માન	 આ
બા�ધબા	તે% ઉપ�� અન	 ન%ચે�% બા�ઉન્� માળ% છે	 જ	 દશે�+વ	 છે	 કું	 n એ એન "ક્વ	�ન� 1 ન% બા�દબા�કું% 1 ન% અવતે�ણે છે	.
("��ઇ�માયુન� �દર્ભ+ ��: 16:44)
તે	થે%, જ્યુ��	 આપણે	 મા�!� O ન� ઉપયુ�ગો કું�%એ છે%એ ત્યુ��	 ����શે આપવ� મા�!	, આપણે	 ઉચ્ચે બા�ઉન્� શે�ધ્યુ�� છે	. જ�
આપણે	 n ન� f ન� n ન� g ન� મા�!� ઓ છે	, તે� એન� અથે+ એ છે	 કું	 n n ન�� પ્રોર્ભ�ત્વ n ન� f ન� n ન� g કું�તે�� મા�!� નથે%.
અન	 આ Sથે% ખા��બા કું	 ચે��% �હે	� માયુન% માયુ�+દ�ન	 વણે+વવ� મા�!	 ઉપયુ�ગો% છે	 . તે�, આપણે	 કુંહે% શેકું%એ કું	 ખા��બા
માયુન� માયુ એ  n  ન�  g  દ્વ��� વધ��	 છે	.  બા%જી તે�ફ,  જ� આપણે	 ઓમા	ગો�(omega)ન� ઉપયુ�ગો કું�%એ છે%એ તે�
આપણે	 કુંહે%એ છે%એ કું	 n ન� f n ન� ઓછે�મા�� ઓછે� g છે	, n ન� g ન% ન%ચે�% બા�ઉન્� છે	
(માયુન��દર્ભ+ ��: 17:14).
જ	મા આપણે	 વણે+ન કુંયુ�I  છે	  કું	 આ �પ(ણે+ મા"યુ�ઓ મા�!	 વધ� ઉપયુ�ગો% છે	,  વ્યુલિક્તેગોતે અલ્ગો�ડિ�ધમાન� બાદ�	 �મા�ન્યુ
મા"યુ� તે�%કું	 &!+ કું�વ��. કું��ણે કું	 તે	 અમાન	 જણે�વ	 છે	 કું	 તેમા	 કુંઈ �%તે	 કું�ઇકું કું�� છે�, તેમા��	 ઓછે�મા�� ઓછે� �  તે	!�� માયુ
પ�� કું�વ� પ�શે	, પ��તે� આ અલિધષ્ઠ�લિપતે કું�વ�� મા�શ્કું	� છે	 . અન	 જ� તેમા��% પ�	 કું�ઈ મા"યુ� હે�યુ કું	 જ્યુ�� કું�ઈ મા"યુ�
મા�!	 લિનમ્ન બા�ઉન્�ન% "થે�પન� કું�વ�મા�� આવ% હે�યુ અન	 તેમાન	 ઍલ્ગો�ડિ�ધમા માળ	 છે	 જ	  ઉચ્ચે બા�ઉન્ડ્રી% જ	!��� જ બા�ધ�યુ	���
હે�યુ, તે� તેમા	 અમા�કું અથે+મા�� શ્રે	ષ્ઠ �ર્ભલિવતે અલ્ગો�ડિ�ધમાન� અન�ર્ભવ કુંયુf છે	. કું��ણે કું	, તેમા	 n ન% તે��ન�મા�� વધ� �રું� કું�%
શેકુંતે� નથે% કું��ણે કું	 અમા��% પ�	 n ન� g ન% ન%ચે% બા�ઉન્� છે	 અન	 તેમા	 n ન� g પ્રો�પ્તે કું�% છે	 કું��ણે કું	 તેમા	 n એ g ન� n
ન� મા�!� O તે�%કું	 તેમા��% એલ્ગો�ડિ�ધમા બાતે�વ% છે	. તે	થે%, થે%!� એ દશે�+વવ�ન� એકું �"તે� છે	 કું	 તેમાન	 ઍલ્ગો�ડિ�ધમા માળ્યુ�� છે	
જ	  શેક્યુ તે	!�% અ�કું��કું છે	.
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ડિ�ઝા�ઇન અન	 એન�લિ�લિ ઓફ એલ્ગો�ડિ�ધમ્ (Design and Analysis of Algorithms)

પ્રો�ફ	� મા�ધવન મા�કું��દ (Prof. Madhavan Mukund)
ચે	ન્નઈ મા	થે	મા	ડિ!કું� ઇલિન્"!ટ્યુ�! (Chennai Mathematical Institute)

વ%કું - 01
મા&ડ્યુ(� - 08
�	ક્ચે� - 08

આ એકુંમાન� છે	લ્�� ભા�ષણ,  આપણ	 શું�� કું�વ� જઈ �હ્યા� છે%એ તે	 વ�"તેવમા�� એલ્ગો�ડિ�ધમ્ન� કું	!��કું ઉદ�હ�ણ� જ�ઓ
અન	 જ�ઓ કું	 કું	વ% �%તે	 તે	માન� ઉપ�� ક્રમા��કુંન% ગોણતે�% કું�વ% 
("��ઇ�!�ઇમાન� �દભા8 ��: 00:12)
તે	થે%,  આ �	ક્ચે�મા��,  આપણ	 આ એકુંમામા��  બે	  મા(ળભા(તે વગો8ન� એલ્ગો�ડિ�ધમ્ જ�શું��.  તે	થે%,  આપણ	 કું	!��કું પ�ન��વર્તિતેતે
ઉદ�હ�ણ� અન	  કું	!��કું પ�ન��વર્તિતેતે ઉદ�હ�ણ� જ�શું��.  તે	થે%,  પ�ન��વર્તિતેતે ઉદ�હ�ણ મા(ળરૂપ	  કું�ઈકું હશું	  જ્યુ��  �(પ અન	
અ�બેત્ત પ�ન��વર્તિતેતે પ્રો�ગ્રા�મા હશું	, તે	 મા�!% મા"યુ�ન	 ઉકું	�વ� પહ	��� તેમા��	 ન�ન% મા"યુ�ન	 ઉકું	�વ% પ�શું	. તે	થે%, તેમા��	
ન�ન� ઇનપ�! �થે	 મા�ન એલ્ગો�ડિ�ધમાન� ફ�%થે% ઉપયુ�ગો કું�વ� પ�શું	.
("��ઇ�માયુન� �દભા8 ��: 00:34)
તે	થે%, અમા�રું� પહ	��� ઉદ�હ�ણ એકું ખૂ(બે મા�નકું મા"યુ� છે	 જ	  તેમા��	 તેમા��� મા(ળભા(તે પ્રો�ગ્રા�મિંમાગો કું�8મા�� કુંયુ�C હ�વ�� જ�ઈએ.
ધ��� કું	,  આપણ	 એ�	(Array)  મા�� માહત્તમા તેત્વ શું�ધવ� મા��ગો%એ છે%એ.  તે	થે%,  આપણ	 શું�� કું�%એ છે%એ તે	 છે	  કું	 આપણ	
પ્રો���ભામા�� એવ�� મા�ન%એ છે%એ કું	 માહત્તમા મા(લ્યુ એ પ્રોથેમા મા(લ્યુ છે	 અન	 પછે% અમા	 બે�કું%ન� એ�	(Array)ન	 "કું	ન કું�%એ છે%એ
અન	 જ્યુ�� પણ આપણ	 મા(લ્યુન	 જ�ઈએ છે%એ તે	 વતે8મા�ન માહત્તમા મા(લ્યુ કું�તે�� મા�!�� છે	 , માહત્તમા મા(લ્યુ તે	ન	 બેદ�શું	. અન	 આ
"કું	નન� અ�તે	 આપણ	 માહત્તમા મા(લ્યુન�� મા(લ્યુ પ�છે� �  મા	ળવ%શું�� જ	  આપણ	 શું�ધ% કું�ઢ્યુ�� છે	 જ	  Fથે% મા�!�� મા(લ્યુ હ�વ�� જ�ઈએ જ	
અમા	 �પ(ણ8 મા(લ્યુ બેતે�વ્યુ�� છે	 .  હવ	,  યુ�દ ��ખૂ� કું	 જ� આપણ	 આ ડિકું"�મા�� બે	 તેબેક્કું�ઓ ધ��વ%એ છે%એ,  તે� આપણ%
પ�	  એકું તેબેક્કું�  છે	  જ્યુ��  આપણ	  પ્રો���લિભાકું�ણ કું�%એ છે%એ,  આપણ% પ�	  ત્રણ તેબેક્કું�ઓ છે	,  વ�"તેવમા��  આપણ	
આ�તેડિ�કું �(પ કું�%એ છે%એ અન	 પછે% આપણ	 વળતે� કું�%એ છે%એ, તે	 જ�વ� મા�!	 પ(�તે�� છે	. ��કું��  તેબેક્કું�મા��, અમા	 કુંહ્યા�� કું	
જ� આપણ% પ�	 બે	 ભા�ગો એફ 1 અન	 એફ 2 હ�યુ તે� એફ 1 પ્� એફ 2 ન% તે%વ્રતે�ન� ક્રમામા�� એફ 1 અન	 એફ 2 ન%
તે%વ્રતે�ન� ક્રમામા�� માહત્તમા છે	,  તે	થે% આ લિ"થેલિતેમા�� તે	 છે	  "પષ્ટ કું�� કું	 આ �(પ એ છે	  કું	 આપણ	 Fથે% વધ��	 માયુ �	વ�
જ�ઈએ. તે	થે%, આ �(પન% જડિ!�તે�ન�� લિવશ્�	ષણ કું�વ� મા�!	 તે	 પ(�તે�� છે	. તે	થે%, હવ	, આ �(પ બે��બે� n ઓછે� 1 પગો��� �	
છે	.  તે	થે%,  Fથે% ખૂ��બે કું	,  કું�ઈપણ ઇનપ�! Fથે% ખૂ��બે કું	 છે	,  કું��ણ કું	 આપણ	 માહત્તમા મા(લ્યુ શું�ધવ� મા�!	 ક્રમામા��
શુંરૂઆતેથે% અ�તે �ધ% જવ�� જ�ઈએ, માહત્તમા મા(લ્યુ ક્યુ�� છે	 તે	ન� લિવશું	 અમા	 કું�ઈ પણ અન�મા�ન કું�% શુંકુંતે� નથે%. હવ	, જ્યુ��	
આપણ	  દ�	કું  પ�ન��વMલિત્તમા��  �(પ  "કું	ન  કું�%  �હ્યા�  છે%એ ત્યુ��	  આપણ	  ઓછે�મા��  ઓછે�  એકું  પગો���  કું�%શું��.  તે	થે%,  આ
�ખૂ�માણ%,  એકું મા(ળભા(તે કું�માગો%�%  છે	  અન	  આ થેઈ શુંકું	  છે	  અથેવ� થેઈ શુંકું	  છે	.  તે	થે%,  અ�ઇનમા	ન્! થે�યુ છે	,  જ�
આપણન	 નવ% વ	લ્યુ�  A  માળ	 છે	  જ	  મા	ક્ વ	�(maxval)  કું�તે� મા�!� છે	.  પ��તે�,  આપણ	 લિ"થે���કું�ન	 અવગોણતે� હ�ઈએ
છે%એ તે	થે%  આપણ	  તે	ન	  કું	!��કું % ઓપ�	શુંન્ તે�%કું	  ��વ��  આપ% શુંકું%એ છે%એ,  પ�ન��વતે8ન દ%ઠ કું	!��કું  તેતે
�ખ્યુ�મા�� ઓપ�	શુંન્.  તે	થે%,  આપણ% પ�	 કું	!��કું % વખૂતે n  ઓછે�  1  મા(ળભા(તે કું�માગો%�% છે	  અન	 જ� આપણ	 %
અવગોણ%એ છે%એ અન	 આપણ	 આ અવકું�શું% અવગોણન� કું�%એ છે%એ, આ એકું�દ�	 આ અલ્ગો�ડિ�ધમા �	ખૂ%યુ છે	, તે	 ઓ�8� n
માયુ �	 છે	.
("��ઇ�!�ઇમા ન� �દભા8 ��: 02:36)
તે	થે%, ચે��� હવ	 એકું ઉદ�હ�ણ તે�ફ આગોળ વધ%એ કું	 જ	મા�� આપણ% પ�	 બે	 ન	"! થેયુ	� �(પ્ છે	 . તે	થે%, ધ��% �હ્યા� છે%એ
કું	 આપણ	 શું�ધ% કું�ઢવ�ન� પ્રોયુ� કું�% �હ્યા� છે%એ કું	 કું�ઈ એ�	(Array)મા�� બેધ� લિવલિશુંષ્ટ મા(લ્યુ� છે	 કું	 જ	 એ�	(Array)મા�� કું�ઈ
બે	 મા(લ્યુ� નથે% એ એ જ છે	. તે�, આપણ	 શું�� કું�%શું��, તેમા	 આ એ�	(Array) A ન	 �	શું� અન	 પછે% આપણ	 દ�	કું A અન	 A એ
j ન% તે��ન� કું�%શું�� અન	 જ� માન	 ક્યુ��	યુ A જ	 મા�ન માળશું	 તે� હ� � ખૂ�!�� પ�છે% આપ%શું. જ� માન	 આવ� કું�ઈ I અન	 A j
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માળ્યુ� નથે%, તે� પછે% હ� � ખૂ�!�� નહR પ��%શું, હ� � �ચે�� વળ�� છે� �. હવ	, જ� હ� � પ�લિઝાશુંન પ� હ�ઉં તે� આન	 ઑલિપ્!મા�ઇઝા કું�વ�
મા�!	ન� મા�દ્દો� છે	, પછે% હ� � ફક્તે તે	ન� ઘ!કું�ન	 જ જ�ઈ શુંકું�� છે� � .  તે	થે%, હ� � મા��% વત્ત� 1 થે% શુંરૂ કું�%શું અન	 n ઓછે� 1 પ�
જઈશું અન	 આ j મા�!	 મા��% �	ન્જ હશું	. તે	થે%, A, A j અન	 તે	 પછે% j એ �ખૂ�માણ% કું�વ� મા�!	, આપણ	 ફક્તે આ ��લિપ્�કું	!
વ"તે�ન	 !�ળવ� મા�!	 જ	  �ખ્યુ�� છે	 તે	 !�ળવ� મા�!	 હ� � 0 થે% n ઓછે� 1 બે��બે� છે	. તે	થે%, હ� � જ	 મા�!	 દ�	કું તેત્વન	 જ�ઉં છે� �. હ� �
પ્� 1 થે% n ઓછે� 1 ન% બે��બે� છે	, તે	 બે��બે� છે	, એ તેપ�� કું	 હ� � એ મા�ન એ જ છે	 . તે	થે%, હવ	 જ� હ� � ખૂ�	ખૂ� આ
�ખ્યુ� એક્ઝા	ક્યુ�! કુંરું� છે� �, તે� જ� હ� �  0 ન% બે��બે� હ�ઉં તે�, j એ 1 થે% n મા�ઇન 1 થે% બેદ��યુ છે	. તે	થે%, n ઓછે� 1
પગોલિથેયુ�� છે	, જ્યુ��	 હ� � 1 ન% બે��બે� છે	. ઓછે� 2 પગો���ઓ અન	 તે	થે%, ચે���. તે�, જ્યુ��	 હ� � ન%ચે	 જાઉં છે� �  ત્યુ��	 હ� � 1 ન%
બે��બે� 1 ન% બે��બે� છે	, ત્યુ�� એકું પગો��� હશું	, જ્યુ��	 હ� � 2 ન% બે��બે� હ�તે ત્યુ�� એકું પગો��� હશું	. જ્યુ��	 હ� � n બે��બે� 1
ન% બે�દબે�કું% કું�%શું ત્યુ��	 બે�હ્યા �(પ મા�પ્તે થેશું	, પણ આ�તેડિ�કું ભા�ગ્યુ	 જ ચે��શું	, કું��ણ કું	 તેમા	 n થે% n મા�ઇન 1 મા��
જઈ શુંકું� છે�. તે	થે%, આપણ	 જ	 કું�%એ છે%એ તે	 એકું�દ�	 આપણ	 0 વત્ત� 1 વત્ત� 2 કું�% �હ્યા� છે%એ. , પ્� એન મા�ઇન 2,
પ્� એન બે�દ 1 પગો���. તે�, આ એકું પડિ�લિચેતે ����શું છે	, હ� � આ ����શું 1 થે% 1 ન% બે�દબે�કું% 1 ન% બે��બે� છે	  અન	
તેમા��	 જાણવ�� જ�ઈએ કું	 n ઓછે� 1 ન	 n મા�� છે	, આ એકું ખૂ(બે પડિ�લિચેતે પ�ન��વતે8ન છે	 અન	 આ આપણ	 વ�"તેવમા�� જ�યુ��
છે	,  આ ઓ એન ચે�� છે	.  તે	થે%,  આપણ	 મા�ત્ર 2 ઓછે� એન "ક્વ	�ન	  2 ઓછે� એન 2 વગો8 દ્વ��� અવગોણ%એ છે%એ,
વ�"તેવમા�� આપણ	 આ થે%!� એન "ક્વ	� પ� દશું�8વ્યુ� છે	 , પ��તે� આ ક્ષણ	 આપણ	 ફક્તે ઉચ્ચે %મા� જ�ઈ �હ્યા� છે%એ. તે�,
ચે��� આપણ	 કુંહ%એ કું	 આ દ�%�� O n ચે�� છે	. તે	થે%, તે	 નજીવ% નથે%, અથે8મા�� ઓ n ચે�� એ મા�ન કુંદન� બે	 ન	"!	�
�(પ્ નથે%, તે	 0 થે% n બે��બે� નથે%, જ	 બે��બે� 0 થે% n બે��બે� છે	, હ� � 0 થે% n ઓછે� 1 બે��બે� છે	  અન	 j બે��બે� હ� �
વત્ત� 1 થે% n ઓછે� 1. પ��તે�, હજી પણ આ ����શું 1, 2, 3, 4 ન% ઉપ� n એ ચે�� પ� છે	 અન	 આ તે	 છે	 જ	  આપણ	
વ���વ�� જ�શું��. તે	થે%, આ યુ�દ ��ખૂવ�મા�� ઉપયુ�ગો%.
("��ઇ�!�ઇમા ન� �દભા8 ��: 05:10)
તે�, આ ન	"!	� આ�!%ઓન�� બે%જ� �  ઉદ�હ�ણ છે	 અન	 આ તે	 છે	 જ	ન	 આપણ	 3 ન	"!	� �(પ્ પ�દ કું�%એ છે%એ. હવ	, અહR
આપણ	 જ	  કું�વ�ન� પ્રોયુ� કું�% �હ્યા� છે	  તે	 છે	 , આપણ	 2 ચે�� મા	ડિ]ક્ એ અન	 બે%ન	 ગો�ણ�કું�� કું�વ�ન� પ્રોયુ� કું�% �હ્યા�
છે%એ તે	થે%,  આપણ% પ�	 બે	 મા	ડિ]ક્  A અન	  B છે	  અન	 આપણ	  product C. ન�� ગોણતે�% કું�વ�ન% કું�લિશુંશું કું�% �હ્યા�
છે%એ, આ પ્રો��ક્! C મા��, જ� હ� � ઈ, જ	 એન્]% જ�ઈએ છે	, તે� હ� � જ	  કુંરું� છે� �  તે	 હ� � પ્રોથેમા મા	ડિ]ક્મા�� પ�લિક્તેન	 જ�ઉં છે� �, કું&�મા
જ	  બે%જા મા	ડિ]ક્મા�� છે	 અન	 પછે% મા��	 જ��વ�� પ�શું	, માન	 અહR પ્રોથેમા એન્]% કું�વ% પ�શું	, આ મા�ગો8 હ� � કું�%શું પ્રોથેમા એન્]%
કું	 જ	 કું��મા હ� � તે	 બે�ન	ન	 ગો�ણ�કું�� કું�%શું, પછે% માન	 બે%જી એન્]% ગો�ણ�કું�� કું�વ% પ�શું	. તે	થે%, આગોળ અન	 પછે% મા��	 છે	લ્�%
એન્]% ગો�ણ�કું�� કું�વ% પ�શું	 અન	 પછે% તે	 ઉમા	�વ�� પ�શું	. તે	થે%, આ પ્રો�ગ્રા�મા શું�� છે	  તે	 છે	. તે	થે%, આ મા�!	 દ�	કું પ�લિક્તે મા�!	 હ� �
મા�ન 0 થે% n ઓછે� 1, પછે% દ�	કું "તે�ભા મા�!	 જ	  બે��બે� 0 થે% ... તે	થે%, આ બેધ% શુંક્યુ એન્]%ઝા % i j દ્વ��� થેઈ �હ્યા��
છે	. હવ	, હ� � કુંહ� � છે� �  કું	 આ નવ% એન્]% મા�!	 હ� � ધ�રું� છે� �  કું	 % આઇજ	 0 છે	 અન	 ત્યુ��બે�દ હ� � આ પ�લિક્તેમા��થે% કું	 બે��બે� 0 થે%
n ઓછે� 1 �ધ% દ���� છે� �, હ� � એ આઇકું તે�ફ જ�ઉં છે� �  જ	  પ�લિક્તેમા�� kth ઘ!કું છે	, બે% કું	જ	  આ "તે�ભામા�� kth ઘ!કું, તે	માન	
ગો�ણ�કું�� કું�� અન	 C i j મા�� ઉમા	��યુ છે	. તે	થે%, આ કુંદ n ન� �(પ બે�હ્યા �(પ છે	, આ બે%જ� બે�હ્યા �(પ, કુંદ n ન% આ�તેડિ�કું
�(પ અન	 કુંદ n ન� આ�તેડિ�કું મા�!� �(પ છે	 અન	 આ ક્રમામા�� n ક્યુ�બે છે	. તે	થે%, આ એન ક્યુ�બે મા(લ્યુન�� એકું કું�દ�તે% ઉદ�હ�ણ
છે	.
("��ઇ�!�ઇમાન� �દભા8 ��: 06:33)
તે	થે%, આપણું� અ�લિતેમા પ�ન��વર્તિતેતે ઉદ�હ�ણ n ન% લિદ્વ�ગો% પ્રોલિતેલિનલિધત્વમા�� લિબેટ્(bits) ન% �ખ્યુ� શું�ધવ�ન�� છે	. તે	થે%,
આ 1 ન	 2 �ધ% લિવભા�જીતે કું�વ� બે��બે� છે	, જ્યુ�� �ધ% આપણ	 1 અથેવ� 0 �ધ% પહ_ચે%એ નહR. તે�, ચે��� ધ��%એ કું	 n
એ લિબેન-નકું���ત્માકું �ખ્યુ� છે	. તે	થે%, n 0 અથેવ� 1 છે	. તે�, આપણ	 "વ%કું��� કું	 લિબેટ્(bits) ન% �ખ્યુ� ઓછે�મા�� ઓછે% 1
અન	 તે	 પછે% છે	.  તે	થે%,  જ્યુ�� �ધ% આપણ% પ�	 એકું �ખ્યુ� છે	  જ	  1 કું�તે� મા�!% છે	,  આપણ	 આ�કું��ઓન% ગોણતે�%ન%
�ખ્યુ�મા�� એકું વધ� ઉમા	�%શું�� અન	 પછે% આ પ(ણ�Cકું લિવભા�ગો મા�!	 !(�કું� "વરૂપ છે	 . તે�, આપણ	 n ન	 n દ્વ��� 2 ન	 બેદ�%શું��.
તે�,  આપણ	 તે�તે જ લિવચે��%એ કું	 આપણ	 9 જ	વ% �ખ્યુ�થે% શુંરૂઆતે કું�%એ,  તે� આપણ	 ગોણતે�% �થે	 પ્રો���ભા કું�%શું��  1
બે��બે� 1, કું��ણ કું	 મ̀ા તે	 જ કુંહ્યા�� છે	. જ્યુ��	 જ્યુ��	 n એ 2 કું�તે� મા�!� હ�યુ, ત્યુ��	 હ� � 2 વ�	 ભા�ગો%શું અન	 1 ઉમા	��. તે	થે%, હ� �
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ગો�લિણતેન	 બેદ�%શું, તે	ન	 2 બેન�વ%શું, હવ	 આ 4 બેન�વ�, પછે% હ� � કુંહ%શું કું	 1 થે% વધ��	. તે	થે%, હ� � આ 3 બેન�વ�� અન	 હ� � આ
4 થે% 2 બેન�વ%શું, તે� હ� � કુંહ� � છે� �  કું	 આ હજી પણ મા�!�� છે	. 1. તે	થે%, હ� � આ 1 બેન�વ��, પછે% હ� � આ 4 બેન�વ��. તે�, હવ	, મા��%
પ�	 4 ન% બે��બે� અન	 n બે��બે� 1 છે	. તે�, આ �(પ ન%કુંળ% જાયુ છે	 અન	 હ� � ગોણતે�% પ�છે� � કુંરું� છે� � . તે	થે%, તે	 કુંહ	 છે	 કું	 તે	 4
અ�કુંન	 તે	 મિંપ્રો! ન�બે�  9  ન% જરૂ� છે	  જ	  �ચે��  છે	,  કું��ણ કું	 ન�બે�  9  અન	 બે�યુન�% તે	  1001  છે	.  તે	થે%,  હવ	 આ �(પન%
જડિ!�તે� શું�� છે	? �રું, આ કું	!�% વ�� ચે��વશું	? �રું, તે	મા��થે% ન%કુંળવ� મા�!	 તે	 ઘણ�� વખૂતે અમા�મા�� આવશું	 જ	  મા(લ્યુ 2
છે	. તે	થે%, હ� � n, n 2 by 4, 4 વગો	�	 થે% ન%ચે	 આવવ� મા��ગો�� છે� �. તે�, હ� � કું	!�% વખૂતે ભા�ગો�� કુંરું�? 2 1 �ધ% પહ_ચેવ� મા�!	
અન	 આ પ�છેળ પ�છેળ જવ� જ	વ�� જ છે	, હ� � 1 થે% 2 �ધ% કું	!�% વખૂતે n �ધ% પહ_ચેવ�� જ�ઈએ. તે	થે%, 1 �ધ% પહ_ચેવ�
મા�!	  2 દ્વ��� વ���વ�� ભા�ગ્યુ� એ મા�ન છે	  જ	  1 થે% 2 વ�� વ���વ�� ગો�ણ�કું�� કું�વ� મા�ન છે	ach n અન	 આ કું�ઇપણ
નથે%,  ��ગોન% વ્યુ�ખ્યુ�, 2 ન% કુંઈ શુંલિક્તે n �ધ% પહ_ચે	 છે	.  તે	થે%,  આ પ�ન��વર્તિતેતે �(પ વ�"તેવમા��  1 દ્વ��� ઘ!��� થેયુ�
નથે%, દ�	કું માયુ	 લિછેદ્ર કું�%ન	 ઘ!���, અમા	 હજી પણ તે	ન	 "પષ્ટ �%તે	 ગોણતે�% કું�% શુંકું%એ છે%એ કું��ણ કું	 બે	ઝા 2 પગો��ઓ
પ� ��ગોન% આવશ્યુકુંતે� છે	.
("��ઇ�!�ઇમા ન� �દભા8 ��: 09:00)
તે	થે%, આપણ	 �%લિનયુ� !�ઇમા(linear time), ક્વ�ડ્રા�ઇ!%કું !�ઇમા(quadratic time), ક્યુ�લિબેકું !�ઇમા (cubic time), આ
એન, એન "ક્વ	�8, એન ક્યુ�બે અન	 પ�ન: એન !�ઇમા �થે	 �	ખૂ%યુ ઉદ�હ�ણન� પ�ન��વર્તિતેતે ઉદ�હ�ણ� જ�યુ� છે	. તે	થે%, હવ	
ચે��� આપણ	 એકું પ�ન��વર્તિતેતે ઉદ�હ�ણ જ�ઈએ, તે	 જ�વ� મા�!	 કું	 જ્યુ��	 આપણ	 પ�ન��વર્તિતેતે ઉકું	� ધ��વ� ત્યુ��	 આ કું	વ%
�%તે	 કું�વ�ન� પ્રોયુ� કું�%શું��. તે	થે%, અમા	 ઔપચે�ડિ�કું પઝા� કું�તે�� વધ� ઔપચે�ડિ�કું અલ્ગો�ડિ�ધમાન� નજ� ��ખૂ%એ છે%એ. તે	થે%,
આ જાણ%તે� !�વ8 ઓફ હન�ઈ (Towers of Hanoi) છે	. તે	થે%, !�વ8 ઓફ હન�ઈ (Towers of Hanoi)મા�� અમા��%
પ�	 આ લિચેત્ર જ�વ� માળ	 છે	 , તે	થે% આપણ% પ�	 3 ��કું��ન�� �બ્બે�ઓ છે	 જ	  આપણ	 એ, બે% અન	 % ક્ષણ	 બે���વ%શું��
તે	થે%, આપણ	 એ, બે% અન	 % �ઈશું�� અન	 અમા��� ધ્યુ	યુ છે	. આ n ડિ�"કુંન	 A થે% B. મા�� ખૂ	�� તે	થે%, જ	  વ"તે� આપણન	
કું�વ�ન% મા�જ( �% નથે%,  તે	 ન�ન% ડિ�"કું પ� મા�!% ડિ�"કું મા(કુંવ% છે	 .  તે	થે%,  જ� આપણ	 ન�ન% ડિ�"કું �ઈએ અન	 તે	ન	 અહR
ખૂ	��.  તે	થે%,  આપણ	  અહR પહ	�%  ડિ�"કુંન	  ખૂ	�%એ,  પછે% આપણ	  બે%જી ડિ�"કું �ઈ જવ% જ�ઈએ અન	  તે	ન	  ત્યુ��
ખૂ	�%શું��, કું��ણ કું	 આપણ	 બે%જી ડિ�"કુંન	 પ્રોથેમા ડિ�"કુંન% !�ચે પ� મા(કું% શુંકુંતે� નથે%. તે	થે%, �ક્ષ્યુ અ�કું��કું �%તે	 આ કું�વ�ન��
છે	. તે	થે%, પ્રોત્યુક્ષ ધ્યુ	યુ એ બેધ�� A થે% B મા�� ખૂ	�વ�ન�� છે	  અન	 આ માધ્યુવતેh વ"તે� છે	, કું��ણ કું	 આપણ	 જ�યુ�� તે	મા, આપણ	
પહ	�% ડિ�"કું A થે% B મા�� ખૂ	�%એ છે%એ, આપણ	 ત્ર�!ક્યુ�� છે	, અમા	 કું�ઈપણ ખૂ	�% શુંકુંતે� નથે%
((�દભા8આપ�: 10 : 09)).
તે	થે%,  તેમા��	 આ કું�મા કું�વ� મા�!	 અ"થે�યુ% ઑલિક્!�% પ	ગો �	વ� મા�!	 એકું પ્રોકું��ન% ]�લિન્ઝા! તે�%કું	 %ન� ઉપયુ�ગો કું�વ�
આવશ્યુકું છે	. તે	થે%, જ� તેમા	 પહ	��� આ મા"યુ� ન જ�વ% હ�યુ, તે� તેમા	 તે	ન� લિવશું	 થે��� માયુ લિવચે��% શુંકું� છે�, પ��તે� આ
એકું શું�"ત્ર%યુ વ્યુલિક્તે છે	 કું	 જ	ન�� પ્રોમા�ણભા(તે �%કુંર્તિવ(recursive) �લ્યુ�શુંન છે	.
("��ઇ�!�ઇમા ન� �દભા8 ��: 10:27)
અન	 "!�ન્��8 ડિ�કુંર્તિવ(recursive) �લ્યુ�શુંન એ ન%ચે	 મા�જબે છે	  કું	 તેમા	 પહ	�� ધ��	 છે	  કું	 તેમા	 જાણ� છે� કું	  n ઓછે� 1
ડિ�"કું મા�!	 મા"યુ� કું	વ% �%તે	 ઉકું	�વ%.  તે	થે%,  આ ક્ષણ	 તેમા	 એન ડિ�"કુંમા��થે% n ડિ�"કું ખૂ	�વ� મા��ગો� છે� તે	થે%,  આપણ	 શું��
કું�%એ છે%એ તે	 તેમા	 પ્રોથેમા n ઓછે� 1 ડિ�"કું ખૂ	��.  તે	થે%,  તેમા��% પ�	 ફક્તે એકું જ ન%ચે	ન% ડિ�"કું બે�કું% છે	  અન	 હવ	
તેમા��% પ�	 ખૂ��% ખૂ��% છે	 અન	 તેમા	 બે%જા બેધ� n મા�ઇન 1 ડિ�"કું પ� % ખૂ	�� છે�. તે	થે%, અહR n મા�ઇન 1 disk
છે	. તે	થે%, તેમા	 મા�ન% �હ્યા� છે� કું	 તેમા	 મા��� ]��લિઝા! પ%પ્ તે�%કું	 B ન� ઉપયુ�ગો કું�%ન	 આ કું�% શુંકું� છે�. તે	થે%, હવ	 હ� � વ"તે�ઓ
A થે% C મા�� ખૂ	�%શું, હવ	 હ� � જ	  કુંરું� છે� �, પછે% આ ડિ�"કુંન	 અહR ખૂ	��. તે	થે%, મા��% પ�	 હવ	 ડિ�"કું છે	  અન	 હવ	 મા��%
પ�	 અહR કું�ઈપણ નથે%.  તે	થે%, હવ	,  મા��% પ�	 બે% પ� એકું મા�!% ડિ�"કું છે	  તે	થે%,  હ� � તે	ન� પ� કું�ઇપણ મા(કું% શુંકું�� છે� �  અન	
મા��% પ�	 % પ� n ઓછે� 1 ડિ�"કું છે	. તે	થે%, હ� � જ	 કુંરું� છે� �  તે	 હ� � અહRથે% વ"તે�ઓ ખૂ	�વ� મા�!	 n મા�ઇન 1 મા�!	 મા�ન
એલ્ગો�ડિ�ધમાન� ઉપયુ�ગો કુંરું�  છે� �.  અહR મા��� ]��લિઝા! �બ્બે�ઓ તે�%કું	  મા���  એન� ઉપયુ�ગો કું�%ન	.  તે	થે%,  આ મા"યુ�ન	
ઉકું	�વ� મા�!	ન�� પ�ન��વર્તિતેતે �%તે, તેમા	 એન બે�દ 1 ડિ�"કું A થે% C ન	 ખૂ	��, A થે% B ન% Fથે% મા�!% ડિ�"કું ખૂ	�� અન	
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પછે% n મા�ઇન 1 ડિ�"કું ખૂ	��, બે	કું અપ % થે% બે%. તે	થે%, આપણ	 જ	 પ્રોશ્ન કું�વ� મા��ગો%એ છે%એ અમાન	 પ(છે� કું	 હ� � (ચે��
છે� �, આ પ્રોડિક્રયુ�મા�� કું	!�% વ�� ડિ�"કું ખૂ	�વ��?
("��ઇ�!�ઇમા ન� �દભા8 ��: 11:37)
તે	થે%,  એમા ��ગો	 છે	  કું	  તેમા	 એન ડિ�"કુંન	 એકું પ%ગોથે% બે%જા પ%ગો પ� ]�ન્ફ� કું�વ� મા�!	 ચે��તે% �ખ્યુ�ઓન% �ખ્યુ�
(ચેવવ� મા�!	 એમા ન� �ખૂ�. તે	થે%, આપણ	 જ�યુ�� છે	  કું	 n ડિ�"કુંન	 "થે�ન��તેડિ�તે કું�વ� મા�!	, આપણ	 પ્રોથેમા એ -1 થે% % ન��
n ઓછે� 1 ડિ�"કુંન	 "થે�ન��તેડિ�તે કું�%એ છે%એ, પછે% આપણ	 એકું ડિ�"કુંમા��થે% એકું ડિ�"કુંન	 "થે�ન��તેડિ�તે કું�%એ છે%એ અન	
પછે% n થે% મા�ઇન 1 disk back % થે% બે% �ધ% પડિ�વહન કું�%એ છે%એ. તે	 એન મા�ઇન 1 ન�� એમા છે	, તે	 એન ડિ�"ક્
વત્ત� 1 ન	 એમા 1 ન� મા% ઓછે�મા�� 1 ડિ�"કું મા�!	 "થે�ન��તેડિ�તે કું�	 છે	. તે	થે%, હ� � n ઓછે� 1 વત્ત� 1 ન% 2 વખૂતે એમા તે�%કું	
�ળ બેન�વ% શુંકું�� છે� �. તે	થે%, એમાન� n �મા�ન્યુ �%તે	 2 ગો�ણ્યુ� એમા ન% 1 વત્ત� 1 અન	 જ� મા��% પ�	 મા�ત્ર એકું જ ડિ�"કું
"થે�ન��તેડિ�તે હ�યુ, તે� ત્યુ�� કું�ઈ મા"યુ� નથે% કું	 અમા	 તે	ન	 એકું પગોલિથેયુ�� %ધ% કું�% શુંકું%એ છે%એ. તે	થે%, 1 ન% એમા જ્યુ�� n
એ બે��બે� 1 છે	.  તે	થે%,  મા(�% મા(લ્યુન� ન�ન� મા(લ્યુ�ન� �દભા8મા�� એમા n ન	 વ���વ�� વણ8વવ�ન% આ પ્રોકું��ન% અલિભાવ્યુલિક્તે,
આન	 પ�ન��વતે8ન કુંહ	વ�યુ છે	. તે	થે%, અમા��% પ�	 એમા એન મા�!	 પ�ન��વર્તિતેતે અલિભાવ્યુલિક્તે છે	, હવ	 આપણ	 આન	 ઉકું	�વ%
પ�શું	. તે	થે%, જ્યુ�� આપણ	 હ� કું�વ� જઈ �હ્યા� છે%એ તે	 મા�!	ભા�ગો	 પ�ન��વર્તિતેતે "થે�ન��તે�ણન� ઉપયુ�ગો કું�વ� મા�!	 છે	 , અમા	
આ અલિભાવ્યુલિક્તેન	 �ળ બેન�વવ� મા�!	 મા�ન લિનયુમાન� વ���વ�� ઉપયુ�ગો કું�%શું��, જ્યુ�� �ધ% આપણ	 એમા 1 મા�� દ�	કું વ"તે�
�ધ% પહ_ચે%એ નહR અન	 પછે% અમા	 મા(લ્યુન	 પ્�ગો કું�% શુંકું%એ છે%એ.
("��ઇ�!�ઇમાન� �દભા8 ��: 13:00)
તે	થે%,  અમા	 મા(ળભા(તે અલિભાવ્યુલિક્તેથે% પ્રો���ભા કું�%એ છે%એ.  તે	થે%, m ન% n એ n મા�ઇન 1 વત્ત� 1 મા��  2 વખૂતે છે	,  હવ	
આપણ	 જ	 કું�%એ છે%એ તે	 એમા છે	 કું	 આપણ	 એમા n મા�ઇન 1 મા�!	 મા�ન શુંબ્દપ્રોયુ�ગોમા�� એ જ અલિભાવ્યુલિક્તેન	 બેદ�%એ
છે%એ કું	  n ઓછે� 2. તે	થે%, એમા n મા�ઇન 1 એ જ અલિભાવ્યુલિક્તે દ્વ���, તે	 છે	  2 ગોણ% એમા એન મા�ઇન 2 વત્ત� 1,
કું��ણ કું	 �મા�ન્યુ �%તે	 કું�ઈપણ એમા મા�!	, આપણ% પ�	 n મા�ઇન 1 વત્ત� 1 ન% વત્ત� 2 ગો�ણ્યુ� એમા છે	. તે	થે%, આ એકું
�મા�ન્યુ અલિભાવ્યુલિક્તે છે	. તે�, આપણ	 �ઈ �હ્યા� છે%એ ... તે�, આપણ	 આ કું�%એ અન	 આપણ	 �ળ%કુંMતે કું�%એ, આપણન	
બે	 શુંબ્દ� માળ	 છે	. તે	થે%, આપણન	 આમા��થે% 2 ચે�� માળ	 છે	 અન	 n ઓછે� 2 માળ	 છે	 અન	 પછે% આપણ	 2 ગો�ણ્યુ� 1 �	 છે	
જ	  આપણન	 આ 2 વત્ત� 1 આપ	 છે	. તે	થે%, આપણ	 તે	ન	 ફક્તે 2 ચે�� એન બે�દ 2 તે�%કું	 ફ�%થે% �ખૂ% �%ધ�� છે	. હવ	, જ�
તેમા	 આ અલિભાવ્યુલિક્તે 2 વખૂતે એમા n ઓછે� 2 કું�� છે� જ	  2 ગોણ% થે�યુ છે	  એમા n ઓછે� 3 વત્ત� 1 અન	 પછે% આ 2
ચે�� વત્ત� 1 છે	, આ 2 "ક્વ	� યુ�દ 4 છે	. તે	થે%, માન	 4 અ�દ� અન	 2 ચે�� વખૂતે 2, 2 માઘન માળ	 છે	. તે	થે%, માન	 2 ક્યુ�બે
એમા ન� મા�ઇન 3 પ્� 2 "ક્વ	� પ્� 2 વત્ત� 1. હવ	, તેમા	 જ�ઈ શુંકું� છે� કું	 જ� હ� � આ K વખૂતે કુંરું� તે� મા��% પ�	 2
ન% K ન% M ન% ઓછે� હશું	. યુ�દ ��ખૂ�, દ�	કું જગ્યુ�એ મા��% પ�	 આ છે	 અન	 મા��% પ�	 આ છે	, તે	 મા�ન �ખ્યુ� છે	
અન	 તે	 1 વત્ત� 2 વત્ત� 4 છે	, પછે%ન� માયુમા�� 1 વત્ત� 2 વત્ત� 4 વત્ત� 8 હશું	. તે�, આ ખૂ�	ખૂ� 2 ન% બે�દબે�કું% 1 થે% 2 છે	.
આ બે%જ� �  કુંશું�� નથે%, 2 ક્યુ�બે ઓછે� 1 તે	 બે%જ� �  નથે%, 2 ચે�� ઓછે� 1 છે	. તે	થે%, k પગો��ઓ પછે% �મા�ન્યુ �%તે	 મ̀ા આ
કુંયુ�C હતે��, હવ	 જ્યુ��	 હ� � આ n ઓછે� 1 વખૂતે કું�%શું ત્યુ��	 n મા�ઇન n મા�ઇન 1 એ કુંશું�� જ નથે%, 1 n મા�ઇન n plus
1. તે	થે%, જ� હ� � આ 2 n મા�ઇન 1 time kn મા�ઇન 1 કુંરું� તે� n મા�ઇન k 1 થે�યુ અન	 તે	 element n મા�ઇન 1
થે�યુ. તે	થે%, n મા�ઇન 1 1 is 1 થે% હ� � આન	 બે�દ કું�% શુંકું�� છે� �. તે	થે%, મા��% પ�	 2 થે% n ઓછે� 1 વત્ત� 2 ન% બે�દબે�કું% 1
ન% 1 ઘ�તે છે	. પણ આ બે%જ� �  કું�ઈ નથે%, પણ 2 ગો�ણ્યુ� 2 ન% ઘ�તે 1 છે	 જ	  2 ન% છે	. તે	થે%, હ� � આન	 2 થે% એન �થે	 જ��%
શુંકું�� છે� �. તે	થે%, તે	થે%, આ પ�ન��વર્તિતેતે લિવ"તે�ણ દ્વ���, તેમા	 જ	 પણ તે	ન	 કું&� કું�વ� મા��ગો� છે� તે	ન	 "થે�ન��તેડિ�તે કું��. આપણ%
પ�	 એમા છે	 કું	 એમા ન� મા�ઇન એમા ન� બે%જા 2 મા�� n મા�ઇન 1 છે	, તે	 આ પઝા�ન	 ઉકું	�વ� મા�!	 ઘ�તે��કું%યુ �ખ્યુ�ઓ
�	 છે	. તે	થે%, �	ખૂન ઘડિ�યુ�ળ દ્વ��� એકું ખૂ(બે પ્રોલિદ્ધ વ�તે�8 છે	, જ	  આ મા�ડિદ�ન� કું	!��કું શુંબ્દ�ન% વ�તે કું�	 છે	  અન	 તે	મા��
64 ડિ�"કું છે	  અન	 તે	 કુંહ	 છે	  કું	 જ્યુ��	  64 ડિ�"કું "થે�ન��તેડિ�તે થે�યુ ત્યુ��	 લિવશ્વન� અ�તે આવશું	. તે	થે%, તેમા	 64 ડિ�"કું �થે	
પઝા� હ� કું�વ� મા�!	, 64  ડિ�"કુંમા��  2  ન	 "થે�ન��તેડિ�તે કું�વ� કું	!�� માયુ �	શું	 તે	 લિવશું	 વ�તે કું�% શુંકું� છે�.  યુ�દ ��ખૂ�,
આપણ	 કુંહ્યા�� કું	  2 થે% 30 એ 1 અબેજ છે	. તે	થે%, આ અલિતેશુંયુ માયુ ��ગો	 છે	  કું	 માન	 ��ગો	 છે	  કું	 તેમા��	 ખૂ�	ખૂ� આ લિવશું	
મિંચેતે� કું�વ�ન% જરૂ� છે	 કું	મા કું	 જ� તે	 ગો�ભા%� મા"યુ� છે	, તે� તે	 કું	 વ��ચેવ�મા�� આવ	 છે	.
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તે	થે%, ����શું મા�!	 આપણ	 કું	!��કું દ�ખૂ��ઓ જ�યુ� છે	  કું	 જ	  આપણ	 વ�"તેલિવકું એલ્ગો�ડિ�ધમામા�� પહ	�� જ	  �%તે	 અભ્યુ�
કુંયુk છે	  તે	ન� આધ��	 આપણ	 કું	વ% �%તે	 લિવભા�વન�ઓન	 ��ગો� કું�%એ છે%એ તે	ન� "વ�દન	 માજાવવ� મા�!	,  તેમા	 વ�"તેવમા��
એલ્ગો�ડિ�ધમા કું	વ% �%તે	 જ�ઓ છે� કું�ઢવ�� તે	 જડિ!�તે� છે	 . તે	થે%, પ�ન��વર્તિતેતે પ્રો�ગ્રા�મા મા�!	 મા(ળભા(તે �%તે	 આ�!%ઓ પ� ધ્યુ�ન
કું	લિન્દ્રતે કું�વ��, કું��ણ કું	 આ�!%ઓ હ� � જ	  માયુ �	 છે	 અન	 તેમાન	 માજવ�ન� પ્રોયુત્ન કું�વ� મા�!	 કું	!�%કુંવ�� અપ�	! કું�વ� મા�!	
કું	!��કું માયુ ��ગો	 છે	, કું	!�% વ�� �(પ્ એક્ઝા	ક્યુ�! થે�યુ છે	, જ્યુ�� આપણ	 એકું ઉદ�હ�ણ પ� ફ�%થે% યુ�દ કું��યુ	�� પ્રો�ગ્રા�મા�
બેતે�વ%એ છે%એ. ,  તેમા	 વધ� �થે	 જ�શું� અમા	 �થે	  જઇશું��.  પ��તે�,  મા�ખ્યુ લિવચે�� એ છે	  કું	  તેમા	 પ્રો�ગ્રા�મા મા�!	  માયુન%
જડિ!�તે�ન	 પ�ન��વતે8ન તે�%કું	 વ્યુક્તે કું�� છે�,  તેમા	 એમા �ખૂ% શુંકું� છે� કું	 તેમા	  m પગો��� �	વ� મા�!	 માયુ �	વ� છે�,  જ	
ડિ�કુંર્તિવ(Recursive) કું&�થે% પ્રો�પ્તે થે�યુ છે	 તે	 ન�ન� મા(લ્યુન� �દભા8મા��. તે	થે%, હન�ઈ કું	 મા�!	, આપણ	 n અન	 n ઓછે� 1
હતે�.  તે	થે%, n ડિ�"કું મા�!	 મા"યુ�ન	 ઉકું	�વ� મા�!	,  તે	ન	  n ઓછે� 1 ડિ�"ક્ મા�!	 મા"યુ�ન	 ઉકું	�વ� મા�!	 આપણ	 બે	 વ��
ઉકું	�વ�ન% જરૂ� છે	. અમા	 ચે�ક્કુંપણ	 શું�ધ%શું�� કું	 આમા��થે% કું�ઈ પણ ઉદ�હ�ણ યુ�ગ્યુ નથે%, તે	 �ળ �(પ નથે% જ	  આપણ	
ગોણતે�% કું�% શુંકું%એ છે%એ અન	 પછે% આપણ	 ખૂ�	ખૂ� ઓપ�	શુંન્ન	 કું	વ% �%તે	 ગોણવ�� તે	 લિવશું	 થે��% વધ��	 કું�ળજી ��ખૂવ%
પ�શું	.  તે	થે%,  જ્યુ��	 હ� � આ કુંરું� છે� �  ત્યુ��	 વ�"તેવમા�� કું�યુ8ક્ષમાતે�ન� અ�દ�જ કું�ઢ	 છે	 ,  તે	 ખૂ�	ખૂ� એકું�ઉમિંન્!ગો જ	વ�� છે	.  તે	થે%,
તેમા��% પ�	 તેમા�મા મા(ળભા(તે કું�યુ8વ�હ%ન� ]lકું ��ખૂવ�ન� પ્રોકું�� છે	  અન	 તેમા��	 તે	ન% ખૂ�તે�% કું�વ�ન% ��% જ�ગોવ�ઈ કું�વ%
છે	 કું	 તેમા	 તે	ન	 શ્રે	ષ્ઠ �ભાલિવતે રૂપ	 ]lકું ��ખૂવ� મા�!	 કું�� છે�. તે	થે%, તેમાન	 આટ્8ન% વ�"તેલિવકું લિચેત્ર માળ	 છે	.
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પ્રો�ફ	� મા�ધવન મા�કું��દ (Prof. Madhavan Mukund)
ચે	ન્નઈ મા	થે	મા	ડિ!કું� ઇલિન્"!ટ્યુ�! (Chennai Mathematical Institute)

વ%કું - 02
મા&ડ્યુ(� - 01
�	ક્ચે� - 09

એ�	(Array) અન	 (લિચે

તે	થે%, આ એકુંમામા�� આપણે	 મા(લ્યુ�ન% (લિચેમા�� મા(લ્યુ મા�!	 શો�ધ અન	 &ર્ટિં!ગો(sorting) તે�ફ જો�વ�� જો�ઈએ.
("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ2 ��: 00:06)
તે	થે%,  ચે��� આપણે	 મા%ક્ષા� કું�%એ કું	 મા(લ્યુ�ન% (લિચે ખ�	ખ� કુંમ્પ્યુ�!�મા�� કું	વ% �%તે	 �ગ્રલિ7તે થે�યુ છે	 .  તે	થે%,  તેમા	 અન�ક્રમા
�ગ્રલિ7તે કું�વ�ન� બે	 મા(ળર્ભ(તે મા�ગો< છે	 જો	મા કું	 તેમા	 એ�	(Array) અન	 (લિચે જાણે� છે�. 7વ	, લિવધ	યુ�ત્માકું �%તે	 તે	ઓ મા�ન
દ	ખ�યુ છે	, પ��તે� એકું જોડિ!�તે� લિદ્ધ��તે દ્રલિAકું�ણેથે%, કું�યુ2ક્ષામા દૃલિAકું�ણેથે%, �	!� કું	વ% �%તે	 ગો�ઠવ�યુ છે	 તે	 તેફ�વતે બેન�વ	 છે	 .
તે	થે%, ચે��� આપણે	 એ�	(Array) અન	 (લિચે લિવશો	 કું	!��કું બે	લિઝાક્ લિવચે���ન% મા%ક્ષા� કું�%એ.
("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ2 ��: 00:30)
તે	થે%, પ્રો���ર્ભ કું�વ� મા�!	ન% એ�	(Array) મા	મા�%ન�� એકું� બ્��કું છે	. તે	થે%, જો� તેમા��% પ�	 કું�ઈ એ�	(Array) 7�યુ, તે� તે	ન	
કું�ઈકું એવ�� મા�નવ�� જો�ઈએ કું	 જો	મા�� એ�	(Array)મા�� મા(લ્યુ� �ગ્રલિ7તે તેતે ઘ!કું� 7�યુ.  તે	થે%,  જો� તેમા��% પ�	 કુંદ n ન%
એ�	(Array) એ છે	, તે� એ 0 એ તે�તે જો એ 1 થે% અન��શો	 અન	 તે	થે% એ, એ 1 ન% બે�દબે�કું% 1 �ધ%. તે	થે%, લિનણે�2યુકું
7કું%કુંતે એ છે	 કું	 જો� માન	 ખબે� 7�યુ કું	 અ�	 ક્યુ�� છે	 , તે� જો� 7� �. કું	!��કું મા(લ્યુ A ન	 મા	ળવવ� મા��ગો	 છે	, પછે% મા��	 એ છે	 કું	, 7� �
ક્યુ�� છે� �  તે	 શો�ધવ� મા�!	 એ�	(Array)ન� દ�	કું એકુંમાન�� કુંદ, i  દ્વ��� ગો�ણે�કું�� કું�વ� પ�શો	.  તે	થે%, આ કું7	વ�ન�� પ્રોમા�ણે છે	  કું	
અમા	 કું�ઈ પણે મા(લ્યુ A, કું�ઈપણે માયુ	 7� � એ�	(Array)મા�� કું�ઈપણે "થે�નન	 તેતે માયુમા�� વ�પ�% શોકું%એ છે%એ,  પછે%
ર્ભ�	ન	 7� � શોરૂઆતે અથેવ� અ�તે	 છે	, પછે% ર્ભ�	ન	 આપણે	 મા�ત્ર ઓફ	!ન% ગોણેતે�% કું�% શોકું%એ. તે	થે%, અમા��% પ�	 પ્રો���લિર્ભકું
લિ"થેલિતે છે	  અન	 પછે% 7� � આપ	� છે	, અમા	 એકું શો&!મા�� %ધ% ગોણેતે�% કું�% શોકું%એ છે%એ, શોરૂઆતેન� �ન�મા��ન� �દર્ભ2મા��
મા�ત્ર અ�કુંગોલિણેતે કું�% �હ્યા� છે%એ, એ I ન% લિ"થેલિતે. 7વ	, બે%જી તે�ફ, જો� 7� � A અન	 A i plus 1 ન% વચ્ચે	 કું�ઈ ઘ!કું શો�મા	�
કું�વ� મા��ગો�� છે� �, તે� તે	 એકું મા�!% જોડિ!� બેન% જાયુ છે	 કું��ણે કું	, 7વ	 લિવચે��	 છે	 કું	 અ7K મા(લ્યુન	 દબે�ણે કું�વ�� છે	; તે	ન� અથે2 છે	,
મા��	 આ મા(લ્યુ� �	વ� અન	 તે	માન	 ન%ચે	 ખ	�વ� પ�શો	; તે	ન� માતે�બે એ છે	 કું	, આ દ�	કું મા(લ્યુન	 1 દ્વ��� ખ	�વ�� પ�શો	. તે	થે%,
તેત્વ શો�મા	� કું�વ� મા�!	 �	વ�યુ	�� માયુન	 લિ"થેલિતે પ� આધ��%તે છે	,  પ��તે� ખ��બે ડિકું"�મા�� મા��	 બેધ� ઘ!કું�ન	  1 દ્વ���
ખ	�વ� પ�શો	. તે	થે%, આમા�� માયુ ��ગો% શોકું	 છે	  એ�	(Array)ન� કુંદન� પ્રોમા�ણેમા��. તે	થે%, આ ઓ�2� એન કું�માગો%�% 7�ઈ
શોકું	 છે	. આ જો �%તે	 �કું�ચેનથે% માન	 એ�	(Array) �	વ�ન% જોરૂ� પ�% શોકું	 છે	 અન	 પછે% જો� 7� � આ તેત્વ દ(� કું�વ� મા��ગો�� છે� � ,
તે� માન	 આ બેધ� ઘ!કું�ન	 1 થે% ઉપ� ખ	�વ� પ�શો	. તે	થે%, જો� 7� � લિવ"તેMતે કું�વ� અથેવ� અ�	ન	 કું��� કું�વ� મા��ગો�� છે� �, પ��તે� 7� �
પ�લિઝાશોનથે% "વતે�ત્ર 7�યુ તે	વ� લિનલિNચેતે કિંકુંમાતે માયુમા�� એ�	(Array)મા�� આપ	�� કું�ઈપણે ઘ!કુંન	 ઍક્	 કું�% શોકું�� છે� �. અન	
7� � તે	ન	 કું�ઈપણે અન્યુ એક્	ન% જો	મા ��વ�� કું�% શોકું�� છે� �, જો	મા કું	 વ	ડિ�યુ	બે�(variable) એક્ અથેવ� વ�યુ અથેવ� મા���
પ્રો�ગ્ર�મામા�� �ળ કું�ઈપણે.
("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ2 ��: 02:24)
બે%જી તે�ફન% (લિચે �મા�ન્યુ �%તે	 �વચે%કું મા�ળખ�� છે	 અન	 તેત્વ� ઉમા	�વ�મા�� આવ	 છે	, તે	થે% તે	 મા	મા�%ન% આપ� ફ	��યુ	��
7�યુ છે	  અન	 એકુંબે%જા �થે	 કું�ઈ ચે�ક્કું �બે�ધ નથે%. તે	થે%, �મા�ન્યુ �%તે	 (લિચેમા�� મા	મા�%ન� જો� દ� જો� દ� ર્ભ�ગો�મા�� મા(લ્યુ�
7શો	 અન	 આ લિવચે�� એ છે	 કું	 દ�	કું મા(લ્યુ આગો�� તે�ફ લિનદQશો કું�શો	. તે	થે%, આ (લિચેન% શોરૂઆતે છે	 તે	વ�� અન�મા�ન કું��, પછે%
તે	 આગો�� તેત્વ તે�ફ લિનદQશો કું�શો	,  તે	 ત્ર%જા તેત્વ તે�ફ લિનદQશો કું�શો	,  તે	 ચે�થે� તેત્વ તે�ફ લિનદQશો કું�શો	 અન	 તે	થે%,  આગોળ.
તે	થે%, આ લિં�કિંકુંગો મા�ળખ�� �મા�ન્યુ �%તે	 મા�!�ર્ભ�ગોન� પ્રો���લિર્ભકું મા�લિ7તે% મા�ળખ�� અભ્યુ�ક્રમા�મા�� 7�વ�થે%, (લિચેન	 7�મા	શો��
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લિં�કું (લિચે તે�%કું	 ઓળખવ�મા�� આવ	 છે	. તે	થે%, લિં�ક્ (લિચે આવ% ફ્�	લિક્બે� પગો��� મા�ળખ�� અમા�મા�� મા(કુંવ�ન% એકું નક્કું�
�%તે છે	. તે	થે%, 7વ	 આન� અથે2 શો�� છે	 કું	, જો� 7� � l 2 ક્યુ�� કું7� � તે	 શો�ધવ� મા��ગો�, તે� ધ��� કું	 આ l 0, l 1 અન	 l 2 છે	. પછે%, માન	
�મા�ન્યુ �%તે	 કું�ઈ ખ્યુ�� નથે%, જ્યુ�� l 2 લિ"થેતે છે	, પ��તે� માન	 ખબે� છે	  કું	  l 0 ક્યુ�� છે	. લિ"થેતે છે	, કું��ણે કું	 મા��% (લિચેન��
ન�મા અન	 મા�રું� પ્રો�ગ્ર�મા  l 0  તે�ફ લિનદQશો કું�શો	.  તે	થે%,  7� �  2  તે%� �ધ% પ7Xચેવ� મા�!	 આ તે%�ન	 અન��વ�� પ�શો	.  તે	થે%,
�મા�ન્યુ �%તે	 જો� 7� � એ� એ કું�વ� મા��ગો�� છે� � , તે� માન	 A પ� પ્રો���ર્ભ કું�વ�� પ�શો	. 0, પછે% એ 1 અન	 તે	થે%, મા��� પ�ન% મા��%
લિં�કુંન	 અન���. તે	થે%, આ માન	 પગો��� �	શો	. તે	થે%, 7� � (લિચેમા�� વધ� ન%ચે	 જોવ�ન% જોરૂ� છે	, તે	 ���બે� માયુ �	 છે	. તે	થે%, એન�
ઉપયુ�ગો કું�વ� એ i ન� પ્રોમા�ણેમા�� છે	. તે	થે%, �મા�ન્યુ �%તે	 જો� મા��	 i ન� ઉપયુ�ગો કું�વ� 7�યુ તે�, l ન% %મા� તે	 �	ખ�કું%યુ
પડિ�મા�ણે છે	. બે%જી બે�જો� , દ�ખ� કું�વ�� અન	 કું�ઢી% ન�ખવ�� એ પ્રોમા�ણેમા�� �ળ છે	 , જો� 7� � જાણું� છે� �  કું	 7� � ક્યુ�� છે� �, માન	 ��ગો	
છે	 કું	 7� � l2 અન	 l 3 વચ્ચે	 કું�ઇકું શો�મા	� કું�વ� મા��ગો�� છે� �, તે� 7� � શો�� કુંરું� છે� �  તે	 7� � પ7	�� નવ� ન�� બેન�વ�� છે� �  અન	 પછે% 7� � શો�� 7� �
પ્�લિંમ્બેગો કું7%શો. તે	થે%, 7� � આ લિં�કુંન	 �દ્દ કું�%શો અન	 7� � તે	ન� બેદ�	, l 2 થે% નવ� ન�� અન	 નવ� ન��મા��થે% l 3 �ધ% એકું
લિં�કું દ�ખ� કુંરું� છે� �  અન	 માન	 ખબે� છે	 કું	 કુંઈ લિં�ક્ ઉમા	�વ�ન�� છે	, કું��ણે કું	 આ એકું ન�� મા\ 7માણે�� જો બેન�વ્યુ� છે	. તે	થે%, 7� �
તે	ન�� "થે�ન જાણે% શોકું�� છે� �  અન	 એ� 2 પ�ઈન્! 3 �ધ%. તે	થે%, 7� � તે	 મા�લિ7તે%ન	 નવ� ન�� પ� "થે�ન��તેડિ�તે કું�% શોકું�� જો	થે% કું�%ન	
આ લિં�ક્ન	 "થે�લિપતે કું�% શોકું�યુ. અન	 જ્યુ��	 7� � ન��ન	 કું�ઢી% ન�ખવ� મા��ગો�� છે� �  ત્યુ��	 મા�ન વ"તે� થે�યુ છે	 , જો� 7� � આ ન��ન	
ઉદ�7�ણે તે�%કું	 કું�ઢી% ન�ખવ� મા��ગો� છે� �, તે� મા��	 શો�� કું�વ�� છે	, 7� � આ લિં�કું �ઈશો અન	 7� � તે	ન	 બે�યુપ� કું�% %ધ�� જો જાવ.
તે	થે%,  આ લિં�ક્ન	 આપ�ન� "થે�ન	,  "થે�યુ% માયુ� "થે�લિનકું અથે2મા��,  અમા	 (લિચેમા�� કું�ઈપણે માયુ	 શો�મા	� અથેવ�
કું�ઢી% શોકું%એ છે%એ. પ��તે�, લિ"થેલિતે શો�ધવ� મા�!	 માન	 શોરૂઆતેથે% શોરૂ થેવ�� અન	 અ�તેમા�� જોવ�ન% જોરૂ� છે	 , આ �	ખ%યુ માયુ �	
છે	.
("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ2 ��: 04:47)
તે	થે%, આ ર્ભ	દર્ભ�વન� આપણે	 શો�� કું�% શોકું%એ તે	ન� પ� અ� છે	 . ધ��� કું	, આપણે	 મા(લ્યુ�ન�� અન�ક્રમાલિણેકું� �	વ� મા��ગો%એ છે%એ
અન	 અમા	 પ�લિઝાશોન I અન	 પ�લિઝાશોન j  પ� મા(લ્યુ �	વ� મા��ગો%એ છે%એ અન	 7� � તે	ન	 બેદ�વ�� છે	 . તે	થે%, જો� 7� � એ અન	 જો	
લિ"થેલિતેમા�� પ�લિઝાશોનન	 જાણું� છે� �, તે� 7� � એ�	(Array) અન	 એજો	ન	 તેતે માયુ પ� મા	ળવ% શોકું�� છે� �  અન	 તે	માન	 લિવલિનમાયુ કું�%
શોકું�� છે� �. તે	થે%, આ બે��બે� x અન	 y ન	 અદ��બેદ� કું�વ�� અન	 x અન	 y ન	 અદ��બેદ� કું�વ�મા�� કું�ઈ તેફ�વતે નથે%, 7� � એ
અન	 એ જો	  અદ��બેદ� કું�% �હ્યા� છે� �.  પ��તે�,  જો� તે	 (લિચે છે	,  તે� માન	 આ શો�ધવ� મા�!	 ન%ચે	 જોવ�� પ�શો	,  પછે% માન	 તે	
શો�ધવ� મા�!	 ન%ચે	 જોવ�� પ�શો	.  તે	થે%,  માન	 આ બે	 વ"તે�ઓ માળ% છે	  અન	 પછે% માન	 લિવલિનમાયુ કું�વ� પ�શો	.  તે	થે%,  "થે�ન�ન��
લિવલિનમાયુ કું�વ� મા�!	  માન	 મા�ત્ર એકું �	ખ%યુ માયુ ��ગોશો	.  બે%જી બે�જો� ,  જો	મા આપણે	 પ7	�	થે% જો�યુ��  છે	 ,  જો� તેમા	 કું�ઈ
(લિચેમા��થે% કું�ઈ તેત્વ કું�ઢી% ન�ખવ� મા��ગોતે� 7� અથેવ� અમા	 (લિચેમા�� એકું તેત્વ શો�મા	� કું�વ� મા�ગો%એ, તે� આ તેતે માયુ
�	 છે	, જો� કું	 અમા	 પ7	��થે% જો A પ� છે	. તે	થે%, જો� આપણે	 A �ધ% પ7Xચે%એ અન	 આપણેન	 આ લિ"થેલિતેમા�� માળ	, તે� તેમા	
કું�ઈકું કું�વ� મા��ગો� છે� અમા	 તેતે કું�યુ2મા�� તે	 ઑપ�	શોન, લિનવ	શો અથેવ� કું�ઢી% ન�ખવ�� કું�% શોકું%એ છે%એ. પ��તે�, તે	 "થે�ન	, જો�
તેમા	 કું�ઈ મા(લ્યુ અથેવ� એ�	(Array) કું�ન્ટ્રા�ક્! શો�મા	� કું�વ� મા��ગો� છે�, તે� પછે% તેમા��	 �પ(ણે2 �ખ્યુ�મા�� આગોળન�� અથેવ�
પ�છેળન� ર્ભ�ગો�ન	 પ�ળ% છે	 અન	 આ �	ખ%યુ માયુ �	શો	. તે	થે%, કું	!�%કુંવ�� આ આપણે	 જો	  કું�% શોકું%એ તે	ન� પ� અ� કું�	
છે	, એકું �	!�ગ્ર�મા પ� એકું એલ્ગો�ડિ�ધમ્ ��% �%તે	 કું�યુ2 કું�	 છે	 , તે	 એકું જો વ"તે�મા�� કું�મા કું�શો	 ન7K, જો� કું	 તે	 અમા(તે2 �%તે	 એકું
જો વ"તે�ન�� પ્રોલિતેલિનલિધત્વ કું�	 છે	 ,  એકુંથે% n અથેવ� 0 થે% n minus 1 ન% વ	લ્યુ�ન� ક્રમા.  આન�� ઉદ�7�ણે રૂપ	,  આપણે	 !(�કું
માયુમા�� બે�ઈન�% શો�ધ જો�શો��. બે�ઈન�% શો�ધ એ�	(Array) પ� કું�મા કું�	 છે	, પ��તે� તે	 (લિચે પ� કું�યુ2 કું�તે�� નથે%, કું��ણે કું	 તે	
અમાન	 કું	!��કું (ચેકું��કુંમા�� કું�યુ2ક્ષામા �%તે	 વ���વ�� અ�	ન% તેપ� કું�વ�ન% જોરૂ� છે	.
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ડિ�ઝા�ઇન અન	 એન�લિ�લિ ઓફ એલ્ગો�ડિ�ધમ્ (Design and Analysis of Algorithms)
પ્રો�ફ	� મા�ધવન મા�કું��દ (Prof. Madhavan Mukund)

ચે	ન્નઈ મા	થે	મા	ડિ!કું� ઇલિન્"!ટ્યુ�! (Chennai Mathematical Institute)
વ%કું - 02 

મા&ડ્યુ(� - 02 
�	ક્ચે� - 10

�ચિંચેગો ઈન એ�	(Searching in an Array)

ચે��� એ�	મા�� મા(લ્યુ શો�ધવ� મા�!	ન% મા"યુ�ન	 જો�ઈએ.
("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ. ��: 00:05)
તે	થે%, �મા�ન્યુ �%તે	 શો�ધ(Search) મા"યુ� એ છે	  કું	 મા(લ્યુ કું	 હા�જો� છે	  કું	 નહા2 તે	 મા(લ્યુ� A ન� �ગ્રહામા�� હા�જો� છે	  અન	
આપણા� ડિકું"�મા��  આપણા	 એ લિવચે��%શો��  કું	  એ મા(લ્યુ�ન� અન�ક્રમા	 છે	.  અન	 વધ�મા��,  આપણા	 એમા પણા મા�ન%એ છે%એ કું	
અન�ક્રમાલિણાકું� પ(ણા�8કું જો	વ% કું�ઈકું છે	,  જ્યુ�� આપણા	 એકું મા(લ્યુન% વ�તે બી%જા મા(લ્યુ કું�તે�� ઓછે% હા�ઈ શોકું	 છે	 .  તે	થે%,  મા(લ્યુ�
એકુંબી%જા �થે	 ઓ�.� કું�% શોકું�યુ છે	 . તે	થે%, આપણા	 પહા	��થે% જો�યુ�� છે	 કું	 આપણા	 આવ� અન�ક્રમા�ન	 એ�	 અન	 (લિચે તે�%કું	, બી	
અ�ગો અ�ગો �%તે	 ��ખી% શોકું%એ છે%એ. અન	 આપણા	 તે	ન	 એ�	 અથેવ� (લિચે તે�%કું	 ��ખી%એ છે%એ તે	ન� આધ��	, અમા	 તેત્વ�ન	
કું	વ% �%તે	 ઍક્	 કું�% શોકું%એ તે	 અ�ગો છે	 . તે	થે%, આપણા	 પ(છે% શોકું%એ છે%એ કું	 પહા	�� પ્રોશ્ન એ છે	 કું	 શો�ધ એ�	ન% (લિચેન%
(લિચેમા�� તેફ�વતે બીન�વ	 છે	  અન	 બી%જા પ્રોશ્નન	 આપણા	 કુંહા% શોકું%એ છે%એ, ક્રમામા�� મા(લ્યુ� કું	વ% �%તે	 ગો�ઠવવ�મા�� આવ	 છે	  તે	
માહાત્વન�� છે	, જો� તે	 હા�યુ તે� તે	 માદદ કું�	 છે	  ચેઢતે� અથેવ� ઉતે�તે� ક્રમામા�� અથેવ� તે	 કું�ઈ વ��ધ� નથે%.  તે	 મા(લ્યુન� �C�મા�%
ઓ�.� કું�	�� �ગ્રહામા�� કું�ઈકું અથેવ� જ્યુ��	 તે	 કું�ઈ ચે�ક્કું �%તે	 �ચે�યુ	� હા�યુ ત્યુ��	 કું�ઈકું શો�ધવ� મા�!	 મા�ન છે	.
("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ. ��: 01:03)
તે�, અન&!. કું�	� કું	મા�� આપણા% પ�	 કું�ઈ લિવકુંલ્પ નથે%, આપણા% પ�	 અન�ક્રમા એ છે	 જો	  0 થે% n ઓછે� 1 થે% ચે��	 છે	.
તે	થે%,  આપણા	 બીધ� મા(લ્યુ�ન	  જો�વ��  જો�ઈએ,  કું��ણા કું	  અમાન	  કું�ઈ ખ્યુ�� નથે%.  કું	  જ્યુ��  કુંદ�ચે.  તે	થે%,  તે	  કું�વ� મા�!	ન%
વ્યુવલિ"થેતે �%તે એ લિ"થેલિતે 0 થે% શોરૂ કું�વ% અન	 ફક્તે n ઓછે� 1 �ધ% બીધ% �%તે	 "કું	ન કું�વ%. તે	થે%, અમા��% પ�	 અહા2 આ
�(પ છે	,  જો	  "કું	ન કું�	 છે	  અન	 જ્યુ��	 તેમા	 તે	ન	 શો�ધ્યુ� લિવન� અ�તે �ધ% પહાHચે� ત્યુ��	 આ "કું	ન મા�પ્તે થે�યુ છે	 .  કું	!��કું
"થે�ન	 હા� � શો�ધ% કું�ઢ�� છે� �  કું	 હા� � એ કું	 મા�ન છે	 અન	 પછે% તે	ન� પ� આધ�� ��ખી%ન	 આપણા	 કુંહા%એ છે%એ કું	 તે	 માળી% આવ્યુ�� છે	 ,
તે	 લિ"થેલિતેમા�� આપણા	 પ�લિઝાશોન પ�છે% મા	ળીવ%એ છે%એ અથેવ� આપણા	 પહાHચે% ગોયુ� છે%એ, હા� � મા�ન છે	, જો	ન� અથે. એ છે	
કું	 આપણા	 એ n મા�ઇન 1 અન	 તે	થે%, આપણા	 1 નહા% 1, બી�દબી�કું% 1 જો	 અમા�ન્યુ લિ"થેલિતે છે	 તે	 (ચેવ	 છે	 કું	 તે	 માળી% નથે%.
("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ. ��: 01:53)
તે	થે%, આપણા	 જો�યુ�� કું	 તે	 પહા	�� ખી��બી કું	 ખી�	ખી� બીન	 છે	  જ્યુ��	 કું	 એ એ ન� ઘ!કું નથે%, કું	 કું	 એ એમા�� નથે% આવ	, તે�
આપણા	 A 0 થે% A મા�ઇન 1 ન	 "કું	ન કું�વ�� પ�શો	 કું	 કું	 જો	  નક્કું% નથે%. કું��ણા કું	, અમા��% પ�	 અગો�ઉથે% કું�ઈ પ���વ�
નથે% જો	 લિ"થેલિતે હા�વ�ન% શોક્યુતે� છે	. તે	થે%, આન� અથે. એ છે	 કું	 તેત્વ અન	 લિબીન &!. કું�	�% એ�	 મા�!	 શો�ધતે� Lથે% ખી��બી
કું	મા�� �%લિનયુ� પ્રોકું�� �	 છે	. અન	 અ�બીત્ત, તે	 કું�ઈ અ�	 અથેવ� (લિચે છે	  કું	 કું	મા તે	 હાવ	 કું�ઈ વ��ધ� નથે%, કું��ણા કું	 (લિચેમા��
આપણા	 �	ખી�વ��ન� માયુ પણા પ્રોથેમા તેત્વથે% પ્રો���ર્ભ કું�% શોકું%એ છે%એ અન	 અ�તે �ધ% બીધ% �%તે	 ચિં�ક્ન	 અન��% શોકું%એ
છે%એ, એ�	મા�� આપણા	 એ �થે	 પ્રો���ર્ભ કું�%એ છે%એ. 0 અન	 એ મા�ઇન 1 થે% બીધ% �%તે	 જાઓ, તે	 બી�ન	 �	ખી%યુ માયુ �	 છે	.
("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ. ��: 02:29)
બી%જી તે�ફ જો� ક્રમા ક્રલિમાતે છે	 અન	 ખી� કું�%ન	 જો� તે	 એ�	 છે	, તે� આપણા	 થે���� વધ� બી�લિOધશો�ળી% હા�ઈ શોકું%એ છે%એ. તે	થે%,
આપણા	 જાણા%એ છે%એ કું	 મા(લ્યુ� ચે�તે� ક્રમામા�� Hપવ�મા�� આવ	 છે	.  તે	થે%,  જો� તેમા	 માધ્યુમા��  મા(લ્યુન% ચેકું�ણા% કું�� અન	
તેપ� કું�� કું	 તે	 મા�ન છે	, તે� આપણા% પ�	 જો	  મા(લ્યુ છે	  તે	 કું	લ્કુંન% બી��બી� છે	, આપણા	 તે	 શો�ધ% કું�ઢ્યુ�� છે	. જો� તે	 અહા2
મા(લ્યુ કું�તે�� ન�ન�� હા�યુ, તે� આપણાન	 ફક્તે આ અધ. શો�ધવ�ન% જોરૂ� છે	 , અન	 જો� તે	 આ અધ.મા�� શો�ધવ�ન% જોરૂ� કું�તે�� મા�!�
હા�યુ તે�.  હાવ	,  આ કું�ઈકું છે	  જો	  આપણા	 હા�મા	શો�� કું�વ�� જો�ઈએ,  આ �%તે	 આપણા	 શોબ્દકું�ષમા�� શોબ્દ� બી��વ� અથેવ� જ્યુ��	
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આપણા	 20 પ્રોશ્ન� વગો��તે� હા�ઈએ છે%એ, ત્યુ��	 આપણા	 કું�ઈ વ્યુલિક્તેન% ઉંમા� લિવશો	 પ્રોશ્ન� પ(છેવ�ન� પ્રોયુ� કું�%એ છે%એ,
જ્યુ��	 તેમા	 આ વ્યુલિક્તે કું�તે�� ઓછે% કુંહા� છે� 40, આ વ્યુલિક્તે 65 કું�તે� વધ��	 નથે% અન	 તે	થે%, ચે���. તે	થે%, આ કું�ઈકું છે	 જો	
આપણા	 આત્માલિવશ્વ�થે% જાણા%એ છે%એ, પ��તે� અમા	 ઔપચે�ડિ�કું બીન�વ% શોકું%એ છે%એ. તે	થે%, અમા	 જો	 શ્રે	ણા% શો�ધ% �હ્યાં�� છે	
તે	  લિમા�પ&ઇન્! �ઈએ છે%એ.  જો� માધ્યુચિંબીદ�  એ એકું મા(લ્યુ છે	  જો	  આપણા	 જો�ઈતે��  હા�યુ તે� આપણા	 તે	ન	  શો�ધ% શોકું%એ;
અન્યુથે�, અમા	 જો	  મા(લ્યુન	 શો�ધ% �હ્યાં� છે%એ તે	ન� આધ��	 અન	 માધ્યુચિંબીદ� શો�� મા(લ્યુ છે	  તે	ન� પ� આધ�� ��ખી%એ છે%એ, અમા	
ક્યુ��  તે� તેલિળીયુ	  અ�ધ� અથેવ� !�ચેન% અ�ધ% શો�ધ કું�%એ છે%એ.  તે	થે%,  આ એકું એવ��  ન�મા છે	  જો	  તેમા���મા��ન� ઘણા�
પહા	��થે% જો જાણા% શોકું	 છે	, આન	 બી�ઈન�%(Binary) શો�ધ કુંહા	વ�મા�� આવ	 છે	.
("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ. ��: 03:38)
તે	થે%, અહા2 લિOવ�ગો% શો�ધ મા�!	 એકું �ળી ડિ�કુંર્સિવ(recursive) એલ્ગો�ડિ�ધમા છે	. તે	થે%, �મા�ન્યુ �%તે	 તે	 એ�	ન	 શો�ધ	 છે	,
યુ�દ ��ખી� કું	 જ્યુ��	 અમા	 શો�ધ કું�%એ છે%એ ત્યુ��	 અમા	 શો�ધન	 કું	વ% �%તે	 પ્રોગોલિતે કું�%એ છે%એ તે	ન� આધ��	 અમા	 લિવલિવધ
	ગોમા	ન્ટ્ શો�ધતે� હા�ઈએ છે%એ.  તે	થે%,  �મા�ન્યુ લિOવ�ગો% શો�ધમા�� એ�	 અન	 બી	 અ�તે પ�ઇન્!,  ��બી	 અન	 જોમાણા	 શો�ધવ�
મા�!	 મા(લ્યુ કું	 �	 છે	  અન	 ખી�તે�% કું�� કું	 આપણા	 બીધ�� બી��બી� મા	ળીવ%શો��,  તે� તેમા	 તે	 �મા	�ન કું�� છે� જો	  તે	 ઇન્�	ક્ l  થે%
ઇન્�	ક્મા��થે% શો�ધ	 છે	. બી�દબી�કું% 1, માન	 l થે% r મા�� શો�ધવ� દ�, પ��તે� r ન	 પ�તે	 શો�મા	� કું�શો� નહા2. તે	થે%, હાવ	 જો� l અન	 r
ખી�	ખી� મા�ન છે	, તે� આપણા% પ�	 ખી��% એ�	 છે	 , કું��ણા કું	 l  થે% મા�ઇન 1 એ a છે	ખી�	ખી� કું�ઈકું કું	 જો	  ક્ષે	ત્રો�મા�� કું�ઈ
તેત્વ� નથે%. તે	થે%, અમા	 કુંહા%એ છે%એ કું	 અમાન	 તે	 માળ્યુ�� નથે%. તે	થે%, જ્યુ��	 આપણા	 જો	  અ�તે��� શો�ધ% �હ્યાં� છે%એ તે	 ખી��%
બીન	 છે	, એ�	મા�� ચે�ક્કુંપણા	 મા(લ્યુ શો�મા	� હા�તે�� નથે%
((માયુન��દર્ભ. ��: 04:27)).
નચિંહાતે�, અમા	 �વ�ળી� અન	 આ� વચ્ચે	 માધ્યુચિંબીદ�ન% ગોણાતે�% કું�%એ છે%એ અન	 2 Oવ��� ર્ભ�ગો �	 છે	 અન	 આ એકું લિવલિચેત્રો
�ખ્યુ� હા�ઈ શોકું	 છે	, તે	થે% આપણા	 પ(ણા�8કું લિવર્ભ�ગોન� ઉપયુ�ગો કું�%એ છે%એ. હાવ	, આપણા	 આ ચિંબીદ�એ તેપ� કું�%શો��, આપણા	
માધ્યુચિંબીદ� શો�ધ%શો��. તે	થે%, હાવ	, આપણા	 તેપ� કું�%એ છે%એ કું	 જો� આપણા	 જો	  મા(લ્યુ ઇચ્છે%એ છે%એ તે	 માધ્યુચિંબીદ� પ� છે	 , જો�.
તે	થે%, અમા	 �ચે� પ�છે� ફ��. નચિંહાતે�, જો� મા�લ્યુ કું	 જો	  આપણા	 માધ્યુચિંબીદ� કું�તે�� ન�ન� કું�વ� મા��ગો%એ છે%એ, તે� આપણા	 ��બી%
બી�જો�એ જોઈએ છે%એ અન	 જો	  મા(લ્યુ આપણા	 ઇચ્છે%એ છે%એ તે	 માધ્યુચિંબીદ� કું�તે� મા�!�� છે	 ,  પછે% આપણા	 જોમાણા% બી�જો�એ
જોઈએ છે%એ. તે	થે%, આ કું�� તે� ��બી	થે% માધ્યુમા 1 અથેવ� માધ્યુમા વત્ત� 1 થે% જોમાણા	 જાયુ છે	. બી%જા શોબ્દ�મા�� કુંહા%એ તે� અમા	
અમા��% શો�ધમા��થે% માધ્યુમાન	 બી�કું�તે ��ખી%એ છે%એ.  તે	થે%,  આ પહા	�� કું	 ��બી	થે% માધ્યુમા 1  ન% શો�ધ કું�	 છે	  કું��ણા કું	 તે	
અમા��% ધ��ણા� છે	, આપણા	 તે	ન	 માધ્યુ �ધ% કુંહા%એ છે%એ, તે	 માધ્યુમા 1 થે% �ઈ જાયુ છે	. આ એકું માધ્યુમા વત્ત� 1 થે% શોરૂ થે�યુ
છે	 અન	 જોમાણા% બી�જો�  1 થે% જાયુ છે	. તે	થે% , મા(ળી વ"તે� ��બી%થે% જોમાણા% બી�જો�  1 થે% હાતે% અન	 હાવ	 આપણા	 આમા��થે% માધ્યુ
ર્ભ�ગોન	 બી�કું�તે ��ખ્યુ� છે	 અન	 અમા��% પ�	 �પ(ણા. શો�ધ પણા છે	.
("��ઇ�માયુન� �દર્ભ. ��: 05:25)
તે	થે%,  બી�યુન�% શો�ધન� લિનણા�.યુકું ફ�યુદ� એ છે	  કું	 દ�	કું પગો��મા�� શો�ધવ� મા�!	ન� અ�તે��� છે	  અન	 કું�ઈકું માયુ	 આપણા	 1
�ધ% પહાHચેશો�� અન	 પછે% જ્યુ��	 1 હાશો	, ત્યુ��	 આપણાન	 0 કુંદન� અ�તે��� માળીશો	 અન	 તે	થે%, અમા	 એકું તે�ત્કું�લિ�કું જોવ�બી
માળીશો	. તે	થે%, જો	મા આપણા	 આવ� પ�ન��વતે.ન કું�યુ\ મા�!	 જો�યુ�� તે	મા આપણા	 �ખી% શોકું%એ છે%એ, આપણા	 �ખી% શોકું%એ છે%એ
પ�ન��વતે.ન  કુંહા	વ�યુ  છે	.  મા�ન  અલિર્ભવ્યુલિક્તેવ�ળી�  ન�ન�  મા(લ્યુ�ન�  �દર્ભ.મા��  પ�ન��વતે.ન  એ  માયુ  મા�!	  મા�ત્રો  એકું
અલિર્ભવ્યુલિક્તે છે	.  તે	થે%,  મા(ળી કું	 એ છે	  કું	 જ્યુ��	 આપણા% પ�	  T ન% n હા�યુ ત્યુ��	 તે	ન� અથે. એ છે	  કું	 (લિચેમા�� શો�ધવ�
મા�!	ન� માયુ અથેવ� કુંદ n એ વ�"તેવમા�� કુંદ. તે	થે%, 0 ન�� T એ 1 છે	. તે	થે%, જો� આપણા% પ�	 ખી��% એ�	 હા�યુ તે� અમા��	
કું�ઈ કું�વ�ન�� નથે% અન	 �મા�ન્યુ �%તે	 T ન% n એ શો�ધવ� અન	 તે��ન� કું�વ� એકું પગો��� છે	. તે	થે%, આ ખી�	ખી� માધ્યુચિંબીદ�ન%
�ખી�માણા% કું�વ� મા�!	 તેતે �ખ્યુ�મા�� પગો��� છે	  અન	 તે	 ઉપ�,  ન%ચે	 અન	 તે	 બીધ�ન	 નક્કું% કું�વ�ન�� નક્કું% કું�	 છે	.  તે�,  તે	
ઓપ�	શોન� વત્ત� તે	 શો�ધવ�ન� માયુ જો	  આપણા	 અ�ધ� પ� ધ્યુ�ન કું	લિન્]તે કુંયુ�8 છે	 , ��બી� અધ. અન	 જોમાણા� અધ.. યુ�દ ��ખી�
કું	, આપણા	 ��બી% બી�જો�એ જો�ઈએ છે%એ, તેમા	 ક્યુ��	યુ જોમાણા% અ�ધ% તે�ફ જો�શો� નહા2.
("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ. ��: 06:25)
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તે	થે%, આવ� પ�ન��વતે.નન	 ઉકું	�વ�ન% એકું �%તે એ છે	  કું	 તે	ન	 અલિનલિશ્ચેતે કું�વ��. તે�, આપણા% પ�	 !% n એ 1 વત્ત� T n 2
છે	. તે	થે%, આપણા	 2 વ�	 n �ઇએ છે%એ અન	 આપણા	 2 વ�	 2 વ�	 ર્ભ�ગો%એ અન	 �ખી%ન	 બીદ�	 n એ 4 વ�	 �ખી%એ છે%એ,
આપણા	 �ખી%એ છે%એ કું	 n એ 2 ચે�� છે	. અન	 આ છે	 કું��ણા કું	 હાવ	, જો� હા� � એકું વધ� માયુ કુંરું� તે� તે	 1 વત્ત� 1 વત્ત� 1
ક્યુ�બી Oવ��� લિવર્ભ�લિજોતે થેશો	 અન	 તે	થે%, ચે��� �હા	શો	. તે	થે%, �મા�ન્યુ �%તે	 તેમા	 જો�ઈ શોકું� છે� કું	 જો� હા� � તે	 માયુ	 કુંરું� તે� મા��%
પ�	 K1 ન% પ�	 હાશો	, જો� હા� � 3 વખીતે કુંરું� તે� મા��% પ�	 1 વત્ત� 1 વત્ત� 1 વત્ત� !% n થે% 2 થે% 3, 4 અથેવ� 4 વત્ત� T
n હાશો	. 2 અન	 તે	થે%, Oવ���. તે	થે%, k પગો��ઓ પછે% મા��% પ�	 k ન� પ્� !% n થે% 2 ન% છે	, હાવ	 જ્યુ��	 n થે% 2 ન%
�થે	 k એ આગો�� પગો�� પ� આવ	 છે	 તે� માન	 0 ન% T માળીશો	. તે	થે%, આ ક્યુ��	 બીન	 છે	  1, જ્યુ��	 n એ બી%જા શોબ્દ�મા�� k
થે% 2 છે	 જ્યુ��	 k એ n ન� log 2 છે	. તે	થે%, જ્યુ��	 હા� � n ન� ��ગો 2 મા	ળીવ��, તે� તે	 1 ન% T અન	 બી%જો� પગોલિથેયુ�� બીન% જાયુ
છે	, તે	 0 ન% 1 વત્ત� !% બીનશો	. તે	થે%, આ ��ગો n 1s બીનશો	 અન	 તે	થે%, બીધ% જોડિ!�તે� ઉપ� બી�ઈન�%(Binary) શો�ધ ફક્તે
��ગો n ન� ક્રમા છે	. તે	થે%, &!. કું�	�� એ�	ન� કું	મા�� �&ગોર્સિધલિમાકું શો�ધમા�� અન&!. કું�	�� એ�	ન� કું	મા�� અમા	 �	ખી%યુ શો�ધ �થે	
મા�ધ�ન કું�%એ છે%એ.
("��ઇ�માયુન� �દર્ભ. ��: 07:50)
તે	થે%,  આપણા	 અગો�ઉન� એકુંમામા�� એ�	 અન	 (લિચે લિવશો	 ઉલ્�	ખી કુંયુ\ છે	  કું	,  (લિચે પ� કું�મા કું�તે% વ"તે�ઓ કુંદ�ચે એ�	 અન	
તે	ન�થે% લિવપ�%તે કું�મા કું�% શોકુંશો	 નહા2. તે	થે%, અહા2 કું�ઈકું ઉદ�હા�ણા છે	 જો	  તે	 ફક્તે એ�	 મા�!	 કું�મા કું�	 છે	 . માધ્યુચિંબીદ�ન	 જો�વ�મા��
અન	 પછે% ��બી% તે�ફ જોવ�� એ લિવચે��,  જો� તેમા	 માધ્યુચિંબીદ� તેતે માયુ શો�ધ% શોકું� છે�,  જો� તેમા��	 માધ્યુચિંબીદ� મા�!	 તેતે
જો�વ�ન% માયુ કું�ઢવ� પ�	, તે� તેમાન	 આ પ�ન��વતે.ન હાવ	 માળી% શોકુંશો	 નહા2 જો	  1 બીનશો	 નહા2 પ્� !% ન� n થે% 2, પણા તે	
n ન% વત્ત� !%  2 વત્ત� n વત્ત� 2 વ�	 થેશો	 અન	 પછે% આપણા	 વ�"તેવમા�� �	ખી%યુ બીન%શો��.  તે	થે%,  (લિચે મા�!	 લિOવ�ગો% શો�ધ
વ�"તેવમા�� �	ખી%યુ બીનશો	, કું��ણા કું	 તે	 અમાન	 માધ્યુચિંબીદ� પ� જોવ� મા�!	 �	 છે	 . તે	થે%, આ ફક્તે એ�	 મા�!	 જો કું�યુ. કું�	 છે	 , પ��તે�
બી�ઈન�%(Binary) શો�ધ લિવશો	 ખી�	ખી� નHધપ�ત્રો વ"તે� એ છે	 કું	 મા�ત્રો ક્રમાન� ખી(બી ન�ન� ર્ભ�ગોન	 જો�ઈન	, આપણા	 લિનષ્કુંષ. કું�%
શોકું%એ છે%એ કું	 તેત્વ અલિ"તેત્વમા�� નથે%. તે	થે%, આપણા	 ઉદ�હા�ણા તે�%કું	 જાણા%એ છે%એ કું	 2 થે% 2, 2 થે% 10 ન% 10 છે	. તે	થે%,
જો� હા� � તેમાન	 1000 મા(લ્યુ� આપ%શો, તે� આપણા	 10 અથેવ� 11 જો�ઈ શોકું%એ છે%એ અન	 કુંહા% શોકું%એ કું	 કું�ઈકું નથે%. તે	થે%,
અમા	 મા(લ્યુવ�ન �ખ્યુ� અથેવ� મા(લ્યુ�ન	 ધ્યુ�નમા�� �ઈએ છે%એ કું	 મા(લ્યુ ત્યુ�� છે	  કું	 નહા2 તે	 લિનધ�.ડિ�તે કું�વ� મા�!	 આપણા	 ન
જો�વ�� જો�ઈએ અન	 બી�યુન�%(Binary) શો�ધ અ�મા�ન્યુ પ્રોડિક્રયુ� હા�ઈ શોકું	 છે	, જો� તેમા	 અહા2 તે	ન� લિવશો	 લિવચે��� છે�.
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ડિ�ઝા�ઇન અન	 એન�લિ�લિ ઓફ એલ્ગો�ડિ�ધમ્ (Design and Analysis of Algorithms)
પ્રો�ફ	� મા�ધવન મા�કું��દ (Prof. Madhavan Mukund)

ચે	ન્નઈ મા	થે	મા	ડિ!કું� ઇલિન્"!ટ્યુ�! (Chennai Mathematical Institute)
વ%કું - 02 

મા�ડ્યુ�� - 03 
�	ક્ચે� - 11

લિ�	કુંશન �!) (selection sort)
તે	થે%, એ�	(Array)મા�� તેત્વ શ�ધવ� મા�!	 કું	વ% �%તે	 જો�વ�� જો�ઈએ, હવ	 ચે��� .ર્ટિં!ગો(sorting) કું�%એ.
("��ઇ�માયુન� �દર્ભ) ��: 00:07)
તે	થે%, .ર્ટિં!ગો(sorting) મા�!	ન� 1થે% મા2ળર્ભ2તે પ્રો	�ણા� શ�ધમા��થે% આવ	 છે	. જો	મા આપણા	 જો�યુ�� છે	, જો� તેમા��% પ�	 કું�ઈ
વણાગો�ઠવ	�  એ�	(Array)  હ�યુ,  તે� તેમા��	 �પ2ણા) એ�	(Array)ન	 શરૂઆતેથે% અ�તે �ધ% "કું	ન કું�%ન	 તે	ન	 શ�ધવ�� પ�શ	.
તે	થે%, તેમા	 તેત્વ શ�ધવ� મા�!	 �	ખી%યુ માયુ લિવતે�વ� છે�, જ્યુ��	 તેમા	 એ�	(Array)ન	 .!)(sort) કુંયુ�= છે	, તે� તેમા	 તે	ન	 માધ્યુબિં@દ�
પ� શ�ધ% શકું� છે� અન	 @�ઈન�% શ�ધન� ઉપયુ�ગો કું�% શકું� છે� અન	 મા�ન પડિ�ણા�મા�ન	 �ઘુ�ગોણાકું માયુમા�� પ્રો�પ્તે કું�% શકું�
છે� અન	 ��ગો	ડિ�ધલિમાકું માયુ �	ખી%યુ માયુ કું�તે�� નDધપ�ત્ર �%તે	 ઝા�પ% છે	 . હવ	, ઘુ!કું� .!)(sort) કું�વ�ન� અન્યુ ફ�યુદ� છે	.
દ�ખી�� તે�%કું	, જો� તેમા	 �	��શ શ�ધ% શકું� છે�, તે	 મા2લ્યુ કું	 જો	ન� મા�!	 અ�ધ� તેત્વ� મા�!� હ�યુ, તે� અ�ધ� તેત્વ� ન�ન� હ�યુ
છે	. �રુ, .!)(sort) કું�	�� એ�	(Array)ન�� �	��શ એ�	(Array)ન% માધ્યુબિં@દ� "પષ્ટપણા	 છે	. જો� તેમા	 કું�ઈ અન્યુ પ્રોકું��ન%
આ�કું��કું%યુ @�@તે� કું�વ� મા��ગો� છે�, જો	મા કું	 મા2લ્યુ�ન% ફ્રી%ક્વન્% !	@� @ન�વવ%, જ્યુ��	 તેમા	 આ મા2લ્યુ�ન	 .!)(sort) કું��
છે� ત્યુ��	 તે	 @ધ� એકું�થે	 આવ	 છે	, �ચે��. તે	થે%, @ધ� મા�ન મા2લ્યુ� એકું ��ગોતે બ્��કુંમા�� હશ	. તે	થે%, ત્યુ�� દ�	કું મા2લ્યુન%
કું	!�% નકું�� છે	 તે	 શ�ધવ�ન�� ખી2@ �ળ છે	 . અન	 ખી� કું�%ન	, જો� તેમા��	 દ�	કું મા2લ્યુન% ફક્તે એકું જો નકું� જો�ઈએ છે	 , જો�
તેમા	 એ�	(Array)ન� @ધ� ��લિપ્�કું	ટ્ન	 દ2� કું�વ� મા��ગો� છે�, તે� તેમા	 .!)(sort) કું�	� એ�	(Array)ન	 પ્રો���ર્ભથે% અ�તે �ધ%
"કું	ન કું�� છે� અન	 મા2લ્યુ�ન� દ�	કું બ્��કું મા�!	 ફક્તે એકું કું.લિપ ��ખી�. તે	થે%, એ�	(Array) ઘુણા� વધ� �ળ કું��ણા� છે	 કું	 જો	થે%
કું�ઈ એ�	(Array) પ� વધ� ગોણાતે�% કું�વ� મા�!	 ઍ�	ન	 .!)(sort) કું�વ� મા��ગો	 છે	.
("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ) ��: 01:16)
તે	થે%, ચે��� કુંલ્પન� કું�%એ કું	 તેમા	 એ�	(Array) કું	વ% �%તે	 .!)(sort) કું�વ� મા��ગો� છે�. તે	થે%, એ�	(Array) ર્ભ2�% જાઓ અન	
કું�ઈકું .!)(sort)  કું�વ� લિવશ	 લિવચે���,  જો	  તેમાન	 પદ�થે)ન� ર્ભ1લિતેકું �ગ્રહ તે�%કું	 આપવ�મા�� આવ	 છે	 .  તે	થે%,  કુંહ� કું	,  તેમા	
અભ્યુ�ક્રમા અન	 પ્રોલિશક્ષકું મા�!	 હ�યુકું લિશખી� �હ્યા� છે�, જો	 લિશક્ષકુંએ અભ્યુ�ક્રમાન� અભ્યુ� કુંયુQ છે	 તે	 પ�%ક્ષ�મા�� �ધ���
કુંયુQ છે	, હવ	 તેમા	 મા�કું)ન� પ�%ક્ષ�ન� કું�ગોળ�ન	 .!)(sort) કું�વ� મા�ગો� છે�. તે	થે%, કુંહ�, તેમા�રુ� કું�યુ) તે	માન	 ઉતે�તે� ક્રમામા��
ગો�ઠવવ�ન�� છે	, તેમા	 આ કું�યુ) કું	વ% �%તે	 કું�શ�?
("��ઇ�માયુન� �દર્ભ) ��: 01:47)
તે	થે%,  એકું � વ્યુ2હ�ચેન� ન%ચે	 મા�જો@ છે	.  તેમા	 માગ્ર "!	કુંથે% પ�� થેશ� અન	 તેમા	 જો�યુ	�% 1થે% ન�ન� મા�કું)ન� ટ્રૅTકું
��ખી�. તેમા��� પ�ન� અ�તેમા�� તેમા��� હ�થેમા�� પ	પ� છે	 , જો	 તેમા�મા લિવદ્યા�થેVઓન	 ફ�ળવવ�મા�� આવ	�� મા�કું)મા�� 1થે% ન�ન��
લિચેહ્ન છે	.  તે	થે%,  તેમા	 તે	ન	 નવ� ખી2�!� પ� ખી	��,  પછે% તેમા	 પ્રોડિક્રયુ�ન	 પ�ન��વર્તિતેતે કું��.  નવ� પ�ઇ�મા�� 1થે% ન�ન�� છે��%
દ	વ�ન� પછે% અન	 પછે%ન� 1થે% ન�ન�ન	 શ�ધવ� પછે% @�કું%ન� પ	પ��મા��થે% પ�� થે�ઓ, નવ� ખી2�!�ન% ઉપ� અન	 આગોળ
વધ�. તે	થે%, @%જા પ� પછે% તેમા��% પ�	 ખી2ણા� પ� @%જો� 1થે% ન�ન� લિચેહ્ન છે	 . ત્ર%જા પ� �ધ% તેમા��% પ�	 ત્ર%જી
1થે% ન�ન% છે�પ છે	 અન	 તેમા	 કુંલ્પન� કું�% શકું� છે�, એન પ� કુંયુ�) પછે% તેમા	 @ધ� નવ� કું�ગોળ� જો2ન� ઢગો��મા��થે% નવ�
ખી2�!� પ� ઉતે�તે� ક્રમામા�� ખી	ડ્યુ� છે	.
("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ) ��: 02:30)
તે	થે%, આ લિવલિશષ્ટ વ્યુ2હ�ચેન� ન%ચે	 મા�જો@ દશ�)વ% શકું�યુ છે	. તે	થે%, ધ��� કું	 અમા��% પ�	 આ 2લિચે અથેવ� છે ઘુ!કું�ન% 2લિચે
છે	.  તે	થે%,  પ્રોથેમા પ�મા�� આપણા	 1થે% ન�ન��  મા2લ્યુ શ�ધ%એ છે%એ.  તે	થે%,  આ ડિકું"�મા�� 1થે% ન�ન��  મા2લ્યુ  21  છે	.  તે	થે%,
આપણા	 21 ન	 નવ% 2લિચેમા�� ખી	�%એ છે%એ અન	 તે	ન	 મા2ળ 2લિચેમા��થે% દ2� કું�%એ છે%એ. હવ	, અમા	 @�કું% મા2લ્યુ� વચ્ચે	 "કું	ન
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પ�ન��વતે)ન કું��. મા2લ્યુ 32 1થે% ન�ન�� છે	, તે	થે% અમા	 તે	ન	 દ2� કું�%એ છે%એ અન	 તે	ન	 નવ% 2લિચેમા�� ખી	�%એ છે%એ. અમા	 આ
કું�વ�ન�� ચે��� ��ખી%એ છે%એ.  તે	થે%,  આગોળન� પગો��મા��,  આપણા	  55 ખી	�%શ�� અન	 પછે% આપણા	  64 ન	 ખી	�%શ�� અન	
પછે% આપણા	 74 ન	 ખી	�%શ�� અન	 પછે% આપણા	 89 ન	 ખી	�%શ��. તે	થે%, આ પ્રોડિક્રયુ�મા�� જો� આ એકું ઊર્ભ% "!	કું હ�તે, તે�
21  તેલિળયુ	  હશ	,  89  !�ચેન% હશ	,  અન	 તે	થે% અમા	 ન%ચે	  ઉતે�તે� ક્રમામા��  !�ચેથે% ન%ચે	ન%  ક્રમામા��  2લિચે@દ્ધ કું�%શ��.  આ
ડિકું"�મા��, ઉતે�તે� ક્રમામા�� જોમાણા	થે% ��@	થે% અથેવ� ��@	થે% જોમાણા	 ચે�તે� ક્રમામા��.
("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ) ��: 03:22)
તે	થે%,  આ વ્યુ2હ�ચેન�ન	 પ�દગો% .!)(sort)  કુંહ	વ�મા�� આવ	 છે	.  તે	થે%,  અમા	 આગો�મા% ઘુ!કુંન% દ�	કું ��ઉન્�મા�� પ�દ કું�%એ
છે%એ, જો	 1થે% ન�ન�� છે	, અન	 તે	થે% આગોળ આપણા	 ક્રમા@દ્ધ ક્રમામા�� મા2કું%એ છે%એ અન	 તે	ન	 તે	ન� �ચે� "થે�ન	 ખી	�%એ
છે%એ, જો	 અ�લિતેમા ક્રમા��ડિકુંતે 2લિચેન� અ�તે �ધ% છે	.
("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ) ��: 03:40)
હવ	, પ�દગો%ન% આ આવ^લિ_ જો	 આપણા	 હમાણા�� વણા)વ	� છે	, @%જી 2લિચે @ન�વ	 છે	. @%જા શબ્દ�મા�� કુંહ%એ તે�, એકું ખી2�!�ન	
.!)(sort)  કું�વ� મા�!	 આપણા	 પ	પ)ન�� @%જો� �  ખી2�!� @ન�વવ�� પ�શ	.  હવ	,  આપણા	 ન%ચે	 આપ	�� કું�ગોળ�ન� @%જા ખી2ણા�ન	
�ળતે�થે% દ2� કું�% શકું%એ છે%એ. જ્યુ��	 આપણા	 ન્યુ2નતેમા ઘુ!કું શ�ધ%એ છે%એ, ત્યુ��	 આપણા	 જાણા%એ છે%એ કું	 તે	 2લિચેન%
શરૂઆતેમા�� જો જોવ�� જો�ઈએ. તે	થે%, નવ% 2લિચે @ન�વવ�ન	 @દ�	 આપણા	 તે	ન	 વતે)મા�ન 2લિચેન% શરૂઆતેમા�� ખી	�%એ છે%એ.
અ�@_, વતે)મા�ન 2લિચેન% શરૂઆતેમા�� @%જી કિંકુંમાતે છે	. તે	થે%, આપણા	 તે	 મા2લ્યુ �થે	 કું�ઇકું કું�વ�� પ�શ	. તેમા	 મા�ત્ર પ�લિઝાશનન��
લિવલિનમાયુ કું��.  તે	થે%,  અમા	 ન્યુ2નતેમા પ�લિઝાશન શ�ધ%એ છે%એ અન	 મા2લ્યુન	 પ્રોથેમા "થે�ન	 મા2લ્યુ �થે	 ન્યુ2નતેમા "થે�ન પ�
અદ��@દ� કું�%એ છે%એ.  હવ	,  માગ્ર એ�	(Array)મા�� 1થે% ન�ન�� મા2લ્યુ શરૂઆતેમા�� ખી	ડ્યુ�� છે	.  તે	થે%,  હવ	,  અમા	 @%જા
તેત્વથે% શરૂ કું�%એ છે%એ અન	 ન્યુ2નતેમા મા�!	 જો�ઓ. ફ�%થે%, આ @%જો� 1થે% ન�ન� હશ	. તે�, હવ	, આપણા	 શ�ધ% કું�ઢ્યુ�� છે	
કું	 આપણા	 તે	 એ�	(Array) મા2લ્યુમા�� @%જા "થે�ન	 ખી	�%શ��. તે	થે%, અમા	 આ કું�વ�ન�� ચે��� ��ખી%એ છે%એ અન	 @%જી 2લિચેન�
ઉપયુ�ગો કુંયુ�) વગો� અમા	 તે	 જો પ્રોકું��ન% .ર્ટિં!ગો(sorting) કું�% શકું%એ છે%એ જો	 અમા	 પહ	�� કુંયુ�= હતે��.
("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ) ��: 04:33)
તે�,  આ કું	વ% �%તે	 કું�યુ) કું�	 છે	  તે	 જો�વ� મા�!	 આપણા	 તે	 જો એ�	(Array)ન	 �ઇએ જો	  પહ	�� આપણા% પ�	 હતે%.  જો	મા
આપણા	 કુંહ્યા�� હતે�� કું	, પ્રોથેમા ��ઉન્�મા�� આપણા	 21 ન% �ઘુ�તેમા તેત્વ તે�%કું	 ઓળખી% કું�ઢ	� છે	, જો	 ��� ��ગો%ન છે	 અન	 પહ	�%
"થે�ન	 74 છે	. તે	થે%, અમા	 આ 2લિચેન% શરૂઆતેમા�� 21 ન	 પ�દ કું�વ� મા��ગો%એ છે%એ. તે	થે%, 74 થે% ત્યુ�� છે	, અમા	 21 અન	
74 ન�� લિવલિનમાયુ કું�%એ છે%એ અન	 અમાન	 આ નવ% 2લિચે માળ% છે	 . આ નવ% 2લિચેમા��, હવ	 21 એ �%�� ��ગોમા�� લિચેલિહ્નતે છે	
જો	  2ચેવ	 છે	  કું	 તે	 તે	ન� અ�લિતેમા "થે�ન	 છે	 .  તે	 1થે% ન�ન��  મા2લ્યુ છે	,  તે	 .!)(sort)  કું�	� 2લિચેમા�� હ�વ��  જો�ઈએ જ્યુ�� તે	
ખી	�વ�મા�� આવ	 છે	. તે	થે%, હવ	 આપણા	 @�કું%ન� તેત્વ�ન	 "કું	ન કું�%એ છે%એ અન	 અમા	 ઓળખી%એ છે%એ કું	 32 1થે% ન�ન�
તેત્વ છે	. હવ	, 32 પહ	��થે% જો @%જા "થે�ન	 છે	. તે	થે%, અમા	 તે	ન	 તેમા	 કું	વ% �%તે	 અથે)ઘુ!ન કું�વ� મા��ગો� છે� તે	ન� આધ��	 તે	ન	
@દ�વ�� અથેવ� કું�ઇપણા કું�વ�ન�� લિવચે��% શકુંતે� નથે%. તે	થે%, 32 હવ	 �%��મા�� લિચેલિહ્નતે થે�યુ છે	, જો	થે% તે	 યુ�ગ્યુ લિ"થેલિતેમા�� �હ	
છે	. હવ	, @�કું%ન% 2લિચેમા��  55 એ ���મા�� 1થે% ન�ન� તેત્વ લિચેહ્ન છે	, પ��તે� તે	ન	 પ�લિઝાશન 3 પ� હ�વ�� જો�ઈએ, જો	  89
દ્વ��� પ%ળ� ��ગોમા�� છે	. તે	થે%, આપણા	 આ @	 લિવલિનમાયુ કું�%એ છે%એ અન	 હવ	 આપણા% પ�	 ત્ર%જી "થે�ન	 55 છે	. તે	થે%, અમા	
આ કું�વ�ન�� ચે��� ��ખી%એ છે%એ.તે�, આગોળન� પગો�� પ�, આપણા	 64 ન	 ઓળખી%શ�� અન	 ચે�થે� "થે�ન	 તે	ન	 અદ��@દ�
કું�%શ�� અન	 પછે% આપણા	 શ�ધ% શકું%એ કું	 74 ન% @��@� �ચે% લિ"થેલિતેમા�� છે	. તે	થે%, આપણા	 તે	ન	 છે��% દઈએ છે%એ અન	
છે	વ!	, અ�@_, 89 એકુંમા�ત્ર તેત્વ છે	. તે	થે%, જ્યુ��	 તેમા��% પ�	 એકું તેત્વન% 2લિચે હ�યુ ત્યુ��	 ત્યુ�� કું�ઈ .ર્ટિં!ગો(sorting)
કું�વ�� નહc.
("��ઇ�માયુન� �દર્ભ) ��: 05:57)
તે	થે%, આ પ્રોડિક્રયુ�ન	 ખી2@ જો �ળ પ�ન��વર્તિતેતે અલ્ગો�ડિ�ધમા દ્વ��� વણા)વ% શકું�યુ છે	 . તે�, આપણા	 જો	  કું�%એ છે%એ, તે	 છે	,
જો� તેમાન	 યુ�દ છે	, તે� આપણા	 આખી� એ�	(Array)ન	 "કું	ન કું�%ન	 પ્રો���ર્ભ કું�%એ છે%એ, એ!�	 કું	 0 થે% n ઓછે� 1, આપણા	
તે	 	ગોમા	ન્!મા�� ન્યુ2નતેમા ઘુ!કું શ�ધ%એ છે%એ. તે	થે%, આપણા% પ�	 પ�ન��વતે)ન છે	, જો	 મા2ળરૂપ	 શરૂઆતેન% લિ"થેલિતેમા�� શરૂ થે�યુ
છે	  અન	 ત્યુ��@�દ પ્રો���લિર્ભકું લિ"થેલિતેથે% તે	 ધ��ણા� કું�	 છે	  કું	 પ્રો���ર્ભ એ છે	 , તે	 ન્યુ2નતેમા મા2લ્યુ છે	  અન	 જ્યુ��	 પણા તેમાન	 કું�ઈ
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ન�ન% કિંકુંમાતે માળ	 છે	, ત્યુ��	 તેમા	 �ઘુ�_મા તે�%કું	 લિચેલિહ્નતે કું�� છે� પ�લિઝાશન. હવ	, આ @ધ� અલિધકું�� કુંયુ�) પછે% આપણા	 હવ	
0 થે% એ 1 ઓછે� 1 થે% ન્યુ2નતેમા માળ્યુ� છે	,  પછે% તેમા	 આ મા2લ્યુન	 શરૂઆતેમા�� ખી	��.  તે	થે%,  તેમા	 પ્રો���લિર્ભકું લિ"થેલિતે અન	
ન્યુ2નતેમા લિ"થેલિતેન	 અદ��@દ� કું�� છે�.  હવ	, આપણા% પ�	 એ 0. ન% 1થે% ન�ન�� મા2લ્યુ છે	.  તે	થે%, હવ	 તેમા	 આ �2પ પ�
પ�છે� જાઓ અન	 હવ	 તેમા	 0 થે% 1 ન% શરૂઆતેન% "થે�ન	 ખી	��. તે	થે%, તેમા	 એ 1 થે% 1 ન% @�દ@�કું% મા�!	 મા�ન "કું	ન
કું��, હમાણા�� અન	 હમાણા�� પ્રો���લિર્ભકું પ�લિઝાશન 1 છે	. તે	થે%, અ�તે	 તેમા	 @%જા ન�ન� ઘુ!કુંન	 એ 1 મા�� અદ��@દ� કું��, તે� તેમા	
તે	 2 થે% એ 1 ઓછે� 1 મા�!	 કું�� અન	 તે	થે% જો, @��@�. તે	થે%, આ પ�દગો% .!)(sort)ન�� એકું �ળ પ�ન��વર્તિતેતે �"કું�ણા
છે	  જ્યુ�� આપણા	 ફક્તે �પ2ણા) એ�	(Array)થે% પ્રો���ર્ભ કું�%એ છે%એ,  1થે% ન�ન� તેત્વ પ્રોથેમા તેત્વ,  પ્રોથેમા "થે�ન	 ખી	��,
પછે% આપણા	 એ�	(Array)ન� @�કું%ન� ર્ભ�ગોન	 A 1 થે% આગોળ �ઈ જોઈએ પછે% ન�ન� ઘુ!કુંન	 A પ� ખી	��. 1, પછે% 2
થે% પ્રો���ર્ભ કું��, 1થે% ન�ન� તેત્વ શ�ધ�, A 2 પ� જાઓ અન	 @%જો� � .
("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ) ��: 07:23)
તે�,  આ અલ્ગો�ડિ�ધમા કું	!�� માયુ �	 છે	?  તે	થે% "પષ્ટપણા	,  ��@�ઈન� ક્રમા��ડિકુંતે 	ગોમા	ન્!મા��  ન્યુ2નતેમા ઘુ!કું શ�ધવ� મા�!	
આપણા	 �પ2ણા) 	ગોમા	ન્!ન	 "કું	ન કું�વ�� પ�શ	 અન	 આમા�� K પગો��� �	વ�યુ છે	 અન	 દ�	કું પ�ન��વતે)નમા�� 	ગોમા	ન્!ન	 "કું	ન કું�વ�
મા�!	 1 દ્વ��� ઘુ!��	 છે	. તે	થે%, અમા	 @ધ� n "કું	ન કું�%ન	 પ્રો���ર્ભ કું�%એ છે%એ. તેત્વ�, પછે% આપણા	 n ઓછે� 1 તેત્વ�ન	 "કું	ન
કું�%એ છે%એ, પછે% અમા	 n ઓછે� 2 ઘુ!કું� "કું	ન કું�%એ છે%એ અન	 @%જો� � . તે	થે%, અમા��% પ�	 @ધ� પગો���ઓ છે	 n વ_� n
ઓછે� 1 વ_� n મા�ઇન 2 ��ઉન 1, જો	 ફક્તે �મા�ન્યુ ����શ છે	 જો	  હ� � 1 ન� n થે% 1 ન% @��@� છે	. અન	 આ આપણા	
જાણા%એ છે%એ n એ n વ_� 1 વ�	 2 જો	  ઓ�)� n ચે�� છે	, જોમાણા	. તે	થે%, આ પ�ન��વર્તિતેતે અમા�%કું�ણામા�� આ લિનષ્ક્ર%યુ
અલ્ગો�ડિ�ધમા પ�દગો% .!)(sort) એ ચે�� છે	.
("��ઇ�માયુન� �દર્ભ) ��: 08:10)
હવ	, પ�દગો% .!)(sort) જો�વ�ન% @%જી �%તે છે	. તે	થે%, યુ�દ ��ખી%એ કું	 આપણા	 કુંહ્યા�� છે	 કું	, અમા	 ન્યુ2નતેમા તેત્વન	 આગોળન�
ર્ભ�ગોમા�� ખી	�%ન	 અન	 પછે% તે	 જો વ"તે� કું�%ન	 શ�ધ%એ છે%એ. જ્યુ��	 પણા તેમા	 એમા જો કુંહ� છે� ત્યુ��	 આન	 યુ�દ ��ખીવ��
ઉપયુ�ગો% છે	  કું	 આન	 પ�ન��વર્તિતેતે અલ્ગો�ડિ�ધમાન� "વરૂપ	 માજાવવ� મા�!	,  તેમા	 જો	  કું�� છે� તે	 �ચે�� છે	.  તે	થે%,  �મા�ન્યુ
લિ"થેલિતે A થે% i ન% n ન% 1 ઘુ�તેમા�� ક્રમામા�� ગો�ઠવવ� મા�!	, આપણા	 જો	 કું�%એ છે%એ તે	 એ છે	 કું	 આપણા	 	ગોમા	ન્!મા�� ન્યુ2નતેમા
મા2લ્યુ શ�ધ%એ છે%એ,  એ!�	 કું	  A થે% i  થે% A i minus 1 �ધ% અન	 તે	ન	 શરૂઆતેમા�� ખી	��,  જો	  હ� �,  અલિધકું�� છે	.  તે�,
આપણા% પ�	 એ�	(Array) એ છે	 અન	 પછે% આપણા	 પ�લિઝાશન I અન	 છે	લ્�� "થે�ન	 n મા�ઇન 1 પ� છે%એ. અમા	 આન	
.!)(sort) કું�વ�ન� પ્રોયુ� કું�% �હ્યા� છે%એ. તે	થે%, આપણા	 જો	 કુંહ% �હ્યા� છે	 તે	 છે	 , આપણા	 �ઘુ�_મા ક્યુ��કું શ�ધ%શ�� અન	 પછે%
અહc મા2લ્યુન�� લિવલિનમાયુ કું�%શ�� અન	 હવ	 આ દ્વ��� પ્રો�પ્તે કું�વ�મા�� આવ	 છે	  તે	, આ લિ"થેલિતે હવ	 ઠ%કું છે	, @��@�. તે	થે%, A
પ�ન�� મા2લ્યુ હવ	 યુ�ગ્યુ લિ"થેલિતેમા�� છે	 અન	 તે	થે%, હવ	 આપણા	 એકું, હ� � વ_� 1 થે% n ઓછે� 1 થે% ક્રમામા�� ગો�ઠવવ�ન% જોરૂ� છે	
અન	 આપણા	 આ કું	વ% �%તે	 ફ�%થે% કું�%શ��?  અમા	 ફક્તે પ�દગો% .!)(sort)  ��ગો� કું�%એ છે%એ.  તે	થે%,  અમા	 વ_�  1  થે%  n
ઓછે� 1 ન% પ�દગો% .!)(sort)ન	 ��ગો� કું�%એ છે%એ અન	 પછે% જ્યુ��	 ફક્તે એકું જો ઘુ!કું હ�યુ ત્યુ��	 આ પ્રોડિક્રયુ� @�ધ થે�યુ
છે	.
("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ) ��: 09:30)
તે	થે%, જો� તેમા	 A થે% પ્રો���ર્ભ કું�વ� જોઇ �હ્યા� છે�, તે� હ� � ન� @��@� 1 થે% 1 ન% @�દ@�કું% 1, તે� પછે% આપણા	 કું��ઈ જો
નથે%, અલિધકું��. તે�, આન�� પ�ન��વર્તિતેતે �%તે	 લિવચે�� કું�વ�ન� આ જો કું��ણા છે	. એકું કું��ણા એ છે	 કું	, કું�� વ��ચેવ� મા�!	 હ	���
@ન	 છે	. તે	થે%, તેમા	 કુંહ� છે�, કું	 તેમા	 .!)(sort) એન	 પ્રો���ર્ભથે% n શરૂ કું�વ� મા��ગો� છે� જ્યુ�� શરૂ થે�યુ છે	  તે	 વણાગો�ઠવ	��� 
	ગોમા	ન્!ન% અન�ક્રમાલિણાકું� જ્યુ�� તે	 પ્રો���ર્ભ થે�યુ છે	  અન	 n એ કું�� કુંદ છે	.  તે	થે%, છે	લ્�% લિ"થેલિતે �ર્ભવતેf ઓછે� 1 ન% છે	.
તે	થે%, જો� પ્રો���ર્ભ એ n ઓછે� 1 અથેવ� વધ��	 છે	, તે� તેમા	 કું�ઇપણા કું�શ� નહc, તેમા	 હમાણા�� જો પ�છે� ફ��, અન્યુથે� તેમાન	
આ 	ગોમા	ન્!મા�� શરૂઆતેથે% ન�ન�� 1 ઘુ�તે, ન�ન�� 1થે% ન�ન�� મા2લ્યુ માળ	 છે	. તે�, આ તે	 જો �2પ છે	 જો	 આપણા	 પહ	�� કુંયુ�= હતે��.
અમા	 	ગોમા	ન્!ન% શરૂઆતેન% ન્યુ2નતેમા લિ"થેલિતેથે% પ્રો���ર્ભ કું�%એ છે%એ અન	  ત્યુ��@�દ અમા	  આગોળ વધતે� જોતે� �હ	વ��
જો�ઈએ અન	 જ્યુ��	 પણા આપણા	 મા2લ્યુન	 ન્યુ2નતેમા પ�લિઝાશન કું�તે� ન�ન� હ�યુ ત્યુ��	 શ�ધ%શ��, ત્યુ��	 અમા	 તે	ન	 અપ�	! કું�%શ��
અન	 આ �2પન� અ�તેમા�� આપણા	 જો	  "થે�ન મા	ળવ્યુ�� છે	  તે	 @દ�%શ�� પ્રો���લિર્ભકું લિ"થેલિતે �થે	 તે	 લિ"થેલિતે પ� મા2લ્યુ.  તે	થે%,  હવ	,
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�ચે�� મા2લ્યુ, તે	થે% અહcથે% કું�ઇકું મા2લ્યુ �ચે�� "થે�ન પ� ખી	ડ્યુ�� છે	 અન	 હવ	 અમા	 પ�ન��વર્તિતેતે �%તે	 પ�લિઝાશન શરુઆતેથે% શરૂ
કું�%ન	 1 �ધ% n ન	 .!)(sort) કું�%એ છે%એ. તે	થે%, શ�� આ કું�ઈ જોડિ!�તે� છે	?
("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ) ��: 10:33)
તે	થે%, ચે���, ચે���, જોમાણા%, યુ�દ ��ખી%એ કું	 જ્યુ��	 આપણા	 પ�ન��વર્તિતેતે ગોણાતે�%ઓ કું�% ત્યુ��	 અમા	 કુંહ્યા�� કું	, �મા�ન્યુ �%તે	,
તેમા	 પ�ન��વતે)ન �ખીશ�, જોમાણા	. તેમા	 એલ્ગો�ડિ�ધમ્ન% જોડિ!�તે�ન	 પ�ન��વર્તિતેતે �%તે	 વ્યુક્તે કું�શ�. તે�, મા�ન% �� કું	 tn એ
��@�ઈ  n  મા�� પ�દગો% .!)(sort)  ચે��વવ� મા�!	 જોરૂ�% પગો���ઓન% �ખ્યુ� છે	,  @��@�.  તે	થે%,  પ્રોથેમા વ"તે� એ છે	  કું	,
ન્યુ2નતેમા શ�ધવ� મા�!	 અન	 તે	ન	 શરૂઆતેમા�� ખી	�વ� મા�!	 તે	ન	 n પગો��ન% જોરૂ� છે	 અન	 પછે% તે	ન	 શરૂઆતેમા�� ખી	�વ�મા��
આવ	 છે	  @�કું%ન��  તે	 એ�	(Array)  છે	  જો	  n  મા�ઇન 1  ન� કુંદન	 .!)(sort)  કું�વ� મા�!	 @�કું% છે	.  તે	થે%,  તેમા��	 માયુન	
વ���વ�� !%ન ઓછે� 1 ન% જોરૂ� છે	, @��@�. તે	થે%, તે	થે%, તેમા��% પ�	 !%. તે	થે%, આ �ઘુ�_મા શ�ધવ�ન� માયુ છે	. tn એ,
tn n વ_� tn minus 1 છે	 જો	 પ�ન��વર્તિતેતે પગો��� છે	 . અન	 અમા	 કુંહ્યા�� કું	, જો� આપણા	 કુંદ 1 ન� એ�	(Array)ન	 ગો�ઠવ% �હ્યા�
છે%એ, તે� અમા��	 કું�ઈપણા કું�વ�ન% જોરૂ� નથે%, અમા	 ફક્તે પ�છે� ફ��. તે	થે%, 1 ન% !% 1 છે	. તે	થે%, n ન� n એ n plus વ_�
tn minus 1 છે	. પ��તે� હવ	, જો� હ� � tn minus 1 �	 અન	 તે	 જો એક્પ્રો	શનન� ઉપયુ�ગો કું�%ન	 તે	ન	 લિવ"તે^તે કુંરુ�, તે� માન	 n
ઓછે� 1 વ_� tn minus 2 માળશ	. હવ	, જો� હ� � !%.ન. ઓછે� 2 ન	 લિવ"તે^તે કુંરુ� છે� �, માન	 એન n minus 2 tn minus 3
માળશ	 અન	 તે	થે% આગોળ. અન	 તે	થે% આ પ�ન��વતે)ન મા�!	 જો	  માળ્યુ�� તે	 @��@� લિવ"તે^તે થેશ	, પ�ન��વર્તિતેતે અલ્ગો�ડિ�ધમા મા�!	,
એ!�	 કું	 એન પ્� એન ઓછે� 1 વ_� એન @�દ 2 ન% ન%ચે	, @��@�. તે	થે%, આપણા	 આ એકુંમામા�� જો	  જો�યુ�� છે	 તે	 એ છે	 કું	
આપણા	 જો�યુ��  છે	  કું	,  એકું ખી2@ જો પ્રો�કુંલ̂િતેકું એલ્ગો�ડિ�ધમા,  જો	  આપણા	 ��ગો� કું�%શ��,  જો� આપણા	 હ�થે દ્વ��� વ"તે�ઓન	
પ�દગો% .!)(sort) તે�%કું	 ઓળખી�વ% હ�યુ તે� તે	ન	 પ�ન��વતે)ન અન	 વ���વ�� @�ન	 ઔપચે�ડિ�કું @ન�વવ�મા�� આવ	 છે	 અન	 તે	
આપણાન	 જોડિ!�તે� આપ	 છે	, જો	 છે	 ઓ�)� n  ન� વગો).
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ડિ�ઝા�ઇન અન	 એન�લિ�લિ ઓફ એલ્ગો�ડિ�ધમ્ (Design and Analysis of Algorithms)
પ્રો�ફ	� મા�ધવન મા�કું��દ (Prof. Madhavan Mukund)

ચે	ન્નઈ મા	થે	મા	ડિ!કું� ઇલિન્"!ટ્યુ�! (Chennai Mathematical Institute)
વ%કું - 02

મા�ડ્યુ�� - 04
�	ક્ચે� - 12

ઇન્	�શન )!*(Insertion Sort)

તે	થે%, ચે��� )ર્ટિં!ગો(sorting) ન% ચેચે�* �થે	 ચે��� ��ખો�, અન	 અન્યુ �ળ �ર્ટિં!ગો એલ્ગો�ડિ�ધમા જુ�ઓ.
("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ* ��: 00:06)
તે	થે%,  આપણે	 તે	 પહે	��� કુંહ્યું�� હેતે�� કું	 )ર્ટિં!ગો(sorting) મા�!	 વધ� પ્રો	�ણે� છે	;  શ�ધ કું�વ�થે%,  ��લિ7�કું	ટ્ન	 દ8� કું�વ�,  કું	!��કું
આ�કું��કું%યુ ગો�ણેધમા9ન% ગોણેતે�% કું�વ�, જુ	મા કું	 આવતે*ન કું�ષ્ટકું�, વગો	�	.
("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ* ��: 00:18)
અન	 આપણે� હે�થેમા�� જુ	  ઉદ�હે�ણે છે	, તે	 એકું �%તે છે	 કું	 આપણે	 ગો�ણેન� ઉતે�તે� ક્રમાન� પ�%ક્ષા� કું�ગોળ�ન� મા8હે ગો�ઠવવ�
મા�!	 કુંહે%એ છે%એ.
("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ* ��: 00:28)
તે	થે%,  પ�%ક્ષા�ન� કું�ગોળ�ન� આ મા8હેન	 )!*(sort)  કું�વ�ન% બી%જી વ્યુ8હે�ચેન� ન%ચે	 મા�જુબી હેશ	.  તે	થે%,  તેમા	 આ "!	કુંમા��
!�ચેન�� Bથે% વધ� પ	પ� �ઈ �� છે� અન	 તેમા��% પ�	 એકું નવ�� "!	કું બીન�વવ�� છે	. હેવ	 તેમા	 બી%જા કું�ગોળન� ઉપયુ�ગો કું�� અન	
તે	ન	 પ્રોથેમા કું�ગોળ �થે	 �ખો�વ�.  જુ� મા�કું* મા�!�� હે�યુ,  તે� તેમા	 તે	ન	 લિવશ	 મા�કું�,  કું��ણે કું	 તેમા	 તે	ન	 ઉતે�તે� ક્રમામા�� ઇચ્છેતે�
હેતે�. જુ� મા�કું* ન�ન�� હે�યુ, તે� તેમા	 તે	ન	 ન%ચે	 મા�કું�. તે	થે%, આ પગો�� પછે%, તેમા��% પ�	 ન%ચે	 આવતે� ક્રમામા�� કું�ગોળન� બી	
"!	ક્ છે	. હેવ	 બી	 પ	પ��ન% "!	કું. અન	 હેવ	 તેમા	 ત્રી%જુ� પ	પ� ��, અન	 હેવ	 તેમા	 જુ�ઓ કું	 તે	 પહે	�� બી	 �બી�ધમા�� ક્યુ�� બી�ધબી		
છે	;  કું�� તે� તે	 તેલિળયુ	 જાયુ છે	  અથેવ� તે	 બી	 અથેવ� બીધ% �%તે	 ચે��	 છે	.  આ �%તે	 દ�	કું બિંબીદ�એ તેમા	 ક્રમામા�� ગો�ઠવ	� "!	કુંમા��
!�ચેન�� Bથે% વધ� કું�ગોળ પ�દ કું�� છે� અન	 તેમા	 તે	ન	 લિબીલ્� અપ કું�	� )!*(sort) કું�	� "!	કુંમા�� �ચે�� "થે�ન શ�મા	� કુંયુ�G છે	.
("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ* ��: 01:18)
તે� ચે��� જુ�ઈએ કું	 કું	વ% �%તે	 કું�મા કું�વ�� જુ�ઈએ.  તે	થે%,  મા�ન%એ છે%એ કું	 અમા��% પ�	 ક્રમામા�� ગો�ઠવ�યુ	� ઘ!કું�ન� ��લ્�
એ�	(Array) છે	. તે	થે%, આપણે	 જુ	  કું�%એ છે%એ તે	 છે	, આપણે	 74 ન% પહે	�% તેત્વ �થે	 પ્રો���ર્ભ કું�%એ છે%એ. તે�, આપણે	
74 �ઈશ��, અન	 આપણે	 એકું નવ�� "!	કું શરૂ કું�%શ��. હેવ	 આપણે	 �	વ�ન% જુરૂ� છે	. હેવ	 આ બિંબીદ�એ Bથે% વધ� ઘ!કું� હેવ	 32
છે	, આ ડિકું"�મા�� ��બી% બી�જુ�  Bથે% વધ� છે	 . તે	થે%, હેવ	 આપણે	 32 �	વ�� પ�શ	, અન	 તે	 ન�ન� હે�વ�થે% 74 ન% ��બી% બી�જુ�એ
જુવ�� જુ�ઈએ.  તે�,  આપણે	 આ કું�%એ,  તે	થે% હેવ	 આપણે	 આ એ�	(Array)  મા	ળવ%શ��.  હેવ	 આપણે	 આગોળન� તેત્વ તે�ફ
જુ�શ��;  એ!�	 કું	  89.  અન	 ફ�% એકું વખોતે તે	 આ બી�ન	ન% આદ� �થે	 યુ�ગ્યુ લિ"થેલિતે �થે	 જુવ�� જુ�ઈએ,  તે	થે% તે	  74 ન%
જુમાણે% બી�જુ�એ જુવ�� જુ�ઈએ, તે	થે% આપણેન	 આ એ�	(Array) માળ	 છે	. હેવ	 આપણે	 55 �ઈએ, અન	 તે	 શ�ધવ�ન�� છે	 કું	 તે	
ક્યુ�� જાયુ છે	. તે	થે% આપણે	 અ�તેથે% શરૂ કું�% શકું%એ અન	 કુંહે% શકું%એ કું	 તે	 અહેL નથે%, તે	 ��બી% બી�જુ�એ જુવ�� જુ�ઈએ. પછે%
આપણે	 છે	લ્�	, શ�ધ% શકું%એ કું	 તે	 જુવ� મા�!	 આ એકું �ચે% જુગ્યુ� છે	. તે	થે%, આ દ�ખો� પગો��� છે	. અમા	 દ�	કું તેત્વ �ઈએ
છે%એ, અન	 આપણે	 તે	 બિંબીદ�એ ન%ચે	 જુતે�એ છે%એ જ્યુ�� આપણે	 શ�મા	� કું�વ� મા��ગો%એ છે%એ. તે	થે%, 55 32 અન	 74 ન%
વચ્ચે	 આવ	 છે	. હેવ	 તે	 21 છે	 જ્યુ��. ઠ%કું છે	 જુ� આપણે	 તે	ન	 શ�મા	� કું�વ�ન� પ્રોયુ� કું�%એ તે�, તે	 ચે��� થે�યુ છે	, તે	 પ્રો���ર્ભ
કું�વ� મા�!	 તેમા�મા �%તે	 જુવ�� પ�શ	, કું��ણે કું	 તે	 પછે% તે	 બીધ�� ન�ન�� છે	 , જુ	 અત્યુ�� �ધ% બીધ�� છે	. તે	થે%, આ આગો��� પગો��� છે	.
અન	 છે	લ્�	,  જ્યુ��	 આપણે	  64 કું�%એ,  તે	  55 અન	  74 ન% વચ્ચે	 આવશ	.  તે	થે%,  દ�	કું પગો�� પ� આપણે	 આગો�� તેત્વન	
પ�દ કું�%એ છે%એ, અન	 આપણે	 તે	ન	 પહે	��થે% )!*(sort) કું�	�� 	ગોમા	ન્ટ્મા�� શ�મા	� કું�%એ છે%એ જુ	  આપણે	 પહે	��ન�
બીધ� તેત્વ� �થે	 બીન�વ% છે	.
("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ* ��: 02:42)
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તે	થે%,  આપણે	  એકું  તેત્વ  �થે	  )!*(sort)  કું�	�  ક્રમા  બીન�વવ�ન%  શરૂઆતે  કું�%એ  છે%એ.  તે	થે%,  આન	  ઇન્	�શન
)!*(Insertion Sort)  કુંહે	વ�મા�� આવ	 છે	.  અન	 અમા	 દ�	કું વણેગો�ઠવ	� ઘ!કુંન	 પહે	��થે% વણેગો�ઠવ	� અન�ક્રમામા�� યુ�ગ્યુ
"થે�ન	 શ�મા	� કું�%એ છે%એ.  તે	થે%,  તે	 દ�ખો� કું�વ�ન� પગો��ન	 કું��ણે	 છે	,  કું	 દ�	કું તેત્વ તે	ન� �ચે� "થે�ન	 શ�મા	� છે	.  આ
ઇન્	�શન )!*(Insertion Sort) કુંહે	વ�મા�� આવ	 છે	.
("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ* ��: 03:05)
તે	થે%, આ ફ�%થે% એકુંદમા હે	��� આગોળ વધવ�� અમા�%કું�ણે છે	. તે�, શ�� થેશ	, આપણે% પ�	 પ્રો���લિર્ભકું એ�	(Array) છે	, અન	 0
થે% n ન% 1 ઘ�તે છે	. તે	થે%, શ�� કું�શ	; અ�બીત્ત, શરૂઆતેમા�� આપણે	 કુંશ�� જુ નથે%. તે	થે%, આપણે	 ધ��% શકુંતે� નથે% કું	 આપણે	
ખો�	ખો� લિ"થેલિતે �થે	 પ્રો���ર્ભ કું�%એ છે%એ, તે	થે%, આપણે	 પ�લિઝાશન 1 થે% પ્રો���ર્ભ કું�%એ છે%એ, અન	 પછે% આપણે	 પ�છેળ
તે�ફ જુ�વ�� જુ�ઈએ.  તે	થે%,  આપણે	 વતે*મા�ન લિ"થેલિતેથે% પ્રો���ર્ભ કું�%એ છે%એ,  અન	 અમા	 પ�છેળથે% કું�મા કું�%એ છે%એ,  અન	
જ્યુ�� �ધ% આપણે	 જુ	  મા8લ્યુ જુ�ઈ �હ્યું� છે%એ તે	 મા8લ્યુ તે	ન� ��બી	થે% મા8લ્યુ કું�તે�� ન�ન� છે	 . અમા	 આગોળ વધ% �હ્યું� છે%એ.
તે�,  આપણે	 ધ��% �%ધ��  છે	  કું	 આપણે% પ�	 આ અદ��બીદ� ઑપ�	શન છે	,  જુ	  મા8ળર્ભ8તે �%તે	 બી	 પ�લિઝાશન �	 છે	,  એકું
એ�	(Array) અન	 તે	માન	 લિવલિનમાયુ કું�	 છે	. તે�, આગોળન�� લિવકુંલ્પ�ન	 આગોળન% બી�જુ�ન% બી�દબી�કું% 1, અદ��બીદ� કું�વ�ન�
અથે* એ છે	  કું	 મા8લ્યુન	 આગોળન� મા8લ્યુમા�� �ઈ જાઓ,  આગોળન� શ�લ્કુંન��  મા8લ્યુ  1  �� અન	 તે	માન	 અદ��બીદ� કું��.  જુ	મા
આપણે	 શરૂઆતેમા�� લિવ"તેPતે કું�%એ છે%એ,  આપણે	 ધ��% શકું%એ છે%એ કું	 આવ% વ"તે�ઓ એ આપણે� મા�!	 ઍલ્ગો�ડિ�ધમાન	
વ્યુક્તે કું�વ� મા�!	 અન�કું8ળ કું�માગો%�% છે	, કું��ણે કું	 આ ફક્તે અમા��	 એકું�દ� કું�યુ*વ�હે%ન% �ખ્યુ� મા�!	 તેતે પડિ�બીળ ઉમા	�	 છે	 ,
જુ	ન	 આપણે	 અવગોણે% શકું%એ છે%એ એકું
((માયુન��દર્ભ* ��: 04:06))
જુડિ!�તે�. તે	થે%, આપણે	 દ�	કું ઘ!કુંન	 ��બી% બી�જુ�  તેત્વ �થે	 અદ��બીદ� કું�%એ છે%એ, તે	!��� ���બી� છે	, તે	 ��બી% બી�જુ�ન�
તેત્વ છે	, અન	 જ્યુ��	 આપણે	 તે	 "થે�ન	 આવ%એ છે%એ જ્યુ�� ��બી% બી�જુ�ન�� મા8લ્યુ, વતે*મા�ન મા8લ્યુન% બી��બી� કું�તે� વધ��	 છે	. ,
આ બિંબીદ�એ આપણે	 બી�ધ. તે	થે%, આ તે	 મા8લ્યુ ��વ	 છે	  જુ	ન% �થે	 આપણે	 પ્રો���ર્ભ કુંયુ�G છે	, તે	 �ચે�� "થે�ન છે	. તે	થે%, �મા�ન્યુ
�%તે	, જુ� આપણે	 હે�યુ તે�; હે� � �ખો% �%તે	 કુંહે� � છે� �  અન	 પછે% હે� � પ�છેળથે% ચે��વ�ન�� શરૂ કુંરું� છે� �. ત્યુ��બી�દ જ્યુ�� �ધ% હે� � 1
ઓછે� કું�તે�� ન�ન� હે�યુ, હે� � બીદ��મા�� આવ%શ. જ્યુ�� �ધ% હે� � પ�લિઝાશન �ધ% પહેTચે�� નહેL ત્યુ�� �ધ% હે� � લિવલિનમાયુ ��ખો�� છે� � ,
જ્યુ�� ��બી% બી�જુ�ન% કિંકુંમાતે�, આ મા8લ્યુ કું�તે�� ન�ન% હે�યુ છે	  અન	 હે� � ��કું�ઇશ. તે�, આ મા8ળર્ભ8તે �8પ છે	, અન	 હે� � આ બીધ�
ઘ!કું� મા�!	 કુંરું� છે� �. તે	થે%, દ�	કું તેત્વ મા�!	 તે	ન	 દ�ખો� કું�વ�� પ�શ	. તે	થે%, પ્રોથેમા વખોતે માન	 તે	ન	 ન�ન� 	ગોમા	ન્!મા�� દ�ખો� કું�વ��
પ�શ	. જુ	મા હે� � �થે	 જાઉં છે� �, તે	 	ગોમા	ન્ટ્ન	 તે	મા�� શ�મા	� કું�વ�� પ�શ	, તે	 ���બી% અન	 ���બી% થેઈ જુશ	.
("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ* ��: 04:54)
તે�, આપણે	 જુ�ઈ શકું%એ છે%એ કું	 આ કું	વ% �%તે	 કું�યુ* કું�	 છે	 , આપ	� એ�	(Array) પ�. તે�, આ 	ગોમા	ન્!ન	 જુ�ઈન	, Bપ્રોથેમા
આપણે	 શરૂઆતે કું�%એ છે%એ.  તે	થે%,  આ મા��% પ્રો���લિર્ભકું ગો�ઠવણે% છે	.  તે	થે%,  આ ક્રમામા�� ગો�ઠવવ�મા�� આવ	 છે	,  અન	 આ
ક્રમા��ડિકુંતે નથે%. તે	થે%, હેવ	, હે� � 32 ન	 તે�તે જુ જુ�ઉં, તે	 74 કું�તે� મા�!� છે	, તે	થે% હે� � લિવલિનમાયુ કું�%શ, અન	 પછે% તે	 શરૂઆતેમા��
પહેTચેશ	. તે	થે%, તે	 �8પન% શ�તેમા��ન% એકું, એ છે	 કું	 જુ� હે� � �8પન% શરૂઆતેમા�� પહેTચે��, તે� આગોળન� ર્ભ�ગો 0 ન% બી��બી� છે	,
હે� � પણે બી�ધ કું�%શ, જુ� માન	 ��બી% બી�જુ�એ Bથે% વધ� "થે�ન માળ	 તે� loops બી�ધ થે�યુ છે	. તે	થે%, તે	 કુંયુ�* પછે%, મા��% પ�	
આ છે	. તે	થે%, હેવ	 હે� � આમા�� 89 શ�મા	� કું�વ�ન� પ્રોયુત્ન કુંરું� છે� �. તે	થે%, માન	 ��ગો	 છે	 કું	 89 પહે	��થે% 74 કું�તે� વધ��	 છે	, કુંશ��
કું�વ�ન�� નથે%. તે	થે%, પ્રોથેમા ન�નલિપ્રોલિવયુ� પગો��� જુ	  થે�યુ છે	  તે	 55 વ�	 છે	. તે	થે%, જ્યુ��	 હે� �  55 કુંરું� છે� �, હે� � તે	ન% �ખો�માણે%
89 થે% કુંરું� છે� �. માન	 ��ગો	 છે	 કું	 89 એ 55 કું�તે� મા�!� છે	, હે� � તે	માન	 બીદ�%શ. હેવ	 હે� � 74 થે% એકું વખોતે તેત્વ �થે	 55 ન%
�ખો�માણે% કું�%શ. અન	 પછે% ફ�%થે% તે	 ખો�!� �"તે� છે	, તે	થે% હે� � બીદ��મા�� આવ%શ. છે	વ!	, જુ�યુ�� કું	 55 હેવ	 32 કું�તે� વધ��	
છે	, હે� � ��કું�ઈશ. તે	થે%, હેવ	 આ જુગ્યુ�ન� અ�તે છે	. હેવ	 હે� � આગોળન� ઘ!કુંન	 જુ�ઈશ, જુ	  21 છે	. તે	થે%, હે� � 21 તે�ફ જુ�ઉં છે� �.
તે�, 21  પછે% લિવલિનમાયુ થેશ	  21 પછે% લિવલિનમાયુ કું�શ	,  તે	થે% તે	 ��બી% બી�જુ�થે% બીધ% �%તે	 લિવલિનમાયુ કું�શ	,  તે	થે% હે� �  21 જુ	
આદ�નપ્રોદ�ન કું�	 છે	 74. પછે% હે� � 21 �થે	 55 ન�� લિવલિનમાયુ કું�%શ. પછે% હે� � 21 ન�� લિવલિનમાયુ કું�%શ અન	 હેવ	 ફ�% એકુંવ�� હે� �
��કું�ઈશ,  કું��ણે કું	 દ�	કું  (()) મા�!� ર્ભ�ગોન% લિ"થેલિતે છે��% દ	 છે	,  ત્યુ�� ��બી	 કું�ઇ નથે%.  અન	 છે	લ્�� ��ઉન્�મા�� હે� �  64 �ઈશ.
તે	થે%,  હેવ	, આ ર્ભ�ગો )!*(sort) થે�યુ છે	.  તે	થે%, હે� �  64 �ઇશ અન	 તે	ન	 અહેL દ�ખો� કું�વ�ન� પ્રોયુ� કું�%શ,  તે	થે% તે	  89

45



�થે	 અદ��બીદ� કું�શ	.  તે	  74  �થે	 અદ��બીદ� થેશ	 અન	 પછે% બી�ધ કું�શ	.  આ કું	વ% �%તે	 ઇન્	�શન )!*(Insertion
Sort) કું�મા કું�	 છે	. આ એકું ખો8બી જુ �હેલિજુકું )!*(sort) છે	. જુ� તેમા	 કું��*ન� પ	કું �� અન	 તે	ન	 )!*(sort) કું�વ�ન� પ્રોયુ�
કું��, તે� �મા�ન્યુ �%તે	 આ તેમા	 કું	વ% �%તે	 )!*(sort) કું�શ�.
("��ઇ�માયુન� �દર્ભ* ��: 06:59)
તે	થે%, જુ� તેમા	 લિવશ્�	ષણેન	 જુ�ઓ છે�, તે� તે	 %� જુ	વ�� જુ છે	કું	7શન )!*(sort) કું	 જુ	  આપણે	 પહે	�� )!*(sort) કું�%એ
છે%એ.  તે	થે%,  મા8લ્યુ શ�મા	� કું�વ�ન� અથે* એ છે	  કું	 આપણે	 ખો8બી જુ અ�તે �ધ% તે	 	ગોમા	ન્!મા�� જુવ�� પ�શ	.  હેવ	 અ�બીત્ત,
કું�ઈએ દ�%� કું�% હેતે% કું	 દ�ખો� કું�વ�ન% લિ"થેલિતે શ�ધવ� મા�!	, તેમા	 લિYવ�ગો% શ�ધન� ઉપયુ�ગો કું�% શકું� છે�. આપણેન	 એકું
માયુ	 એકું તેત્વન% જુરૂ� નથે%.  જુ� તેમા��	 ખો�	ખો� તે	  જુગ્યુ�ન% શ�ધ કું�વ% હે�યુ,  જ્યુ�� તે	ન	 જુવ��  જુ�ઈએ,  તે� આપણે	
બી�ઈન�% શ�ધન� ઉપયુ�ગો કું�% શકું%એ છે%એ,  પ��તે� જુ� તેમાન	 ��ગોડિ�ધલિમાકું માયુમા�� તે	 જુગ્યુ�ન% જુરૂ� હે�યુ તે� પણે તે	
"થે�ન માળશ	. તેમા��	 બીધ� તેત્વ�ન	 બીદ�વ�ન% જુરૂ� છે	 , અન	 તે	 ખો�	ખો� �	ખો%યુ માયુ �	 છે	 . તેમા��	 વ�"તેવમા�� આ જુગ્યુ�
બીન�વવ�ન% જુરૂ� છે	. તે	થે% ખો��બી ડિકું"�મા��, તેમા��	 તે	ન	 ��બી% બી�જુ�ન% Bથે% વધ� લિ"થેલિતેમા�� મા�કુંવ�ન% જુરૂ� છે	. તે	થે%, બીધ�
કું	 તેત્વ� જુ	 પહે	�	થે% જુ છે	 ત્યુ�� જુ 1 થે% જુમાણે	 ખો	�વ�� જુ�ઈએ, અન	 તે	 કું	 પગો��� �	શ	. તે	થે%, લિYવ�ગો% શ�ધ, જુ� કું	 તે	
"થે�નન	 વધ� ઝા�પથે% શ�ધવ�મા�� માદદ કું�% શકું	 છે	 ,  વ�"તેવમા�� કું�ઈપણે ઝા�પથે% શ�મા	� કું�વ� મા�!	 અમાન	 ખો�	ખો� હે�યુ
કું�તે�� નથે%. તે	થે%, 	ગોમા	ન્! મા�!	 �	ખો��કુંનન� માયુ દ�ખો� કું�	 છે	, અન	 આ 	ગોમા	ન્! વધતે� જુ �હે	 છે	. શરૂઆતેમા�� હે� � 1 ન	 કુંદ
1 ન� 	ગોમા	ન્!મા�� દ�ખો� કુંરું� છે� �, પછે% 2 ન	 કુંદ 2 ન� 	ગોમા	ન્!મા�� અન	 બી%જુ� � . તે	થે%, મા��% પ�	 1 વત્ત� 2 વત્ત� 3 અપ !�
મા�ઇન 1 છે	; છે	વ!	, આ 	ગોમા	ન્!મા�� 1 ઓછે� 2 ન� મા�વ	શ કું�વ� આવશ્યુકું છે	, 0 ન% એકું અવતે�ણે 2, જુ	 ��બી�ઈ n
મા�ઇન 1 છે	. તે	થે%, ફ�%થે% મા��% પ�	 n એ 1 વત્ત� 2 થે% n ઓછે� 1 છે	, અન	 આ મા�ત્રી બીદ��વ છે	 આ ����શ આપણે	
ઘણે% વખોતે પહે	�� જુ�યુ�� છે	, n એ n minus 1 થે% 2 છે	. તે�, આ ફ�%થે% ઓ�*� n ચે�� શ�ધ છે	.
("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ* ��: 08:16)
તે�, ફ�% એકું વ�� આપણે	 પ�દગો% )!*(sort) મા�!	 જુ�યુ��. પ�ન��વર્તિતેતે વ"તે� તે�%કું	 ઇન્	�શન )!*(Insertion Sort)ન�
લિવચે�� કું�વ�ન% એકું કું�દ�તે% �%તે છે	 .  અમા	 એ�	(Array)ન� ર્ભ�ગોન	 )!*(sort)  કું�%એ છે%એ,  અન	 પછે% તે	ન	 વધવ� મા�!	
તે	મા�� એકું તેત્વ શ�મા	� કું�%એ છે%એ. તે	થે%, આ ડિકું"�મા�� આપણે	 એ�	(Array)ન	 ઘ!કું�મા�� હે�વ�ન�� લિવચે��%એ છે%એ. તે	થે%,
અમા��% પ�	 એકું )!*(sort) કું�	�� ર્ભ�ગો છે	, અન	 કું�ઈ �દ કું�	� ર્ભ�ગો છે	. તે	થે%, આપણે	 શ�� કું�%એ છે%એ, આપણે	 અહેL
પ્રોથેમા તેત્વ �ઈએ અન	 તે	મા��  શ�મા	� કું�%એ છે%એ અન	 પછે% અમા	 બી�કું%ન� ર્ભ�ગોમા��  બી�કું%ન� ર્ભ�ગોમા��  ઍલ્ગો�ડિ�ધમાન�
ઉપયુ�ગો કું�%એ છે%એ. તે	થે%, જુ� 0 થે% હે� � ઓછે� 1 થે�યુ. તે�, આ લિ"થેલિતે હે� � છે	  અન	 આ લિ"થેલિતે હે� � ઓછે� 1 છે	. તે	થે%, હે� �
ઓછે�  1  એ છે	લ્�% ક્રમા��ડિકુંતે લિ"થેલિતે છે	,  હે� � પહે	�% ક્રમા��ડિકુંતે લિ"થેલિતે છે	.  પછે% અમા	 ગો�ઠવ	� ર્ભ�ગોમા��  Ai  શ�મા	� કું�%એ
છે%એ. અન	 પછે% આપણે	 વ���વ�� એઆઈ 7� 1 ન	 )!*(sort) કુંયુ�G. અન	 ફ�% એકુંવ�� જ્યુ��	 હે� � ખો�	ખો� અહેL, minus
1 પ�, તે� આપણે	 કું�ઈપણે કું�વ�ન% જુરૂ� નથે%, તે	થે% આપણે	 ફક્તે ત્રીણે વ�� પ�છે� આવ% શકું%એ છે%એ.
("��ઇ�માયુન� �દર્ભ* ��: 09:17)
તે�, હેવ	 આપણે% પ�	 બી	 ર્ભ�ગો�મા�� પ�ન��વર્તિતેતે ફ�મ્યુ�*�	શન છે	. તે	થે%, આપણે% પ�	 ઇન્	�શન )!*(Insertion Sort) છે	,
જુ	  વણેગો�ઠવ	�  	ગોમા	ન્!ન	 શરૂઆતેથે%  n ઓછે� 1 �ધ% )!*(sort)  કું�	 છે	.  તે	થે%,  જુ� પ્રો���ર્ભ પહે	�	થે% જુ n ઓછે� 1
વળતે� પ� છે	; અન્યુથે� લિ"થેલિતેન� મા8લ્યુન	 બી�કું%ન� ર્ભ�ગોમા�� શ�મા	� કું��, જુ	 ન%ચે	 જુ�શ	 તે� તેમા	 જુ�શ�. અન	 પછે% બી�કું%ન�
એ�	(Array)ન	 )!*(sort) 7� 1 થે% પ�છેળથે% )!*(sort) કું��. તે	થે%, શ�મા	� છે	 શ��? વ	� તે	 શરૂ થે�યુ છે	 જુ� પ�લિઝાશન
શરૂ થે�યુ છે	  અન	 તે	ન	  1 ન% શરૂઆતે કું�વ� મા�!	 	ગ્મા	ન્! 0 મા�� શ�મા	� કું�વ�ન� પ્રોયુ� કું�	 છે	 .  તે�,  તે	 પ�છે�� ર્ભ�ગોમા��
બી��બી� કું�યુ* કું�	 છે	 જુ	મા આપણે	 તે	ન	 પ�ન��વર્તિતેતે વ"તે�મા�� કુંયુ�G છે	 . તે	 પ્રોથેમા "થે�ન	 શ�ધ	 છે	 કું	 ��બી% બી�જુ�ન�� મા8લ્યુ ઓછે�મા��
ઓછે� �  ન�ન�� છે	, જુ	 હે��મા�� મા8લ્યુ શ�ધ% �હ્યું�� છે	 અન	 ત્યુ�� અ!કું	 છે	. તે	થે%, આ શ�મા	� મા8ળર્ભ8તે �%તે	 ઇ!	�	! �8પન�� શ�%� શ�� છે	,
પ��તે� બી�હ્યું �8પ શ�મા	� કું��, અમા	 તે	ન	 પ�ન��વર્તિતેતે કું�%એ છે%એ. તે	થે%, આ કું	!�� માયુ �	 છે	.
("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ* ��: 10:10)
ફ�% એકુંવ�� તે	 તેમાન	 વ���વ�� એલ્ગો�ડિ�ધમ્ તે�ફ જુ�વ�મા�� અન	 લિવશ્�	ષણેન	 �ખોવ�મા�� પ્રો	લિક્! આપ	 છે	. તે	થે%, જ્યુ��	 પણે
આપણે% પ�	 વ���વ�� અલ્ગો�ડિ�ધમાન� હે�યુ ત્યુ��	 આપણે	 પ�ન��વતે*ન �ખો%એ છે%એ; એ!�	 કું	, આપણે	 t ન% ન�ન�� મા8લ્યુ�ન�
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�દર્ભ*મા�� n ન� ફ�મ્યુ�*�	શન �ખો%એ છે%એ. તે	થે%, ચે��� આ આક્રમાકું અલ્ગો�ડિ�ધમાન� લિવશ્�	ષણે કું�વ�ન� પ્રોયુ� કું�%એ. તે	થે%,
આપણે	 એલ્ગો�ડિ�ધમા બીન�વવ�ન% �%તેથે% થે���� અ�ગો �%તે	 જુ�ઈશ��, તે	ન�� લિવશ્�	ષણે કું�%શ��. તે	થે%, જુ� તેમા	 0 ન	 1 ઓછે� કું�વ�
મા��ગો� છે�, તે� આપણે	 જુ	  કું�%એ છે%એ તે	 છે	, આપણે	 આ 	ગોમા	ન્!ન	 વ���વ�� )!*(sort) કું�% �હ્યું� છે%એ અન	 પછે% આ
મા8લ્યુ શ�મા	� કું�% �હ્યું� છે%એ. તે	થે%, માગ્ર વ"તે�ન	 )!*(sort) કું�વ� મા�!	 માયુ ��ગો	 છે	. પ્રોથેમા ર્ભ�ગોન	 n ઓછે� 2 �ધ%
)!*(sort) કું�વ� મા�!	, અન	 પછે% n ઓછે� 1 પગો��� શ�મા	� કું�વ� મા�!	ન� માયુ આ ટ્રા�કું !ન !ન 1 �	 છે	. તે	થે%, આપણે	
મા�ન પ�ન��વતે*ન કું�%એ છે%એ જુ	મા આપણે	 પ�દગો% )!*(sort) !% મા�!	 n કુંયુ�G છે	  n ન� t એ n એ અવકું�શ જુગ્યુ� છે	,
અન	 7� t ન% n મા�ઇન 1 જુ	 recursive phase છે	. અન	 જુ� આપણે	 આ પહે	�� લિવ"તેPતે કુંયુ�G છે	 જુ	મા આપણે	 પહે	��
કુંયુ�G હેતે��, તે� આપણેન	 n ઓછે� 1 વત્ત� n ઓછે� 2 ન% ન%ચે	 n માળશ	, જુ	  n મા�� minus 1 by 2 થે�યુ છે	, જુ	  ઓ�*� n
ચે�� છે	. તે	થે% ફ�%થે%, પ�ન��વર્તિતેતે અન	 પ�ન��વર્તિતેતે �"કું�ણે મા�!	 માયુ વચ્ચે	 કું�ઈ જુ� દ� જુ નથે%; લિવ�યુ કું	 �મા�ન્યુ
�%તે	 ધ્યુ�નમા�� ��ખોવ�� જુ�ઈએ કું	, પ�ન��વર્તિતેતે કું)લ્ વધ� લિવ"તેPતે પછે% પ�ન��વર્તિતેતે આ�!%ઓ છે	 . અમા	 થે��� માયુ પછે% આ
મા�દ્દા� પ� પ�છે� આવ%શ��,  પ��તે�  અન્યુથે� જુ� આપણે	 ફ�ક્શનન	  બી���વતે� પ�ન��વર્તિતેતે કું�લ્ન	  એકું મા8ળર્ભ8તે ઓપ�	શન
ગોણેતે� હે�ઈએ,  તે� પ�ન��વર્તિતેતે અન	 પ�ન��વર્તિતેતે �"કું�ણે વચ્ચે	 કું�ઈ તેફ�વતે નથે%.  પ�ન��વર્તિતેતે �"કું�ણે કું	!�%કું વખોતે
લિવર્ભ�વન�પ8ણે* �%તે	 માજુવ� અન	 કું�� કું�વ� મા�!	 �ળ છે	.
("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ* ��: 11:46)
તે	થે%, આપણે	 જુ	  જુ�યુ�� છે	  એ છે	 કું	, બી	 પ્રો�કુંPલિતેકું એલ્ગો�ડિ�ધમ્ કું	 જુ	  આપણે	 જાતે	 જુ કું�ઈકું કું�%એ ત્યુ��	 �મા�ન્યુ �%તે	 ��ગો�
કું�%શ��; પ�દગો% )!*(sort) અન	 ઇન્	�શન )!*(Insertion Sort) બી�ન	 ઑ�*� n ચે�� છે	. ત્યુ�� એકું બી%જુ� �  ઍલ્ગો�ડિ�ધમા
છે	 જુ	  તેમા	 પ�� કું�% શકું� છે�, જુ	મા�� આપણે	 બીબી� )!*(sort) તે�%કું	 ઓળખો�તે� આ કું�*મા�� ચેચે�* કું�%શ�� નહેL, જુ	 કું�દ�તે%
�%તે	 અમા	 કું�%શ�� તે	વ�� કું�ઈકું નહેL, પ��તે� તે	 કુંમ્7યુ�!� પ�ન% વ"તે�ઓ કું	વ% �%તે	 કું�વ�� તે	ન�� વણે*ન કું�વ�ન% એકું લિપ્રોયુ �%તે છે	. તે	થે%,
બીબી� )!*(sort)  મા8ળર્ભ8તે �%તે	 આ લિનવ	શ પ્રોકું��ન% "વaબિંપગો કું�	 છે	 ,  લિવ�યુ કું	 તે	 તેમા	 જુ	  કું�વ� મા��ગો� છે� તે	ન� આધ��	
માહેત્તમા અથેવ� ન્યુ8નતેમા મા8લ્યુ �	 છે	. કુંહે� કું	 તે	 માહેત્તમા મા8લ્યુ �	 છે	 અન	 તે	ન	 એ�	(Array)ન� એકું અ�તેમા�� ખો	�	 છે	. તે	થે%,
પછે% તેમાન	 પ�દગો% )!*(sort) ગોમા	 છે	, એકું અ�તેમા�� Bથે% મા�!�� મા8લ્યુ. પછે% તેમા	 શરૂઆતેમા�� પ�છે� જાઓ છે�, અન	 ફ�%થે%
તેમા	 એ�જુબિં"!ગો મા8લ્યુ� તે�ફ ધ્યુ�ન ��ખો� છે�, અન	 બી%જુ� �  Bથે% મા�!�� મા8લ્યુ બી%જા ક્રમાન% Bથે% મા�!% "થે�ન	 �	 છે	 . તે	થે%,
બીબી� )!*(sort) પણે એન "ક્વ	� છે	, પ��તે� આપણે	 એન ચે�� એલ્ગો�ડિ�ધમ્ જુ�યુ�� છે	  તે	 મા�!� મા8લ્યુ� મા�!	 ખો�	ખો� શક્યુ
નથે%. તે	થે%, જુ� આપણે% પ�	 �ગોર્ભગો 10000 ન% ઉપ� હે�યુ, તે� ક્યુ��કું 10 થે% 4 ન% વચ્ચે	 10 થે% 5 ન% વચ્ચે	, ત્યુ��બી�દ
n ચે�� અમા�મા�� મા8કુંવ� મા�!	 કું	!��કું � 	કું��ન� માયુ �	શ	, અન	 તે	થે%, આ લિવશ�ળ મા�લિહેતે%ન� �	!� મા�!	 ઉપયુ�ગો% બીનશ	
નહેL . પ��તે� આ કુંહે	વ�ન�� નથે% કું	 આ અલ્ગો�ડિ�ધમા બીધ� મા�ન ખો��બી છે	 . ખો� કું�%ન	 તે	 તે��ણે આપ	 છે	 કું	 જુ� વ�"તેવમા��
પ્રો�યુ�લિગોકું પ���વ� જુ�વ� માળ	 છે	, તે� એન ઇન્	�શન )!*(Insertion Sort) �મા�ન્યુ �%તે	 પ�દગો% )!*(sort) કું�તે� વધ�
��% �%તે	 વતેb છે	, અન	 તે	 બીબી� )!*(sort) કું�તે� બીન્ન	 ��� છે	.  અન	 શ�મા	� શ�મા	� શ�મા	� શ� મા�!	 વતેb છે	  તે	 લિવશ	
લિવચે���, જ્યુ��	 કુંલ્પન� કું�� કું	 અમા	 પહે	�	થે% )!*(sort) કું�	�� 8લિચેમા�� શ�મા	� )!*(sort) ��ગો� કું�%એ ત્યુ��	 શ�� થે�યુ છે	.
જ્યુ��	  પણે આપણે	 પહે	��થે% ક્રમામા��  ગો�ઠવ	� 8લિચેમા��  કું�ઇકું શ�મા	� કું�વ� મા��ગો%એ છે%એ,  ત્યુ��	  અમા	 તે	  શ�ધ%શ��  કું	  તે	
પહે	��થે% જુ તે	 �ચે�� "થે�ન છે	. તે	થે%, ��કું��, જુ	  શ�મા	� તેબીક્કું� છે	, તે	 ��કું�� છે	. શ�મા	� ચેહે	�� મા8ળર્ભ8તે �%તે	 એકું તે��ન�
પછે% મા�7તે થેશ	. તે	થે%, દ�ખો� કું�	� )!*(sort) આવશ્યુકું રૂપ	 �	ખો%યુ માયુ બીનશ	, જુ� તેમા	 પહે	��થે% )!*(sort) કું�	�
અ�જી પ� ��ગો� કુંયુ�G છે	. તે	થે%, આ ઘણે% પડિ�લિ"થેલિતેઓ છે	; ઇન્	�શન )!*(Insertion Sort) વ�"તેવમા�� અન્યુ ઑ�*� n
"ક્વ	�  પ્રોકું��ન% તે��ન�મા��  થે����  �રું�  વતે*ન કું�	  છે	,  પ��તે�  �મા�ન્યુ ક્રમામા��  એન "ક્વ	�  )ર્ટિં!ગો(sorting)  એલ્ગો�ડિ�ધમ્
"વ%કું�યુ* નથે% અન	 અમા	 �	!�ન	 )!*(sort) કું�વ�ન� દ8�"થે હેTલિશયુ�� �"તે�ઓ પ� �8પ કું�વ� મા��ગો%એ છે%એ, કું��ણે કું	 મા�!�
પ્રોમા�ણેમા�� �	!�ન	 )!*(sort) કું�વ� મા�!	 આ અવ્યુવહે�રું છે	.
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ડિ�ઝા�ઇન અન	 એન�લિ�લિ ઓફ એલ્ગો�ડિ�ધમ્ (Design and Analysis of Algorithms)
પ્રો�ફ	� મા�ધવન મા�કું��દ (Prof. Madhavan Mukund)

ચે	ન્નઈ મા	થે	મા	ડિ!કું� ઇલિન્"!ટ્યુ�! (Chennai Mathematical Institute)
વ%કું - 02

મા&ડ્યુ(� - 05
�	ક્ચે� - 13

માર્જ+ &!+ (Merge Sort)
("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ+ ��: 00:06)
તે	થે%,  અમા	 બે	 અ�તેર્જ્ઞા�+ન &ર્ટિં!ગો અલ્ગો�ડિ�ધમ્ ર્જ�યુ� છે	;  પ�દગો% &!+(selection sort)  અન	 લિનવ	શ &!+(Insertion
sort), પ��તે� કુંમાન%બે	 અમા��� મા�!	, પછે% બે�ન	 ઓ�+� n "ક્વ	� હો�ઈ ચે��� થે�યુ છે	. અન	 આપણે	 જાણે%એ છે%એ કું	 ઓ�+� n
ચે�� એ મા�!% એ�	(Array)ન	 &!+ કું�વ� મા�!	 ખ�	ખ� ��% નથે%. તે	થે%, આપણે	 તે	ન� બેદ�	 શ�� કું�% શકું%એ?
("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ+ ��: 00:18)
તે	થે%, અ�	(Array)ન	 વધ� અ�કું��કું �%તે	 &!+ કું�વ� મા�!	 અહો9 એકું �%તે છે	 . તે�, મા�ન% �� કું	 આપણે	 એ�	(Array)ન	 બે	
મા�ન ર્ભ�ગો�મા�� લિવર્ભ�જીતે કું�%એ છે%એ.  તે�,  આપણે	 માધ્યુમા�� ફક્તે કું< ર્જ ર્જ�ઈએ,  આપણે	 ��બે	થે% ર્જ� દ� ર્જ� દ� અન	
ર્જમાણે	 ર્જ� દ� ર્જ� દ� ર્જ�ઈએ છે%એ. હોવ	 ધ��� કું	 આપણે	 "વતે�ત્ર �%તે	 &!+ થેયુ	� લિછેદ્રમા�� ��બે	 અન	 ર્જમાણે	 &!+ કું�% શકું%એ
છે%એ.  તે�,  આપણે% પ�	 ��બે% અ�ધ% &!+  કું�	� છે	,  ર્જમાણે% અ�ધ% &!+  કું�	� છે	.  હોવ	 ર્જ� �પ(ણે+ �%તે	  &!+  કું�	�
એ�	(Array)  મા	ળવવ� મા�!	  બે	  ર્ભ�ગો�ન	 એકું%કું@તે �%તે	  ર્જ��વ�ન� �"તે� છે	 ,  તે� આપણે	 કુંહો% શકું%એ છે%એ કું	 અમા	 તે	ન	
&ર્ટિં!ગોન	 બે	 ન�ન% પ	!� મા"યુ�ઓમા�� તે��%ન	 પડિ�ણે�માન	 �યુ�ર્જન કુંયુ�A છે	.
("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ+ ��: 00:54)
તે	થે%, ચે��� પહો	�� આ �યુ�ર્જન પગો��� ર્જ�ઈએ. તે	થે%, અમાન	 બે	 &!+ કું�	�% (લિચે આપવ�મા�� આવ% છે	 a અન	 b અથેવ� બે	
&!+ કું�	� એ�	(Array) એ અન	 બે% છે	, અન	 અમા	 તે	ન	 એકું &!+ કું�	�% (લિચેમા�� ર્ભ	ગો� કું�વ� મા��ગો%એ છે%એ. તે	થે%, આ કું�ઈકું
છે	 ર્જ	 આપણે	 �ળતે�થે% કું�% શકું%એ છે%એ. ધ��� કું	 અમા��% પ�	 બે	 "!	કું(stack) કું��+ છે	. તે	મા��થે% દ�	કું એકું ર્જ �%તે	 ચેઢતે�
ક્રમામા�� છે	. પછે% આપણે	 શ�� કું�%શ�� તે	 છે	 કું	 આપણે	 Dથે% વધ� કું�ડ્+ન	 "!	કું(stack)ન% ર્જરૂ� છે	, અન	 બે�ન	ન	 ન�ન�� �� અન	
તે	ન	 નવ� "!	કું(stack)મા�� ખ	��. અન	 આપણે	 આ કું�વ�ન�� ચે��� ��ખ% શકું%એ, ત્યુ�� �ધ% આપણે	 બેધ� તેત્વ�ન	 નવ� ક્રમામા��
ગો�ઠવ	� "!	કું(stack)મા�� ખ	�%શ��.  તે	થે%,  આ એકું અ�તેગો+તે લિવ�%ન%કું�ણે છે	.  તે	થે%,  મા��% પ�	 બે	 "!	કું(stack)  છે	.  તે	થે%,
મા��% પ�	 બે	 "!	કું(stack) કું��+ છે	, ર્જમાણે% બે�ર્જ� . તે	થે%, હો� � દ�	કુંમા�� Dથે% વધ� !�ચેન� કું��+ન	 ર્જ�શ�, અન	 પછે% તે	મા��થે% એકું
નવ�� "!	કું(stack) ર્જશ	. અન	 પછે% આ ગોયુ� અન	 તે	થે% હોવ	 હો� � આગોળન% વ	લ્યુ� પ� ધ્યુ�ન આપ%શ, અન	 તે	ન�થે% તે	ન% તે��ન�
કું�%શ, અન	 પછે% આમા��થે% એકું અહો9 પણે આવશ	. તે	થે%, અ�તે	 હો� � &!+ કું�	� (લિચેન% નવ% "!	કું(stack) બેન�વ% શકું�� છે� �.
("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ+ ��: 01:53)
તે	થે%, ચે��� આપણે	 આન	 એકું ખ(બે �ળ ઉદ�હો�ણેમા�� ર્જ�ઈએ. તે	થે%, ધ��� કું	 તેમા	 બે	 &!+ કું�	� (લિચેન	 માર્જ+  કું�વ� મા��ગો�
છે�. તે	થે%, આ ચેઢતે� ક્રમામા�� &!+ કું�વ�મા�� આવ	 છે	  અન	 તે	થે% આ ચે�તે� ક્રમામા�� ગો�ઠવવ�મા�� આવ	 છે	 . તે	થે%, પ્રોથેમા પગો���,
!�ચેન% તે�ફ ર્જ�વ�� છે	. તે	થે%, ચે��� ધ��	 છે	  કું	 !�ચેન% દ્રલિIએ આ ર્જ	વ� �ખ	�� છે	 . તે	થે%, મા��% પ�	 આ "!	કું(stack) છે	,
અન	 મા��% પ�	 આ "!	કું(stack) છે	. તે	થે%, હો� � !�ચેન% Dથે% વધ� ઘ!કું�ન	 ર્જ�ઉં છે� �, અન	 પછે% હો� � કુંહો� � છે� �  કું	 બે�ન	ન� ન�ન��
ન�ન� મા��� નવ� "!	કું(stack)ન� Dથે% મા�!� ર્ભ�ગો હો�વ� આવશ્યુકું છે	.
("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ+ ��: 02:23)
તે	થે%, આ ડિકું"�મા�� હો� � 21 આઉ! કું�%શ, અન	 હો� � તે	ન	 અહો9 ખ	�%શ. હોવ	 માન	 �ખ�વવ�� પ�શ	, બે	 "!	કું(stack) મા�� Dથે%
વધ� ઘ!કું� શ�� છે	; 32 અન	 55 હો�ઈ શકું	 છે	. તે	થે%, હોવ	, હો� � આ ન�ન� 2 ન	 32 વ�	 �ખ�વ%શ અન	 તે	ન	 ખ	�%શ. હોવ	 હો� � 55
અન	 74 ન% �ખ�માણે% કુંરું� છે� �, અન	 તે	થે% 55 ચે��	 છે	, અન	 હો� �  74 અન	 64 ન% �ખ�માણે% કુંરું� છે� �. તે	થે%, હોવ	 64 ન%
બેહો�� ન%કુંળ�. હોવ	 મા��% પ�	 બે%જા "!	કું(stack)મા�� કું�ઈ બે�કું% નથે%, તે	થે% પ્રોથેમા "!	કું(stack) &!+ કું�	� ક્રમામા�� છે	, તે	થે%
હો� � તે	ન	 ક્રમામા�� કું&લિપ કું�%શ. તે	થે%, પ્રોથેમા હો� � 74 ન	 ખ	�	 છે	 અન	 પછે% હો� � ખ	�%શ, આ ખ(બે ર્જ �ળતે�થે% મા�લિવI વ"તે�
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છે	 કું	 જ્યુ��	 આપણે	 ર્ભDલિતેકું રૂપ	 બે	 &!+ કું�	�% (લિચે �થે	 વ્યુવહો�� કું�%એ છે%એ ત્યુ��	 અમા	 ફ�%થે% કું�દ�તે% �%તે	 કું�મા કું�%એ
છે%એ, અન	 અમા	 તે	ન	 �મા�ન્યુ એ�	(Array) �થે	 પણે કું�% શકું%એ છે%એ.
("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ+ ��: 03:05)
તે	થે%,  હોવ	,  આપણે	 તે	ન� ઉપયુ�ગો કું	વ% �%તે	 કું�વ� મા�!	 કું�%એ છે%એ.  ર્જ	મા આપણે	 કુંહ્યું�� તે	મા અમા�રું� �ક્ષ્યુ મા"યુ�ન	 બે	
મા�ન પ	!� મા"યુ�ઓમા�� તે��વ�� છે	 . પ	!� મા"યુ�ઓન�� લિન��કું�ણે કું�� અન	 અ�લિતેમા ઉકું	�મા�� બે	 �લ્યુ�શનન	 માર્જ+  કું��. તે�,
આપણે	 તે	ન	 0 થે% n ન	 2 થે% 2 ન	 2 n ઓછે� 1 ન	 અ�ગો કું�%શ��. તે�, આપણે% પ�	 0 થે% n ઓછે� 1 ન% (ચેકું��કું છે	. તે	થે%,
આપણે	  2  ઓછે�  1  અન	  n  એ 2  ન% માધ્યુબિંબેદ� તે�%કું	 �ઈએ છે%એ.  તે	થે%,  આપણે	 આ અ�ગો �%તે	 �!+ કું�%એ છે%એ,
આપણે	 આ અ�ગો �%તે	  �!+  કું�%એ છે%એ,  અન	  પછે% આપણે	  તે	ન	  માર્જ+  કું�%એ છે%એ.  તે	થે%,  આ અમા��%  પ�	  ર્જ	
વ્યુ(હો�ચેન� છે	, અન	 આ તે	 છે	 કું��ણે કું	 અ�લિતેમા પગો��� બે	 ઉકું	��ન	 માર્જ+ કું�	 છે	 . આ એકુંદમા કું�દ�તે% �%તે	 માર્જ+  &!+ છે	 . હોવ	 માS
કુંહ્યું�� છે	  કું	 આપણે	 આ વ"તે�ન	 બે	 પ	!� મા"યુ�ઓમા�� ર્ભ��ગો%શ��. તે�, હો� � આ કું	વ% �%તે	 ઉકું	���? �રું હો� � વ���વ�� એકું ર્જ વ"તે�
કું�%શ. હો� � આ બે	ન	 બે	 પ	!� મા"યુ�ઓમા�� ર્ભ�%શ, અન	 હો� � આન	 માર્જ+  કું�%શ. હો� � આન	 બે	 પ	!� મા"યુ�ઓ �થે	 ર્ભ�ગો કું�%શ
અન	 આન	 માર્જ+  કું�%શ.  તે	થે%,  હો� � બે મા"યુ�મા�� વ"તે�ન	 ર્ભ�ગો કુંરું� છે� �,  જ્યુ�� �ધ% તેમા	 બે મા"યુ� પ� ન પહોTચે�,  ર્જ	
આપણે	 ર્જ�યુ�� છે	, ર્જ	 1 ન�� કુંદ છે	.
("��ઇ�માયુન� �દર્ભ+ ��: 04:10)
તે� ચે��� આગોળ વધતે� પહો	��� આપણે	 એકું ઉદ�હો�ણે ર્જ�ઈએ છે%એ. તે	થે%, અહો9 એ�	(Array)ન�� ઉદ�હો�ણે છે	 ર્જ	  આપણે	
&!+ કું�વ� મા��ગો%એ છે%એ. તે	થે%, પ્રોથેમા પગો��� તે	ન	 બે	 ર્ભ�ગો�મા�� તે��વ� છે	. તે	થે%, આપણે	 ��બે	 ર્ભ�ગો �ઈએ છે%એ. તે	થે%, આ
એકું માધ્યુબિંબેદ� છે	. તે	થે%, આપણે	 ��બે	 ર્ભ�ગો �ઈએ છે%એ, ર્જ	 પ્રોથેમા ચે�� તેત્વ� છે	, અન	 ર્જમાણે% બે�ર્જ� . અન	 હોવ	 આપણે	
આ ર્ભ�ગોમા�� માર્જ+  &!+ન	 અ�ગોથે% ��ગો� કું�%શ��; છે	વ!	, આપણે	 ર્જવ�બેન	 માર્જ+  કું�%શ��. તે	થે%, ��બે	 ર્ભ�ગોમા�� માર્જ+  &!+ ��ગો�
કુંયુ�+ પછે%, તેમા��	 તે	ન	 ફ�%થે% બે	 ર્ભ�ગોમા�� ર્ભ�ગો કું�વ�� આવશ્યુકું છે	. હો� � આ બિંબેદ�ન	 બે	 ર્ભ�ગો�મા�� લિવર્ભ�જીતે કું�વ� મા�!	 �ઈશ.
અન	 ર્જમાણે% બે�ર્જ�એ,  મા��	 આ બિંબેદ� �	વ% પ�શ	,  અન	 બે	 ર્ભ�ગોમા�� વહોSચેવ��  પ�શ	.  હોવ	 આપણે	 કુંહો% શકું%એ કું	 આપણે	
�ળતે�થે% કુંદ બે	 એ�	(Array) કું�% શકું%એ છે%એ, પ��તે� ચે��� આપણે	 બે	ઝા કું	 �ધ% પહોTચ્યુ� ત્યુ�� ર્જ ચે��%એ. બે	ઝા કું	�
જ્યુ��	 આપણે% પ�	 મા�ત્ર એકું ર્જ તેત્વ છે	 અન	 કું�ઈ &ર્ટિં!ગો આવશ્યુકું નથે%. અમા	 આમા��ન� દ�	કુંન	 બે	 ર્ભ�ગોમા�� લિવર્ભ�જીતે
કું�%શ��. તે	થે%, નTધ �� કું	 ગોવ� મા�!	 આપણે	 કું�ઈકું �%ધ�� છે	  જ્યુ�� હો� � 2 વ�	 ર્ભ�ગો�કું�� કું�% શકું�� છે� �, પ��તે� &!+ કું�	� માર્જ+મા��
કું�ઈ માયુ�+દ� નથે%, તે	 કું�ઈપણે કુંદ મા�!	 કું�મા કું�શ	. અમા�કું માયુ	 જ્યુ��	 તેમા	 અમા�ન લિવર્ભ�ર્જન કું�� છે�, ત્યુ��	 બે	 ર્ભ�ગો એકું
�ખ� કુંદમા�� નહો9 હો�યુ, પ��તે� તે	 ખ�	ખ� ફ�ર્જ પ��	 છે	. હોવ	 આપણે	 છે	લ્�� ર્ભ�ગોન	 બે	 ર્ભ�ગોમા�� ર્ભ��ગો%શ��. તે	થે% 43 હોવ	 છે	.
તે	થે%, આ (ચેવવ� મા�!	 �%��� છે	  કું	 આ હોવ	 એકું તેત્વ છે	  અન	 તે	થે% &!+ કું�	���, આ પણે છે	. અન	 તે	 ર્જ �%તે	 આપણે	 આ
છે	લ્�� પગો���ઓમા��થે% દ�	કુંન	 �ઈ શકું%એ છે%એ અન	 હોવ	 8 બિંગો� તેત્વ મા	ળવ% શકું%એ છે%એ, ર્જ	 &!+ થે�યુ છે	. હોવ	 અમા	
માર્જિંર્જગો શરૂ કું��. તે�, આપણે	 આ બે�ન	ન	 માર્જ+ કું�વ� ઈચ્છે%એ છે%એ,
(()),અન	 તે	વ% ર્જ �%તે	  આપણે	 આ બે�ન	ન	 માર્જ+  કું�વ� મા��ગો%એ છે%એ.  તે�,  આપણે	 પહો	�� બે	 માર્જ+  કું�%એ,  અન	 પછે%
આપણે	 આન	 માર્જ+  કું�%એ, ન�ન� ન	, પછે% તે	 પહો	�� જાયુ. તે	થે%, આ હોવ	 &!+ થેયુ	� છે	. એ ર્જ �%તે	, આપણે	 બે%જા ર્જ��%ન	
માર્જ+  કું�%એ છે%એ,  તે	 ક્રમામા�� ફ	�ફ�� કું�	 છે	 , કું��ણે કું	  78 કું�તે� ઓછે� �  22. આપણે	 ત્ર%જી ર્જ��%ન	 માર્જ+  કું�%એ છે%એ અન	
તે	ઓ લિવલિનમાયુ થે�યુ છે	,  અન	 આપણે	 ચે�થે% ર્જ��%ન	 ફ�%થે% માર્જ+  કું�%એ છે%એ તે	 પછે% તે	ઓ લિવલિનમાયુ થે�યુ છે	 . ત્યુ�� એકું
માહોત્વપ(ણે+ નTધ છે	  કું	 લિવલિનમાયુ કુંદ %ધ% %ધ% ર્જ�તે��, લિવલિનમાયુ થેયુ� ન હોતે�, પ��તે� આ બે	 મા(લ્યુન	 ર્જ�ઈન	, ન�ન�ન	 એકું
પછે% ન%ચે	 ન%ચે	 �	તે�. હોવ	 હો� � આ બે�ન	 એ�	(Array)ન	 ��બે�ઈ 4 ન� &!+ કું�	� 	ગોમા	ન્!મા�� માર્જ+ કું�વ� મા��ગો�� છે� �, અન	 આ બે	
એ�	(Array) તે	 ��બે�ઈ 4 ન� 	ગોમા	ન્!ન	 &!+ કું�	 છે	. તે	થે%, ફ�%થે% માર્જિંર્જગો ��ગો� કું��. તે	થે%, નTધ �� કું	 22 પહો	�� આવશ	,
32 અહો9 આવશ	, પછે% 43 અહો9 આવશ	, અન	 પછે% 78 અહો9 આવશ	. ર્જ� હો� � આ ��ગો� કુંરું� તે� માન	 22 32 43 અન	 78
માળશ	. તે	વ% ર્જ �%તે	 અહો9 30 અહો9 આવ	, પછે% 57, પછે% 63, અન	 પછે% 91. તે	થે%, આ છે	માર્જિંર્જગો અ�. અન	 અ�તે	, મા��	
આ બે�ન	ન	 માર્જ+  કું�વ�� પ�શ	. તે�, આ Dથે% ન�ન�� 1 અન	 13 અહો9 ર્જશ	, પછે% હો� � 22 કું�%શ, પછે% હો� � 32 કું�%શ, પછે% માન	
43 માળશ	, પછે% માન	 57 માળશ	, પછે% માન	 63 માળશ	, અન	 માન	 78 માળશ	, પછે% માન	 91 માળશ	. તે	થે%, કુંદ ચે��ન� આ બે	
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બે એ�	(Array)ન	 માર્જ+  કું�વ�થે% માન	 અ�લિતેમા ર્જવ�બે માળશ	. તે�, આ કું	વ% �%તે	 કું�મા કું�	 છે	 &!+ કું�મા કું�	 છે	 . તેમા	 તે	ન	 બે	
ર્ભ�ગો�મા�� તે���, એકું ર્જ વ્યુ(હો�ચેન�ન� ઉપયુ�ગો કું�%ન	 બે	 ર્ભ�ગો�ન	 ફ�%થે% ઉકું	�વ� અન	 તે	માન	 માર્જ+ કું��.
("��ઇ�માયુન� �દર્ભ+ ��: 07:02)
તે	થે%, આ �મા�ન્યુ �%તે	 એકું લિદ્ધ��તે છે	 ર્જ	  ઘણે% મા"યુ�ઓ પ� ��ગો� થેઈ શકું	 છે	 . તે	થે%, ર્જ� તેમા	 કું�ઈ મા"યુ� �ઈ શકું�
છે�,  અન	 તે	ન	 બે	 અથેવ� વધ� ર્ભ�ગો�મા�� લિવર્ભ�લિર્જતે કું��;  ર્જ	મા કું	 આ ર્ભ�ગોન	 તે	 ર્ભ�ગોથે% "વતે�ત્ર કું�% શકું�યુ છે	 ,  અન	 કું�ઈ
ઓવ��	પ નથે%. તેમા	 આન	 અ�ગોથે% હો� કું�� છે�, તેમા	 આન	 અ�ગો �%તે	 હો� કું�� છે�, અન	 હોવ	 તેમા	 કું�ઈકું �%તે	 ર્જ��વ�
મા��ગો�  છે�.  આ ચે�ક્કું અલ્ગો�ડિ�ધમ્ �યુ�ર્જનમા��  માર્જ+  થેઈ �હ્યું��  છે	 .  અમા	 પછે%થે% તે	ન	  અન્યુ ર્ભ�ગોમા��  ર્જ�ઈશ��  અન	
એલ્ગો�ડિ�ધમ્ન% તે��ન� કું�%શ��, ર્જ� લિમાશ્રણેન	 કું�ઈ અ�ગો વ્યુ(હો�ચેન�ન% આવશ્યુકુંતે� હો�યુ, પ��તે� �પ(ણે+ લિવચે��� એ છે	 કું	 તેમા	
મા"યુ�ન	 ન�ન% મા"યુ�ઓમા�� ર્ભ�ગો કું�% શકું� છે� અન	 પછે% તે	ન	 એકું%કું@તે કું�% શકું� છે�. પછે% તેમા	 કું�યુ+ક્ષમાતે�ન� �દર્ભ+મા��
ઘણે%વ�� ��ર્ભ મા	ળવ% શકું� છે�.  અગોત્યુન% વ�તે એ છે	  કું	 મા"યુ�ન	 કું	વ% �%તે	 મા�વ% શકું�યુ છે	  અન	 ઉપ મા"યુ�ઓમા��
મા�ધ�ન કું	વ% �%તે	 કું�વ�� તે	 અન	 મા"યુ�ન	 ઉકું	�વ� મા�!	 આ પ	!� મા"યુ�ન	 ઉકું	�વ� મા�!	 કું	વ% �%તે	 અ�કું��કું �%તે	 ર્જ��વ��
તે	 છે	.
("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ+ ��: 07:50)
તે�,  ચે��� આપણે	 આપણે� માર્જ+  &!+  પ� પ�છે� આવ%એ અન	 વ�"તેલિવકું કું��ન% દ્રલિIએ એલ્ગો�ડિ�ધમ્ન	 ઔપચે�ડિ�કું
બેન�વવ�ન� પ્રોયુ� કું�%એ. તે	થે%, હો� � કું	વ% �%તે	 બે	 શ�!+વ�ળ% (લિચે અથેવ� બે	 &!+ કું�	�% એ�	(Array) A અન	 B ન	 ત્ર%જી
ક્રમામા�� ગો�ઠવ	� (લિચેમા�� ર્જ���� છે� �. �રું ર્જ� આપણે	 ર્જ�યુ�� કું	 બે�ન	મા��થે% એકું ખ��% છે	 , તે� માન	 ખબે� છે	 કું	 ર્જ	  કું�ઇકું હો� � ફક્તે
બે%જાન% નકું� કું�વ� મા��ગો�� છે� � . તે	થે% ર્જ� A મા�� કું�ઈ તેત્વ બે�કું% નથે%, તે� હો� � ફક્તે કું&લિપ કું�% શકું�� છે� �  બે% મા�!	 C મા��. ર્જ� B
ખ��% હો�યુ તે� હો� �  A મા�� C ન	 કું&લિપ કું�% શકું�� છે� �; અન્યુથે� આપણે	 એ અન	 બે% ન� પ્રોથેમા ઘ!કુંન% �ખ�માણે% કું�%એ અન	
ન�ન�ન	 પછે% ખ	�%એ, અન	 બેધ�� ર્જ ખ	ડ્યુ� ત્યુ�� �ધ% આપણે	 આન	 પ�ન��વતે+ન કું�%એ.
("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ+ ��: 08:25)
તે	થે%, અહો9 એકું �ળ અન�રૂપ માર્જ+  ફ�ક્શન છે	. તે	થે%, ઇનપ�! તે�%કું	 બે	 એ�	(Array)ઝા �	 છે	. એ�	(Array) એકું કુંદ એમા
�ઈ ��. તે	થે%, 0 થે% n ઓછે� 1. ચે��� એ�	(Array) બે% �ઈએ, ર્જ	 લિવલિવધ કુંદ 0 થે% n ઓછે� 1 હો�ઈ શકું	 છે	, અન	 તે	ન��
�ક્ષ્યુ બેન�વવ�� અન	 નવ�� એ�	(Array) % છે	. હોવ	 આપણે	 %ન�� કુંદ જાણે%એ છે%એ, કું��ણે કું	 ત્યુ�� બેધ�� ર્જ આવવ�� ર્જ�ઈએ
અહો9 તે	થે%, તે	 0 થે% m વત્તા� n ઓછે� 1 બે��બે� થેશ	. તે	થે%, આપણે	 શ�� કું�%એ છે%એ, આપણે	 અમા�કું "થે�ન જાળવ% ��ખ%એ
છે%એ. તે	થે%, આપણે	 કુંહો%એ છે%એ કું	 ઠ%કું છે	, હો� � વતે+મા�ન લિ"થેલિતે ર્જ	  હો� � ર્જ�ઈ �હ્યું� છે� � , ર્જ	 બે%, વતે+મા�ન લિ"થેલિતે હો� � બે% તે�ફ
ર્જ�ઈ �હ્યું� છે� �, અન	 કું	 બે% વતે+મા�ન લિ"થેલિતે હો� � % ર્ભ�વ�ન� પ્રોયુ� કું�% �હ્યું� છે� �  તે	થે% હોવ	, આપણે	 જાણે%એ છે%એ કું	 ત્યુ��
એન પ્� 1 પગો��� છે	. તે	થે% આપણે	 �(પ મા�કું%એ છે%એ ર્જ	 કુંહો	 છે	 કું	 આ લિવચે�� એન પ્� 1 મા% પ્� n વખતે ચે��	 છે	.
તે	થે%, ર્જ� આપણે	 પહો	��થે% ર્જ અ�તે �ધ% પહોTચે% ગોયુ� છે	, ર્જ� j એ પહો	��થે% ર્જ અ�તે છે	, અથેવ� ર્જ� હો� � બે% j કું�તે�� ન�ન%
છે	. તે�, આ વ�"તેલિવકું માર્જ+ પગો��� છે	. ર્જ� હો� � A ન� ન�ન� અથેવ� બે��બે� બે. ર્જ	 આપણે	 કું�%શ��, તે	 છે	 કું	 આપણે	 અહો9 મા(લ્યુ
કું�%શ��, અન	 પછે% આપણે	  કું�%શ�� અન	 j વધ��� કું�%શ��. તે	થે%, આપણે	 % કું	 હો� � ખ	�%શ�� અન	 હો� � વધ��%શ અન	 કું	 વધ��� થેશ	.
પણે ર્જ� j એ મા�ન છે	, તે� તે	 પણે થે�યુ છે	. ર્જ� j એ મા�ન છે	, તે� તે	ન� અથે+ એ છે	 કું	, આ પ�ઇન્!� ખ�	ખ� ત્યુ�� પહોTચે	
છે	.  તે	થે%,  "કું	ન કું�વ� મા�!	 કું�ઇપણે બે�કું% નથે%.  તે	થે%, j  એ બે��બે� n ન� અથે+ છે	  કું	 ખ�	ખ� ર્જમાણે% બે�ર્જ�ન% બેહો�� છે	 .
તે	થે%, તે	 બિંબેદ�થે% આગોળ છે	. તે	થે%, "કું	ન કું�વ� મા�!	 કું�ઈ નથે%. તે	થે%, આપણે	 ફક્તે એ થે% % �ધ% દ�	કું વ"તે�ન% નકું� કું�%શ��,
તે	થે%, ર્જ� આપણે	 એલિ�મા	ન્!ન% નકું� કું�%એ છે%એ, તે� વતે+મા�ન ઘ!કું A થે% C ર્જ� ર્જ� હો� � બે%ર્જ	  કું�તે� ન�ન� હો�યુ અથેવ�
બે%મા�� કું�ઈ ન હો�યુ તે�, આપણે	 વતે+મા�ન ઘ!કુંન% નકું� કું�%એ છે%એ, કું��ણે કું	 આપણે	 ફક્તે બેધ�� એકું થે% %ન% નકું� કું��.
તે	થે%, માપ્રોમા�ણેતે� કું	 છે	, જ્યુ��	 આપણે% પ�	 A મા�!% હો�યુ ત્યુ��	 બે%. j. તે	થે%, ર્જ� હો� � બે% j કું�તે�� મા�!� હો�યુ, તે� પછે%
આપણે	 શ�� કું�વ� મા��ગો%એ છે%એ,  આ મા(લ્યુ અહો9 કું&લિપ કું��.  તે	થે%, આપણે	 j  અપ અન	 k ખ	�વ� મા��ગો%એ છે%એ.  તે	થે%,
આપણે	 % કું	 ર્જ	  ઇક્વ� !� બે% ર્જ	  નકું� કું�%એ છે%એ, બે% ર્જ	  થે% % કું	 પ� વ	લ્યુ�ન% નકું� કું�%એ છે%એ, અન	 ર્જ	  અન	 કું	
બે�ન	ન	 વધ��%એ છે%એ. અન	 ર્જ	મા આપણે	 પહો	�� કુંયુ�A હોતે�� તે	મા, બે%ર્જ� �  કું��ણે આપણે	 ર્જ	  કું�વ�ન�� ઇચ્છે%એ છે%એ તે	 છે	 , ર્જ	મા
કું	 આપણે	 પહો	��થે% ��બે�ઈ કું�% દ%ધ% છે	 .  તે	થે%,  ર્જ� આપણે	 અત્યુ��	 અહો9 છે%એ.  તે	થે%,  એ થે�કું% ગોઈ છે	,  પછે% આપણે	
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બે%ર્જ� % મા��થે% %થે% આગોળન� ઘ!કું પણે ખ	�%શ��, તે� આ �ળ છે	  જ્યુ��	 �(પ ર્જમાણે	 છે	. તે	મા�� ર્જવ� મા�!	ન� ઘ!કું�
બે��બે� ઘણે� પગો��� �	 છે	, અન	 દ�	કું પગો��મા�� હો� � એકું વધ� ઘ!કું % પ� ખ	��; વતે+મા�ન ઘ!કુંન� મા�પદ��ન	 આધ��	 એકું
અથેવ� બે%મા��થે% ક્યુ�� તે� હો� � ર્જ�ઈ �હ્યું� છે� �.
("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ+ ��: 10:56)
તે	થે%, મા�ગો+થે% માર્જ+  થેઈ ગોયુ� છે	. હોવ	, આપણે	 &!+ કું�	�% માર્જ+ન	 ર્જ�ઈ શકું%એ છે%એ. તે	થે%, ર્જ� આપણે	 કુંદ n લિનદ̂શ��કું C
0 થે% n minus 1 ન	 &!+ કું�વ� મા��ગો%એ છે%એ, તે� આપણે	 એકું નવ% એ�	(Array) બેન�વવ% પ�શ	 ર્જ	  આપણે	 કુંહ્યું�� છે	 ,
કું��ણે કું	 માર્જિંર્જગોન	 તે	 બે	 વ"તે�ઓન	 નવ% વ"તે�મા�� કું&લિપ કું�વ% પ�શ	. તે	થે%, આખ�	 તે	 ર્જ કુંદન� નવ� એ�	(Array) બે%ન	 �ઇ
અન	 &!+ કું�વ�મા�� આવશ	. તે	થે%, ર્જ� n એ 1 છે	. ર્જ� આપણે% પ�	 કુંદ એકું તેત્વ હો�યુ, તે� અમા��% પ�	 મા(ળ કું	 છે	 , કુંશ��
કું�વ�� ર્જ�ઈએ નહો9. નબિંહોતે� આપણે	 ��બે� ર્ભ�ગોન	 બે એ�	(Array)મા�� ગો�ઠવ%શ�� l. ��બે% અન	 ર્જમાણે% બે�ર્જ�  મા�!	 આપણે	
ર્જમાણે% અ�ધ% અધ+ એ�	(Array) આ� મા�� &!+ કું�%શ��, અન	 પછે% તે	 ફ�ક્શનન� ઉપયુ�ગો કું�%ન	 તે	 બે	ન	 માર્જ+ કું�%શ��.
("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ+ ��: 11:38)
તે	થે%, આ ખ(બે ર્જ "પI ડિ�કુંર્સિવ એલ્ગો�ડિ�ધમ્ છે	 . તે	થે%, આપણે	 &!+ન	 ��બે	થે% ર્જમાણે	 માર્જ+  કું�વ� મા��ગો%એ છે%એ. તે	થે%,
આપણે	 તે	 ગ્રહોણે કું�%શ��,  અન	 આપણે	 ��બે	થે% ર્જમાણે	 કુંહો%એ છે%એ,  અમા�રું� માતે�બે છે	  કું	 ��બે	થે% મા�!�ર્ભ�ગોન� "થે�નન	
��બે	 કુંહો	વ�મા�� આવ	 છે	, અન	 ર્જમાણે% બે�ર્જ�ન% મા�!�ર્ભ�ગોન% અન�ક્રમાલિણેકું� વ�"તેવમા�� બે��બે� 1 છે	. તે	થે%, આ ખ�	ખ� એકું
પછે% વધ� છે	 કું	 અમા	 &!+ કું�વ� મા��ગો� છે�. તે�, આપણે	 આ 	ગોમા	ન્!ન	 ��બે	થે% શરૂ કું�વ� અન	 એકું તે�ફ ર્જવ�ન�� છે	 , ર્જ	મા�� 1
ન% બે�દબે�કું% છે	. તે	થે%, ર્જ� આ 	ગોમા	ન્! ��બે�ઈન� હો�યુ તે� D પ્રોથેમા, તે� આપણે	 ફક્તે મા(લ્યુન	 બે%મા�� કું&લિપ કું�%એ. અમા	
મા(લ્યુન% કું&લિપ કું�%એ છે%એ ��બે% બે�ર્જ�  નબિંહોતે� આપણે	 શ�� કું�%એ છે%એ,  અમા	 કું�%એ છે%એ,  અમા	 લિમા�પ�ઇન્! શ�ધ%એ
છે%એ,  અન	  પછે% અમા	  કું&લિપ કું�%એ છે%એ,  પ��તે�  માધ્યુન� મા�વ	શ નહો9 કું�%એ.  તે	થે%,  આન� અથે+  એ છે	  કું	  આપણે	
ઉપન�માથે% માધ્યુમા 1 ઓછે� છે	. તે	થે%, આ ��બે	થે% માધ્યુમા 1 ��બે% બે�ર્જ�એ �હો	શ	, અન	 તે	 માધ્યુથે% ર્જમાણે% બે�ર્જ�  1 થે% &!+
કું�શ	. તે	થે%, તેમા	 શ�� કું�� છે� ખ�તે�% કું�વ� મા�ગો%એ છે%એ કું	 આપણે	 આકુંલિ"માકું �%તે	 �બિંપગો(Looping) કું�તે� નથે%. તે	થે%,
અમા	 ખ�તે�% કું�વ� મા��ગો%એ છે%એ કું	 માધ્યુમા મા(લ્યુ ર્જ	  બે�ન	 વ"તે�ઓમા�� દ	ખ�યુ છે	 .  માધ્યુમા�� મા(લ્યુ ફક્તે તે	મા��થે% કું�ઈ નથે%;
એ!�	 કું	 ર્જમાણે� બે�ર્જ�
((માયુન��દર્ભ+: 13.02)),
તે	થે% આ કુંયુ�+. પછે% હો� � મા��� માર્જ+  ફ�ક્શનન� ઉપયુ�ગો કું�%શ l,  માર્જ+  કું�વ� મા�!	, ર્જ	  મા�પ માધ્યુમા ��બે� પણે છે	, અન	 આ�
બે��બે� ઓછે� મા�ધ્યુમા બે% છે	.  તે	થે%,  આ તે	  ફ�કુંશન છે	  ર્જ	  આપણે% પ�	  છે	.  તે	થે% તે	  એકું ખ(બે ર્જ �ળ �%કુંaવ
(recursive)  વ"તે� છે	.  લિમા�પ�ઇન્! શ�ધ�,  ��બે� અ�ધ�ન	 &!+ કું��,  ર્જમાણે% અ�ધ% &!+ કું�� અન	 તે	ન	 માર્જ+  કું��.  ર્જ	મા
આપણે	 કુંહ્યું�� તે	મા, તે	 વ�"તેવમા�� માહોત્વ ધ��વ	 છે	  કું	 A એ ��બે�ઈન� પણે છે	  અથેવ� તે	 બે	 ગો�ણે��કું છે	 . તે	થે%, તે	 કુંદ�ચે અ�ધ��
અન	 ર્જમાણે� અ�ધ� મા�ન ��બે�ઈન�� નહો9 હો�યુ; એકું તે	 ���બે� માયુ �ધ% �હો	શ	, એકું !(�કું� હોશ	. તે	 ખ�	ખ� કું�ઈ વ��ધ� નથે%.
આ બેધ� ડિકું"�ઓમા�� કું�મા કું�	 છે	.  આન��  લિવશ્�	ષણે કું�વ� મા�!	,  તે	 ખ(બે %ધ��  આગોળ નથે%,  તે	થે% અમા	 તે	ન	 આગો�મા%
મા�ડ્યુ�� પ� "થેલિગોતે કું�%શ��.

51



ડિ�ઝા�ઇન અન	 એન�લિ�લિ ઓફ એલ્ગો�ડિ�ધમ્ (Design and Analysis of Algorithms)
પ્રો�ફ	� મા�ધવન મા�કું��દ (Prof. Madhavan Mukund)

ચે	ન્નઈ મા	થે	મા	ડિ!કું� ઇલિન્"!ટ્યુ�! (Chennai Mathematical Institute)
વ%કું - 02

મા&ડ્યુ(� - 06
�	ક્ચે� - 14

માર્જ+ &!+: એન�લિ�લિ (Merge sort: Analysis)
તે	થે%,  આપણે	 લિવભા�ર્જન અન	 લિવર્જયુન% વ્યુ(હ�ચેન�ન� ઉપયુ�ગો કું	વ% �%તે	 કું�વ� તે	 ર્જ�યુ�� છે	 ,  અમા	 �ર્ટિં!ગો એલ્ગો�ડિ�ધમાન	
માર્જ+  &!+ તે�%કું	 ઓળખા�તે� અમા�મા�� મા(ક્યુ� છે	.  તે	થે%,  હવ	 આપણે	 માર્જ+  &!+ વ�"તેવમા�� વતે8 છે	  કું	 નહ9 તે	 નક્કું% કું�વ�
મા��ગો%એ છે%એ, ઓ�+� એન "ક્વ	� ઇન્ટ્યુ�ડિ!વ પ્રોકું��� ર્જ	મા કું	 લિનવ	શ &!+(Insertion sort) અન	 પ�દગો% &!+(selection
sort ) કું�તે� વધ� �રું�.
("��ઇ�!�ઇમાન� �દભા+ ��: 00:18)
તે	થે%, માર્જ+ &!+ન�� લિવશ્�	ષણે કું�વ� મા�!	, આપણે	 > પ્રોથેમા માર્જ+  ઑપ�	શનન	 ર્જ�વ�ન% ર્જરૂ� છે	 . તે	થે%, યુ�દ ��ખા� કું	 જ્યુ��	
આપણે	 બે	 &!+ કું�	� (લિચેન	 માર્જ+  કું�%એ છે%એ,  ત્યુ��	 આપણે	 શ��  કું�%એ છે%એ,  અમા	 બે�ન	 બે�ર્જ�  બે�ર્જ�  બે�ર્જ�એ �ઈએ
છે%એ અન	 અમા	 દ�	કું (લિચેન� ન�ન� તેત્વ�ન	 અ�લિતેમા (લિચે %મા�� %ધ% નકું� કું�%એ છે%એ.
("��ઇ�!�ઇમા: 00 ન� �દભા+ �� : 37)
તે�, આ તે	 કું�� હતે� ર્જ	 આપણે	 છે	લ્�	 �ખ્યુ�� હતે��. તે	થે%, મા(ળરૂપ	 આપણે% પ�	 (લિચે A છે	, ર્જ	 0 થે% મા% ઓછે� 1 થે% ચે��	
છે	  અન	 આપણે% પ�	 બે%જી (લિચે બે% છે	, ર્જ	  0 થે% n ઓછે� 1 થે% ચે��	 છે	  અન	 આપણે	 આઉ!પ�!ન	 ત્રી%જી (લિચે %મા��
ઉત્પન્ન કું�%એ છે%એ, ર્જ	મા�� 0 થે% m વત્તા� (ચેકું��કું છે	. n minus 1. તે	થે%, આપણે	 શ�� કું�%એ છે%એ, આપણે	 (લિચે I મા�� j
ઇન્�	ક્ I, J ન	 આ (લિચે અન	 ઇન્�	ક્ કું	 મા�� મા(કું%એ છે%એ અન	 આપણે	 આ બે	 મા(લ્યુ�ન% તે��ન� કું�%એ છે%એ અન	 અમા	 બે	
મા(લ્યુ�ન% ન�ન��  �ઈએ છે%એ અન	 તે	ન	  ખા	�%એ છે%એ.  અન	 પછે% આ ખા	�� અન	  પછે% આપણે	 આ બે	 (ચેકું��કું�ન	
ખા	�તે� �હ%એ અન	 જ્યુ��	 આપણે	 ખા	�%એ છે%એ ત્યુ��	. તે	થે%, પ્રોશ્ન એ છે	 કું	 આ કું	!�� માયુ �	 છે	?
("��ઇ�!�ઇમા ન� �દભા+ ��: 01:22)
તે	થે%, દ�	કું પ�ન��વર્તિતેતે (ચેન�મા�� કું	 આપણે	 %મા�� એકું તેત્વ ઉમા	�%એ છે%એ, પ��તે� %ન�� કુંદ બે��બે� એમા વત્તા� n છે	, કું��ણે
કું	 એમા�� એ તેત્વ� છે	 અન	 બે% અન	 દ�	કુંમા�� n તેત્વ� છે	. તે	મા��થે% છે	વ!	 તે	 %ન	 બેન�વશ	. તે	થે%, m પ્� n એલિ�મા	ન્ટ્ છે	
અન	 આ �(પન� દ�	કું પ�ન��વતે+નમા��, �(પ કું	 ર્જ	  આપણે	 પહ	�� કુંયુ�J હતે��, આ �(પન� દ�	કું પ�ન��વતે+નમા��, એકું તેત્વ %મા��
ઉમા	�વ�મા�� આવ	 છે	,  કું�� તે� આમા�� અથેવ� ર્જ� આમા��,  કું	 વધ��� થે�યુ છે	.  તે	થે%,  તેમા	 ર્જ	  (લિચે ર્જ�ઈ શકું� તે	 કું�શ	,  કું	 દ�	કું
પ�ન��વતે+નમા�� પ્રોગોલિતે કું�શ	.  તે	થે%,  આ �(પ મા�!	 અન	 �(પમા��  m m  પ્�  n  પગો���ઓ છે	,  ર્જ� તેમા	 ખા(બે કું�ળજીપ(વ+કું
ગોણે�શ�, તે� આપણે% પ�	 �ખા�માણે% હશ	, અમા��% પ�	 એકું વધ� તે��ન� હ�ઇ શકું	 છે	, આપણે% પ�	 અ�ઇનમા	ન્! અન	
બે%ર્જ� �  ઘણું�  છે	.  પ��તે�,  તેમા	  તેપ� કું�%  શકું� છે� કું	  તે	મા��  �તે કું�તે��  વધ�  પગો���  શ�મા	� નથે%,  તે	થે%  ધ્યુ�નમા��  �%ધ	��
પગો���ઓન% �ખ્યુ� તેતે છે	, તે	થે% આપણે	 કુંઈ શ�ખા� �%ધ% છે	, તે	થે% અમા��% પ�	 m પ્� એન પ�ન��વતે+ન છે	, ર્જ	મા��ન�
દ�	કુંમા�� તેતે �ખ્યુ�બે�ધ પગો��� છે	.  તે	થે%,  અમા��% પ�	 ઓ�+� એમા પ્� એન પગો���ઓ છે	,  પ��તે� એમા પ્�  n  એ
અ�બેત્તા, માહત્તામા 2 મા%!� વત્તા� n થે% બે�ઉન્ડ્� છે	. તે	થે%, આપણે	 ફક્તે કુંહ% શકું%એ કું	 આ વ"તે� માહત્તામા મા% પ્� n ન� ક્રમા
�	 છે	. ર્જ� એમા �ગોભાગો મા�!	ભા�ગો	 n ર્જ	!�� ર્જ હ�યુ છે	  ર્જ	  �મા�ન્યુ �%તે	 માર્જ+  &!+મા�� કું	 હશ	, કું��ણે કું	 આપણે	 તે	ન	
અ�ધ� ભા�ગોમા�� લિવભા�લિર્જતે કું�%એ છે%એ, તે� બે�ન	 ��બે�ઈન� �દભા+મા�� મા�!� ભા�ગોન% 1 થે% અ�ગો હશ	. પછે%, અમાન	 ��ગો	
છે	  કું	 માર્જિંર્જગો એકું �	ખા%યુ માયુ ઑપ�	શન છે	, તે	થે% અમા	 બે	 (લિચેન	 માર્જ+  કું�વ� મા��ગો%એ છે%એ, તે	 �થે	 માળ%ન	 બે	 (લિચેન%
��બે�ઈમા�� પ્રોમા�ણે� માયુ �	 છે	.
("��ઇ�!�ઇમા ન� �દભા+ ��: 02:46)
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તે	થે%, હવ	 &!+ન	 માર્જ+  કું�વ� મા�!	 આવ% �હ્યા� છે	 , આપણે	 શ�� કું�વ� મા��ગો%એ છે%એ, આપણે	 કુંદ n ન% (લિચે �	વ� મા��ગો%એ
છે%એ અન	 તેમા	 તે	ન	 કુંદ 2 ન% બે	 (લિચેમા�� લિવભા�લિર્જતે કું�વ� મા��ગો� છે�. અન	 પછે%, આપણે	 આ અ�ગો �%તે	 �!+ કું�%એ અન	
પછે% માર્જ+ કું�%એ.
("��ઇ�!�ઇમા ન� �દભા+ ��: 03:05)
તે	થે%, આ કું�વ� મા�!	, તે	 ખા(બે ર્જ "પષ્ટ છે	 કું	 ર્જ� આપણે	 કુંદ n ન� ઇનપ�! પ� &!+ માર્જ+  કું�%ન	 �	વ�યુ	� માયુ તે�%કું	 tn ન	
ર્જ�એ, તે� આ મા�!	 આપણે	 બે	 (લિચેન	 &!+ કું�વ�ન% ર્જરૂ� છે	  કુંદ n દ્વ��� 2 અન	 પછે%, આપણે	 ર્જ�યુ�� છે	  કું	 તે	 માર્જ+  કું�વ�
મા�!	 ક્રમામા�� ઓ�+� એન !�ઇમા �	 છે	 . હવ	, આ n ન% "પષ્ટ �%તે	 ગોણેતે�% કું�વ� મા�!	, આપણે	 ધ��%શ�� કું	 n એ 2 ન% શલિક્તે છે	.
હવ	,  તે	 લિનષ્કુંષ+ કું�ઢે	 છે	  કું	 માર્જ+  &!+ કું�ઈપણે �%તે	  2 ન% શલિક્તે હ�વ�ન% ર્જરૂ� નથે%,  પણે �ખ્યુ� પણે નહ9 .  ર્જ� તે	 પણે
નથે%,  તે� જ્યુ��	 આપણે	 તે	ન	 બે	 ભા�ગોમા�� વહUચે%શ��,  ત્યુ��	 તે	 મા�ન થેશ	 નહ9,  કું��ણે કું	 આપણે	 એકું લિવલિચેત્રી �ખ્યુ�ન	 બે	
મા�ન ભા�ગો�મા�� લિવભા�લિર્જતે કું�% શકુંતે� નથે%. પ��તે�, તે	 કું�ઈ વ��ધ� નથે%, એલ્ગો�ડિ�ધમા હજી પણે યુ�ગ્યુ �%તે	 કું�યુ+ કું�શ	, આ
ધ��ણે� છે	 કું	 n એ 2 થે% k છે	, તે	 મા�ત્રી એકું � ગોણેતે�% �થે	 આવવ� મા�!	 એકું �કું	તે છે	 . તે	થે%, આપણે% પ�	 કુંદ 2 ન%
2 મા"યુ�ઓ, 2 ન% 2 ઘ�તે ગો�ણ્યુ� 2 અન	 પછે% આપણું� માર્જ+ છે	. તે	થે%, અમા	 કુંઈ �%તે	 હ� કું�%એ છે%એ ર્જ	
((માયુન��દભા+ ��: 04:00)).
તે	થે%, અ�બેત્તા, અમા��% પ�	 બે	ઝા કું	 પણે છે	 ર્જ	  કુંહ	 છે	 કું	 જ્યુ��	 આપણે% પ�	 ફક્તે એકું ર્જ ઘ!કું હ�યુ, ત્યુ��	 મા�ત્રી એકું
ર્જ તેત્વ હ�યુ તે	 ચેકું�વ�મા�� માયુ ��ગોશ	 નહ9, તે	થે% 1 ન�� !% બિંબેદ� છે	. તે	થે%, ર્જ� તેમા��% પ�	 કું�ઈ ઉકું	� હ�યુ તે� મા���
અથે+ એ છે	  કું	 આ બે	 પ�ન��વતે+ન ર્જ	વ� અલિભાવ્યુલિક્તે છે	, તે� પછે% તે	ન	 કું	વ% �%તે	 ઉકું	�વ��. તે	થે%, મા(ળભા(તે લિવચે�� તે	 કું�વ�ન�
�ળ મા�ગો+ છે	. અ�બેત્તા, તેમા	 વધ� વ્યુવહ�ડિ�કું મા�ગો+થે% આવ% શકું� છે� ર્જ	 આપણે	 હમાણે�� ર્જ નહ9 દ�ખા� કું�%શ��. પ��તે�, એકું
�ળ �%તે એ છે	 કું	 તેમા	 મા�ન લિવશ્�	ષણેન� ઉપયુ�ગો કું�%ન	 લિવ"તે�ણે ચે��� ��ખા� છે�, તે	 ર્જ અલિભાવ્યુલિક્તે, જ્યુ�� �ધ% તેમા	
બે	ઝા કું	 �ધ% નહ9 આવ	.
("��ઇ�!�ઇમા ન� �દભા+ ��: 04:31)
તે	થે%, આપણે	 બે	ઝા કું	 !% 1 થે% મા�ન 1 �થે	 પ્રો���ભા કું�%એ છે%એ અન	 �મા�ન્યુ કું	 tn એ 2 વત્તા� t ન� n વત્તા� 2 વત્તા�
n છે	. તે	થે%, હવ	 આપણે	 શ�� કું�% શકું%એ, આપણે	 2 ન% n ન% લિવ"તે�ણે કું�વ� મા�!	 મા�ન મા%કું�ણેન� ઉપયુ�ગો કું�% શકું%એ
છે%એ. તે	થે%, આપણે	 n ન� 2 વ�	 લિવ"તેYતે કું�%એ, તે� પછે% આપણે	 શ�ધ% શકું%એ કું	 n ન% 2 ઘ�તે 2 ઘ�તે થે�યુ છે	  અન	 4
ઘ�તે થે�યુ છે	. પ્� n બે�યુ 2, કું��ણે કું	 હ� � ર્જ	  પણે અહ9 ભા�ગો�કું�� કુંરું� છે� �  2, n 2 બે�યુ 2 એ n 4 વ�	 છે	 અન	 હ� � ર્જ	  પણે
અહ9 �ઇ �હ્યા� છે� �  અન	 તે	ન	 અહ9 પ્�ગો કુંરું� છે� �, તે	થે% 2 વ�	 n બેન	 છે	. હવ	, ર્જ� હ� � આન	 કું�ળજીપ(વ+કું લિવ"તેYતે કુંરું�, તે� આ
2 અન	 આ 2, તે	ન	 4 �ખ્યુ� લિવ�યુ, અન	 હ� � તે	ન	 2 ચે�� તે�%કું	 �ખા%શ, હ� � પણે અવ��કુંન કું�%શ અન	 આ ઉપયુ�ગો% થેશ	
કું	 આ 4 ફ�% 2 વગો+ છે	  અન	 પછે% આ n બે�યુ 2 ગો�ણે�કું�� થે�યુ છે	, તે	થે% આ 2 વ�	 2 વ�	 ગો�ણે�કું�� થે�યુ છે	. તે	થે%, માન	 2
ગો�ણ્યુ� 2 ન% �ખ્યુ� માળ	 છે	, તે	થે% તે	 n વત્તા� n છે	, તે	થે% માન	 2 n માળ	 છે	. તે	થે%, તે	 અકું"મા�તે નથે% કું	 મા��% પ�	 2 ચે��, 2
વગો+મા�� 2 ચે�� છે	  ર્જ	  આપણે	 ર્જ�ઈશ��, ર્જ� તેમા	 એકું વધ� પગો��� કું�શ�, હવ	 ર્જ� હ� � આ મા%કું�ણે !% 2 ચે�� દ્વ��� �	
અન	 હ� � આ ર્જ લિનયુમા ��ગો� કુંરું� છે� �  , તે� 2 ન% ચે�� દ્વ��� n ન% આ !% ફ	��યુ	�% છે	. તે	 2 ચે�� ભા�ગો 2 n દ્વ��� 2 q
દ્વ��� લિવભા�જીતે થે�યુ છે	, તે	થે% માન	 2 ગો�ણ્યુ� n થે% 2 થે% વત્તા� n 2 ચે�� માળ	 છે	. હવ	, આ અન	 આ �દ થેશ	, તે	થે% માન	
અહ9 1 n માળ	 છે	, મા��% પ�	 2 n છે	, તે	થે% માન	 3 એન માળ	 છે	 અન	 આ 2 ન	 2 ચે�� માળ	 છે	, હ� � 2 ન% ક્યુ�બે તે�%કું	 �ખા��
છે� �, તે	થે% હ� � 2 ચે�� !ન થે% 2 વ�	 ર્જઈશ. "ક્વ	� પ્� 2 n થે% ક્યુ�બે !%ન 2 ક્યુ�બે વત્તા� 3 એન. તે	થે%, તે	 ચેકું�વ�� �ળ છે	
કું	 ર્જ� તેમા	 આ j વખાતે કું�શ� તે� આપણે% પ�	 2 ન% શલિક્તે j વખાતે  t ન% 2 ઘ�તે થેશ	 ર્જ	  power j plus j n છે	. તે	થે%,
હવ	 આપણે	 બે	ઝા કું	મા�� ક્યુ��	 પહ[ચે%એ, આપણે	 બે	ઝા કું	મા�� પહ[ચે%એ, જ્યુ��	 2 થે% 2 પ�વ� j થે% 1 થે�યુ. તે�, આ ક્યુ��	
થે�યુ છે	? ઠી%કું છે	, 2 ન% �થે	 power j એ 1 ન% બે��બે� છે	, તે	ન� અથે+ એ છે	 કું	 2 થે% power j બે��બે� n છે	, તે	થે% j એ
બે%ર્જ��  નથે%, n ન� ��ગો base 2 પ� છે	. તે	થે%, આપણે	 હ�મા	શ� log n ન� ઉપયુ�ગો કું�%શ��. �મા�ન્યુ �%તે	 ન� અથે+ એ છે	 કું	 n
ન� આધ�� 2 છે	, લિવ�યુ કું	 ઉલ્�	લિખાતે �%તે	. તે	થે%, n પગો���ઓ ��ગો કુંયુ�+ પછે%, આપણે	 આ ર્જ	વ� દ	ખા�યુ છે	  તે	 અ�તે થે�યુ
છે	, તે	 2 થે% jtn 2 થે% j �ધ% છે	, log n પગો���ઓ પછે%, j ��ગો n છે	, તે	થે% 2 ��ગો n પ�, તે� પછે% t ન% આ દ્વ��� n,
તે	થે% આ 1 ન�� હવ	 છે	, તે	થે% આ મા�ત્રી 1 છે	, તે	થે% તે	 1 વ�	 ગો�ણે�કું�� થે�યુ છે	 અન	 તે	 પછે%, મા��% પ�	 j ગો�ણ્યુ� n છે	, તે	થે% j
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એ log n છે	, તે	થે% j ��ગો n અન	 n બે�ર્જ�  છે	. તે�, હ� � આ લિવ"તે�ણે ��ગો n વખાતે કુંયુ�+ પછે% હ� � 2 �થે	 ��ગો n વત્તા� ��ગો
n વખાતે n �ધ% અ�તે કુંરું� છે� �, 2 વ્યુ�ખ્યુ�લિયુતે કું�%ન	 log n એ મા�ત્રી n છે	, તે	 ��ગોન% વ્યુ�ખ્યુ� છે	 ર્જ	  2 ન% ઘ�તેકું છે	 તેમાન	 n
આપ	 છે	. તે�, આ n છે	 અન	 મા��% પ�	 આ n ��ગો n છે	 અન	 આપણે	 �મા�ન્યુ વ"તે�ઓથે% જાણે%એ છે%એ કું	 n એ n ��ગો
n છે	. તે	થે%, આ 2 ગોણે% એન ��ગો n દ્વ��� બે�ધ�યુ	� છે	. તે	થે%, આપણે	 કુંહ% શકું%એ કું	 બેધ� માર્જ+  &!+ x વખાતે O n ��ગો
n ઉપ�.  તે	થે%,  અમા	 એકું ન[ધપ�ત્રી પ્રો	�ણે� પ્રો�પ્તે કું�% છે	વ	ગોમા	ન્!,  કું��ણે કું	 યુ�દ ��ખા�,  હજી �ધ% બે�ન	 દ�ખા� &!+ અન	
પ�દગો% તેમા��� ઓ એન "ક્વ	�ન	 &!+ કું�� અન	 અમા	 આ લિવભા�ર્જન અન	 વ્યુ(હ�ચેન�ન	 જીતે%ન	 O n ચે��થે% O n ��ગો n
ન%ચે	 આવ% ગોયુ� છે	.
("��ઇ�!�ઇમા ન� �દભા+ ��: 08:06)
તે�, આ મા�!� �દ� કું	મા છે	 , આપણે	 શરૂઆતેમા�� ર્જ�યુ�� કું	 ઓ n ��ગો n એ O n ચે�� કું�તે�� વધ� કું�યુ+ક્ષમા છે	 . ર્જ� આપણે	
એમા મા�ન%એ છે%એ કું	 અમા	 કુંહ્યા�� છે	 કું	 વ્યુ�ર્જબે% ધ��ણે �	"કું!�પ માશ%ન દ� 	કુંન્�મા�� 8 ઓપ�	શન્ મા�!	 10 કું�% શકું	 છે	, તે�
પછે% &ર્ટિં!ગો એલ્ગો�ડિ�ધમા �થે	 &!+ કું�% શકું�યુ તે	વ� �ભાલિવતે ઇનપ�!ન�� કુંદ, 10,000 વગો+થે% એન "ક્વ	� એલ્ગો�ડિ�ધમા મા�!	
10 ��ગો અથેવ�  1 કું��� એન ��ગો એન અલ્ગો�ડિ�ધમા મા�!	.  તે	થે%,  ર્જ� તેમા��	 ખા�	ખા� મા�!� પ્રોમા�ણેમા�� �	!�ન	 &!+ કું�વ��
પ�શ	, તે� એન ��ગો n એ અમા��� મા�!	 યુ�ગ્યુ માયુ	 તે	 કું�વ� મા�!	 શક્યુ બેન�વ	 છે	, જ્યુ��	 n ચે�� વષ+ ��ગો% શકું	 છે	  તે	
પહ	��� અમા	 તે	ન	 હ� કું�%એ છે%એ.
("��ઇ�!�ઇમાન� �દભા+ ��: 08:43)
તે	થે%,  આપણે	 લિનષ્કુંષ+ પ(રું� કું�%એ તે	 પહ	�� કું	!�%કું � વ"તે�ઓ ધ્યુ�નમા�� �	વ�ન% છે	.  તે�,  આ માર્જ+  ઑપ�	શન ર્જ	ન�
ઉપયુ�ગો આપણે	 માર્જ+  &!+મા�� કું�%એ છે%એ, તે	 વ�"તેવમા�� કું�ઈપણે &!+ કું�	� (લિચે પ� ખા(બે ર્જ ઉપયુ�ગો% કું�યુ+ છે	. તે�, એકું
વ"તે� ર્જ	  આપણે	 માર્જ+મા�� કું�%એ છે%એ એ છે	 કું	 આપણે	 વ�"તેવમા�� કું�ઈપણે ગો�મા�વ્યુ� લિવન� (લિચેન	 ભા	ગો� કું�%એ છે%એ. તે�,
ર્જ� આપણે	 બે	 યુ�દ%ઓન	 માર્જ+  કું�%એ, તે� આપણે% અ�લિતેમા વ"તે�મા��, 1, 2, 4 અન	 2, 3, 6 પછે% આપણે% પ�	 2 ન% 2
કું�પ% હશ	, કું��ણે કું	 ત્યુ��  2 કું&પ%ઝા અન	 પછે% 3, 4, 6 છે	. તે	થે%, કું	!�%કુંવ�� આપણે	 આ ન મા	ળવવ� મા��ગો%એ છે%એ, તેમા	
ફક્તે એકું ર્જ નકું� ��ખાવ� મા��ગો% શકું� છે�,  આપણે	 આન	 	! તે�%કું	 ગોણે%શ��,  તે	થે% ર્જ� હ� � આન	 1, 2, 4 અન	 	! 2, 3
તે�%કું	 �ઈશ, 6, ત્યુ��બે�દ બે	 	!ન� પડિ�ણે�મા% ર્જ���ણે એ 1, 2, 3, 4, 6 છે	  તેમા��% પ�	 તે	ન% મા�ત્રી એકું ર્જ નકું� છે	 .
પછે%, આપણે	 �ળતે�થે% માર્જ+  પ્રોડિક્રયુ�મા�� આ કું�% શકું%એ છે%એ ફક્તે કુંહ%ન	 કું	 જ્યુ��	 હ� � શ�ધ% શકું��, અગો�ઉ આપણે% પ�	
બે	 કું	� હતે�, આપણે% પ�	 બે% ર્જ	 કું�તે�� ઓછે� � અથેવ� તે	ન� બે��બે� હતે�� અન	 પછે% અમા��	 બે% ર્જ	 કું�તે� વધ��	 હતે��. તે	થે%,
પ્રોથેમા ડિકું"�મા��, અમા	 એ, કું	 બે% બે% કું	મા��થે% કું&લિપ કું�%યુ	�� બે%ર્જ� કું	 કું&લિપ કુંયુ_ હતે� અન	 કું�ઈ પણે કું	મા�� આપણે	 ફક્તે
કું	 હ� � ર્જ કું	 �થે	 ર્જ વધ��� કુંયુ_ હતે�. આ ડિકું"�મા��, આપણે	 કુંહ%એ છે%એ કું	 ર્જ� બે�ન	 પક્ષ� મા�ન છે	, તે� આપણે	 તે	ન% એકું
નકું� અ�લિતેમા (લિચેમા�� ��ખા%એ છે%એ,  પ��તે� અમા	 આ બે�ન	 કું&લિપઝા પ� છે��%એ છે%એ,  અમા	 ત્રીણે	યુ પ�ઇન્!�ન	 વધ��%એ
છે%એ. તે�, ર્જ� આપણે	 આ લિ"થેલિતે અન	 આ લિ"થેલિતેન	 ઉમા	�%એ, તે� અમા�રું� આઉ!પ�! તેમા	 2 પ� કું&લિપ કું�શ� અન	 પછે%
આપણે	 આ લિનદ8શકુંન	 ર્જમાણે% બે�ર્જ�એ ખા	�%શ�� અન	 આ લિનદ8શકુંન	 ર્જમાણે% બે�ર્જ�એ ખા	�%શ��, તે	થે% હ� � બે	 વખાતે કું&લિપ કું�%
શકુંતે� નથે%, તે	થે% આ એકું વ"તે� છે	  આપણે	 કું�% શકું%એ. બે%જી વ"તે� ર્જ	  આપણે	 કું�% શકું%એ છે%એ તે	 છે	  બે	 (લિચેન	 છે( !�
પ��વ�, તે	થે% ર્જ� આપણે% પ�	 ફ�%થે% 1, 2, 3 2, 3, 6 હ�ઈ શકું	 તે� પછે% તેમા	 ખા�તે�% કું�� કું	 આપણે% આઉ!પ�!મા�� ફક્તે
2 અન	 3 છે	. , હવ	 આપણે	 શ�� કું�%એ છે%એ, જ્યુ��	 આપણે	 આ બે�ન	 તે�ફ ર્જ�વ�� શરૂ કું�%એ, ર્જ� તે	ઓ મા�ન નથે%, તે�
દ	ખા%તે% �%તે	 તે	 છે( !�છેવ�યુ�મા�� નથે%. પ��તે�, ક્યુ� છે��વ�� ર્જ�ઈએ, ��% 2 હર્જ�  પણે હ�ઈ શકું	 છે	, કું��ણે કું	 1 ન�ન�� છે	, તે	થે%
આપણે	 આ લિનદ8શકુંન	 ર્જમાણે% બે�ર્જ�એ ખા	�%એ છે%એ. તે	થે%, ર્જ� હ� � બે% ર્જ	  કું�તે� ન�ન� હ�ઉં તે� આપણે	 વધ��%શ��, હવ	
ર્જ� કુંહ%એ કું	 જ્યુ��	 A, B j એ મા�ન હ�યુ, તે� આપણે	 યુ�લિનયુન મા�!	 કુંયુ�J તે	મા, આપણે	 તે	ન	 2 બેહ�� ખા	�%શ�� અન	 માર્જ+
કું�%શ��,  અમા	 બે�ન	 પ�ઇન્!�ન	 દ(� કું�%શ��  ,  તે	થે% હવ	 બે�ન	 પ�ઇન્!� આ લિ"થેલિતેમા�� આવ	 છે	.  હવ	,  ફ�%થે% આપણે	 કુંહ%શ�� કું	
આપણે% પ�	 3 છે	 અન	 આપણે	 ચે��� ��ખા%શ�� અન	 પછે% જ્યુ��	 આપણે	 બે%ર્જ� �"તે� ર્જ�શ��, ર્જ� બે% j એ A કું�તે�� ન�ન�
હ�યુ, તે� આપણે	 j ન	 વધ��%શ�� અન	 નહ9. તે	થે%, ન[ધવ�� માહત્વપ(ણે+ છે	  કું	 માર્જ+  એ ખા(બે ર્જ �મા�ન્યુ કું�માગો%�% છે	 , આપણે	
પહ	�� ર્જ	 કુંયુ�J તે	 આપણે	 કું�% શકું%એ છે%એ ર્જ	  વ�"તેવમા�� બે	 &!+ કું�	� (લિચેન	 એકું મા�!% &!+ કું�	�% (લિચેમા�� ફ	�વવ�ન�� છે	 ,
જ્યુ��	 કું�ઈ ઘ!કું� ગો�મા�વતે� નથે% અથેવ� અમા	 ��લિપ્�કું	ટ્ન	 દ(� કું�% શકું%એ છે%એ કું�શ	, એ 	! યુ�લિનયુન ઓપ�	શન તે�%કું	
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ગોણેવ�મા�� આવ	 છે	 અથેવ� અમા	 ફક્તે �મા�ન્યુ ર્જ��%ન	 ર્જ ��ખા% શકું%એ છે%એ ર્જ	 ઇન્!�	ક્શન ઓપ�	શન 	! કું�	 છે	. તે	થે%,
તેપ� કું�વ� મા�!	 કું	 તેમા	 આ માર્જ� છે�,  કુંદ�ચે તેમા��	 ન%ચે	ન% કું�તે� અર્જમા�વવ� ર્જ�ઈએ.  તે	થે%,  આપણે	 લિવચે��%એ
છે%એ કું	 આપણે	 (લિચે તેફ�વતે તે�%કું	 ઓળખા�વ� મા��ગો%એ છે%એ, તે	થે% આ તેફ�વતે થે��� માયુ આ �%તે	 �ખા�યુ� છે	. તે	થે%,
ર્જ� હ� � 	! 1, 2, 3 �ઈશ અન	 	! 3, 4, 6 કુંહ%શ અન	 હ� � 	! તેફ�વતેન	 પ(છે� �  છે� � , તે	 કુંહ	 છે	 કું	 A મા�� છે	, પ��તે� B મા�� નથે%,
તે	થે% ર્જવ�બે આ ડિકું"�મા�� હ�વ� ર્જ�ઈએ અન	 1 પછે% 2, પ��તે� 3 નલિહ, કું��ણે કું	 3 અ�તે	 છે	. તે	થે%, આપણે	 (લિચે મા�!	 આ
ર્જ વ"તે� કું�% શકું%એ છે%એ. તે	થે%, ઉદ�હ�ણે તે�%કું	, ર્જ� મા��% પ�	 1, 2, 3 અન	 (લિચે 3, 4, 6 (લિચે હ�યુ તે� હ� � (લિચે ફક્તે
1, 2 ��ખાવ� મા��ગો� છે� �. તે	થે%, હમાણે�� ર્જ તેપ�� કું	 તેમા	 ર્જ	  �%તે	 કુંયુ�J છે	  તે	મા�� માર્જ+  કું�% શકું� છે� કું	 કું	મા તેફ�વતે યુ�દ% કું�વ�
મા�!	 યુ�લિનયુન અન	 આ�તે�છે	દ મા�!	.
("��ઇ�!�ઇમાન� �દભા+ ��: 12:20)
તે	થે%, &!+ કું��, &!+ માર્જ+ કું��, ર્જ�કું	 તે	 ઓ�+� n ��ગો n એ અલ્ગો�ડિ�ધમાન� &ર્ટિં!ગો છે	 અન	 તે	થે% તે	 ઇન્શ+ન &!+ અથેવ�
લિ�	ક્શન &!+ કું�તે�� ન[ધપ�ત્રી �%તે	 ઝા�પ% છે	,  તે	 થે��% !(�કું% હ�યુ છે	.  માર્જ+  &!+ �થે	ન� મા�ખ્યુ મા"યુ� એ છે	  કું	 તે	ન	
વધ���ન% ર્જગ્યુ�ન% ર્જરૂ� છે	. ર્જ�ઓ, જ્યુ��	 હ� � A અન	 B �	 છે	 અન	 હ� � તે	ન	 %મા�� માર્જ+ કુંરું� છે� � , ત્યુ��	 માર્જ+ એ�	(Array)ન	
અ�ગો "થે�નમા�� "!�� કુંયુ�+ લિવન� આ કું�વ�ન�� �ગોભાગો અશક્યુ છે	. કું��ણે કું	, ર્જ� હ� � ર્જગ્યુ�એ માર્જિંર્જગો "!	કું કુંરું� છે� �, તે� એ
અન	 બે%ન�� &!+ કું�	� ઑ�+� માર્જ+  &!+ મા	ળવ	 છે	  અથેવ� માન	 વ"તે�ઓ ખા	�વ�ન% �હ	 છે	  અન	 તે	થે% માર્જ+  �	ખા%યુ માયુમા��
મા�!% નથે%. તે	થે%, ર્જ� હ� � �	ખા%યુ માયુ A અન	 B ન� મા�ગો+ માર્જ+  કુંરું�, તે� તે	 ફક્તે કુંદન% બે�હ્યા (લિચેન� ઉપયુ�ગો કું�%ન	 પ્રો�પ્તે
કું�% શકું�યુ છે	  ર્જ	  તે	ન	 "!�� કું�વ� મા�!	 બે	 (લિચેન% �કુંમા છે	. આન� અથે+ એ છે	  કું	 ર્જ� તેમા	 મા�!� એ�	(Array)ન	 &!+ કું�%
�હ્યા�� છે� અન	 વધ���ન% ર્જગ્યુ� પણે વ�પ�% �હ% છે	 , ર્જ	થે% માર્જ+  ઑપ�	શન મા�!	 ર્જગ્યુ�ન	 ��લિપ્�કું	! કું�વ�ન�� ચે��� ��ખાવ�મા��
આવ	.  અન	 અ�બેત્તા,  માર્જ+  &!+ન% બે%જી વ"તે� ર્જ	ન� ઉકું	� ��વવ� મા�!	 ખા(બે ર્જ મા�શ્કું	� છે	  તે	 છે	  કું	 તે	 "વ�ભા�લિવકું રૂપ	
પ�ન��વતે+નશ%� છે	  અન	 તે	ન� અથે+ એ છે	  કું	 વ�"તેવમા�� તે	ન	 �ળતે�થે% પ�ન��વર્તિતેતે કું�વ�ન� કું�ઈ �"તે� નથે%,  કું��ણે કું	
અમાન	 &!+ કું�	� વ"તે�ઓ બેન�વવ�ન% અન	 પછે% માર્જ+  કું�વ�ન% ર્જરૂ� છે	. તે	થે%, આપણે	 ભા	ગો� કું�વ� મા�!	 દ�	કું બિંબેદ�એ આ
પ�ન��વર્તિતેતે ઉકું	�ન	 �ગ્રલિહતે કું�વ�ન% ર્જરૂ� છે	. તે	થે%, પ�ન��વર્તિતેતે કું&� અન	 વળતે� ખાચે�+ળ પણે હ�ઈ શકું	 છે	. તે	થે%, ર્જ�
&!+ માર્જ+ કું�વ� તે	 એકું ખા(બે ર્જ આકુંષ+કું પ્રોકું�� છે	 , તે	 cદ્ધ��લિતેકું ર્જડિ!�તે� છે	, આ માયુ�+દ�ઓન	 કું��ણે	 કું	!�%કુંવ�� પ્રોથે�ઓમા��
તે	ન� ઉપયુ�ગો કું�વ�મા�� આવતે� નથે% અન	 આપણે	 ર્જ�શ�� કું	 કું	વ% �%તે	 તે	ન	 બે%જી �%તે	 દ(� કું�વ%.
("��ઇ�!�ઇમા ન� �દભા+ ��: 13:40)
તે	થે%,  માર્જ+  ઓપ�	શનન	 �%ધ	 એ અન	 બે% ન	 એકું (લિચેમા�� % �થે	 ર્જ��વ� મા�!	 માર્જ+  ઓપ�	શનન	 �%ધ	 મા�ખ્યુ ર્જગ્યુ�ન	
વધ���ન% ર્જગ્યુ�ન% ર્જરૂ� છે	  અન	 &!+ કું��. હવ	, ધ��% �� અન	 આન�� કું��ણે બેન	 છે	  કું��ણે કું	 ��બે% બે�ર્જ�  ર્જ	વ�� કું�ઈકું હ�ઈ
શકું	 છે	, ર્જ	 2, 4, 6 કુંહ% શકું	 છે	 અન	 ર્જમાણે% બે�ર્જ�  1, 3, 5 કુંહ% શકું	 છે	 અન	 હવ	 આપણેન	 બે�ન	 બે�ર્જ�એ વ"તે�ઓ �	વ�ન%
ર્જરૂ� છે	. તે	થે%, કું	!�%કુંવ�� માન	 અહ9થે% કું�ઇકું લિવચે��વ�ન% ર્જરૂ� છે	 , પછે% મા��	 અહ9થે% કું�ઈકું �	વ�ન% ર્જરૂ� છે	 , પછે% મા��	
અહ9થે% કું�ઈકું �	વ�ન% ર્જરૂ� છે	.  તે	થે%,  ર્જ� કું	 પ્રોત્યુ	કું અ�ધ� ભા�ગોન	 &!+ કું�વ�મા�� આવ	 છે	,  તે� ��બે% બે�ર્જ�ન� તેત્વ� ર્જ	
ર્જમાણે% બે�ર્જ�એ ર્જ ર્જ�ઈએ અન	 ર્જમાણે% બે�ર્જ�ન� તેત્વ� ��બે% બે�ર્જ�એ ર્જવ�� આવશ્યુકું છે	 .  તે	થે%,  હવ	,  ર્જ� આપણે	 આ
કું�વ�ન�� !�ળવ� મા�!	 �"તે� ઉપ� આવ% શકું%એ, તે� ��� ��ગોન% દ�	કું વ"તે� �%�� ભા�ગોન% અ�દ�ન% દ�	કું વ"તે� કું�તે� ન�ન%
હ�યુ, પછે% એકુંવ�� માU ��� ભા�ગોન	 ગો�ઠીવ્યુ� અન	 પછે% માU હડિ�તે ભા�ગો ગો�ઠીવ્યુ� ��� ભા�ગોમા�� આપમા	ળ	 બેધ�� �%�� ભા�ગોમા��
�હ	�% દ�	કું વ"તે�ન% ��બે% બે�ર્જ�  �હ	 છે	 . તે	થે%, ર્જ� માU આન� ત્વડિ�તે ઉમા	�� કુંયુ_ હ�યુ, ર્જ� માU ��બે	 ઉમા	યુ�J હ�યુ તે� હ� � 2, 1, 3
થે% શરૂ કુંરું� છે� �  અન	 હ�થે બે�ર્જ�  6, 4, 5 થે% શરૂ થે�યુ છે	 અન	 પછે%, હ� � "થે�લિનકું �%તે	 આ વ"તે�ઓન	 &!+ કુંરું� છે� �. તે	થે%, માન	
1, 2, 3 માળ્યુ�� અન	 પછે% અહ9 માન	  4, 5, 6 માળ્યુ� પછે% ર્જ� હ� � ખા�તે�% કુંરું� કું	 ��બે% બે�ર્જ�ન% દ�	કું વ"તે�મા�� લિવભા�ર્જન
શ�ધવ�મા�� આવ્યુ�� હતે�� તે	 ર્જમાણે% બે�ર્જ�ન% બેધ% વ"તે� કું�તે�� ન�ન� છે	, પછે% લિવભા�ર્જન થે�યુ છે	  અન	 પછે% બે મા"યુ�ન	
હ� કું�વ�ન% કું�ઈ �યુ�ર્જન નથે% માર્જ+  કું�વ�ન% ર્જરૂ� છે	 .  તે	થે%,  આગો�મા% �ર્ટિં!ગો એલ્ગો�ડિ�ધમા આ લિવચે��ન	 અમા�મા��
મા(કુંવ�ન% વ્યુ(હ�ચેન�ન	 ર્જ�શ	.
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ડિ�ઝા�ઇન અન	 એન�લિ�લિ ઓફ એલ્ગો�ડિ�ધમ્ (Design and Analysis of Algorithms)
પ્રો�ફ	� મા�ધવન મા�કું��દ (Prof. Madhavan Mukund)

ચે	ન્નઈ મા	થે	મા	ડિ!કું� ઇલિન્"!ટ્યુ�! (Chennai Mathematical Institute)
વ%કું - 02

મા�ડ્યુ�� - 07
�	ક્ચે� - 15

લિક્વકું (!)(Quicksort)

તે	થે%, હવ	 આપણે	 લિક્વકું (!)(Quicksort) તે�%કું	 ઓળખા�તે� અન્યુ અલ્ગો�ડિ�ધમાન	 જો�વ� મા�!	 તે2યુ�� છી%એ. તે	થે%, પ્રો���લિ4કું
1960 ન� દ�યુકું�ન% શરૂઆતેમા�� !�ન% હ��	(Tony Hoare) ન�માન� કુંમ્પ્યુ�!� વ2જ્ઞા�લિનકું દ્વ��� લિક્વકું (!)(Quicksort)ન%
શ�ધ કું�વ�મા�� આવ% હતે%; તે	 �ગો4ગો 50 વર્ષ) પહ	�� છી	. અન	 !�ન% હ��	(Tony Hoare) એકું જાણે%તે� કુંમ્પ્યુ�!� વ2જ્ઞા�લિનકું
છી	 અન	 તે	 એકું ટ્યુ�રિં�ગો(Turing)ન	 અ� કું�	 છી	 કું	 જો	 શ2ક્ષલિણેકું કુંમ્પ્યુ�!� વ2જ્ઞા�લિનકું મા�!	 ઉચ્ચેતેમા લિલિદ્ધઓમા��ન% એકું છી	.
("��ઇ�માયુન� �દ4) ��: 00:28)
તે�,  લિક્વકું (!)(Quicksort)ન� હ	તે� શ�� છી	? �રુ,  લિક્વકું (!)(Quicksort)ન� હ	તે� એ છી	  કું	 આપણે	 માજો)  (!)(merge
sort)મા�� જો�યુ	�% કું	!�%કું ક્ષલિતેઓન	 દA� કું�વ�ન� છી	. તે	થે%, માજો)  (!)મા�� આપણે	 જો	  વ"તે�ઓ જો�યુ	�% તે	 છી	  તે	 છી	  કું	 માજો)
ઑપ�	શનન	 કું��ણે	, અમા��	 વધ���ન� "!��	જોન% જોરૂ� છી	 અન	 તે	થે% માજો) (!)(merge sort) થે��� ખાચે�)ળ બન�વ	 છી	.
("��ઇ�!�ઇમા ન� �દ4) ��: 00:42)
તે	થે%,  અમા	 પણે જો�યુ�� કું	 અમાન	 આ વધ���ન% "!��	જોન% આવશ્યુકુંતે� છી	  કું��ણે કું	 અમા��% પ�	 માજો)  ઑપ�	શનમા�� છી	  કું	
જ્યુ��	 આપણે	 માજો)  કું�	� એ�	(Array)ન	 વ્યુ�ત્પન્ન કું�% �હ્યા� છી%એ ત્યુ��	 અમા	 બ�ન	 બ�જો�થે% ઘ!કું� ખાJચે% શકું%એ છી%એ.
તે	થે%,  માAળ4Aતે �%તે	 જોમાણે% બ�જો�ન� કું	!��કું ઘ!કું� ��બ% બ�જો�ન� કું	!��કું ઘ!કું� કું�તે�� ન�ન� હ�ઈ શકું	 છી	  અન	 આ તે	
વપ��શકુંતે�) છી	  જો	  માજો)  કું�વ�મા�� પડિ�ણેમા	 છી	.  તે	થે%,  આપણે	 બધ��  જો લિવ4�જીતે કું�% શકું%એ છી%એ.  તે	થે%,  તે	 નથે% થેતે��,
��બ	ન% દ�	કું વ"તે� ન�ન% છી	  અન	 જોમાણે% બ�જો�ન% બધ% જો વ"તે� મા�!% છી	 ,  શ�� આ 4�ગોમા�� લિવ4�જોન કું�વ�� અન	 જીતેવ��
શક્યુ છી	?
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�રુ�, આ કું	 છી	, તે� આપણે	 શ�� કું�વ�ન% જોરૂ� છી	 , આપણે	 માધ્યુમા માAલ્યુ કું	ન્દ્રમા�� માAકુંવ�ન% જોરૂ� છી	 . તે	થે%, ધ��%એ છી%એ કું	
આપણે	 માધ્યુમા શ�ધ% શકું%એ છી%એ.  તે	થે%,  યુ�દ ��ખા� કું	 �	��શ શ�� છી	,  �	��શ એ માAલ્યુ છી	  કું	 એ�	(Array)મા�� બ��બ�
અ�ધ� માAલ્યુ� મા�!� અન	 અધ) ન�ન� છી	. તે	થે%, હવ	 આપણે	 એમા કું�તે�� ��બ� અધ) કું�તે�� ન�ન% બધ% વ"તે� ખા	�%એ છી%એ.
તે	થે%, આપણે% પ�	 અહN માAલ્યુ�ન� માAહ છી	  જો	  એમા કું�તે�� ઓછી� અથેવ� બ��બ� છી	  અન	 પછી% અમા��% પ�	 જોમાણે%
તે�ફ છી	  જો	  કું�ઇકું કું�તે�� વધ� ખાતે છી	  ...  તે	થે%, અ�બત્ત, આપણે	 આ "થેળ��તે� કું�વ�� પ�શ	, પ��તે� દ�વ� એ છી	  કું	 આપણે	
�	ખા%યુ માયુમા�� આ "થેળ��તે� કું�% શકું	 છી	 અન	 અમા	 આ કું�વ� મા�!	 એકું મા�ગો) જો�શ��. તે	થે%, ધ��% �હ્યા� છી%એ કું	 આપણે	 આ
કું�% શકું%એ, માAલ્યુ મા% પ�દ કું�� જો	  માધ્યુમા છી	  અન	 એમાથે% ��બ	થે% ન�ન% બધ% વ"તે�ન	 પ�છી% ખા	��, પછી% આ �ગો4ગો
અ�ધ� બિંબદ� બનશ	,  કું��ણે કું	 એમા એ માAલ્યુ છી	  જો	  એ�	(Array)ન	 બ	 4�ગોમા�� લિવ4�લિજોતે કું�	 છી	,  તે	 મા�ત્ર ન�ન� અથેવ�
અ�ધ� અન	 તે	 મા�!� અથેવ� અ�ધ�. હવ	, હ� � આ પ�ન��વર્તિતેતે વ"તે� કુંરુ� છી� �, હ� � આન	 (!) કુંરુ� છી� �  અન	 હ� � આન	 (!) કુંરુ� છી� �
અન	 હવ	 તે	ન	 માજો)  કું�વ�ન% કું�ઈ જોરૂ� નથે%, કું��ણે કું	 ��બ	ન% દ�	કું વ"તે� જોમાણે% બ�જો�ન% બધ% જો વ"તે� કું�તે�� ન�ન% છી	.
તે	થે%, હ� � ફક્તે આગોળ વધ�� છી� �  અન	 એ�	(Array) ધ��ણે કું�% શકું�યુ છી	. તે	થે%, જો� હ� � આ કુંરુ� છી� �, તે� લિવશ્�	ર્ષણે દ્વ��� માજો)
(!)(merge sort) મા�!	, મા��% પ�	 પ�ન��વતે)ન છી	 જો	  t ન% n છી	 2 times tn 2 વત્ત� n અન	 આપણે	 હવ	 આ ઓ�)� n
��ગો n છી	.  તે	થે%,  આ આપણેન	 (!)ન	 માજો)  કું�વ� જો	વ% જો જોડિ!�તે� આપશ	,  પ��તે� તે	 વધ���ન% જોગ્યુ� બન�વવ� �થે	
�કુંળ�યુ	�� કું	!��કું ઓવ�હ	ડ્ન	 !�ળશ	. કું��ણે કું	, જ્યુ��	 હ� � અહN �%કુંર્તિવ(recursive) કું�� કુંરુ� છી� �, ત્યુ��	 હ� � આ 4�ગોન	
�ળતે�થે% અન	 આ 4�ગોન	 �!) કું�% શકું�� છી� �, કું��ણે કું	 જ્યુ��	 હ� � આ ઉકું	� કુંરુ� છી� �  ત્યુ��	 માન	 બ%જા 4�ગોન� �દ4) �	વ�ન%
જોરૂ� નથે%.
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તે	થે%, અ�બત્ત, એકું કું	ચે હ�વ� જો�ઈએ અન	 કું	ચે એ માધ્યુ"થે કું	વ% �%તે	 મા	ળવશ	? અમા��% ચેચે�)ન� પ્રો���4મા��, અમા	 કુંહ્યા�� હતે�� કું	
અમા	 જો	  કું��ણે�ન	 (!) કું�વ� મા��ગો%એ છી%એ તે	 એકું છી	  માધ્યુયુ�ગો%ન શ�ધવ� જો	વ% આ�કું��કું%યુ બ�બતે� કું�વ%.  તે	થે%,  જો�
આપણે	 એ�	(Array)ન	 (!) કુંયુ�U છી	, તે� �	��શ માAલ્યુ માધ્યુમા માAલ્યુ છી	, પ��તે� અ�બત્ત, અમા�રુ� �ક્ષ્યુ એ�	(Array)ન	 (!)
કું�વ�ન��  છી	.  તે	થે%,  આપણે	 ધ��% શકુંતે� નથે% કું	 આપણે% માધ્યુ"થે% છી	,  કું��ણે કું	 આપણે	 પહ	�	થે% જો�યુ��  છી	  કું	  (ર્ટિં!ગો એ
માધ્યુ"થે શ�ધવ�ન� એકું �ળ �"તે� છી	 .  તે	થે%,  તે	 એકું પ્રોકું��ન% લિચેકુંન અન	 ઇં�� મા"યુ� છી	 ,  અમા	 માધ્યુ"થે%ન	 (!) કું�વ�
મા�!	  ઉપયુ�ગો કું�%  શકુંતે�  નથે%.  તે	થે%,  !�ન%  હ�અ�(Tony  Hoare)  એલ્ગો�ડિ�ધમ્	  ક્યુ�  ઝા�પ%  "વરૂપમા��  કુંહ્યા��  છી	  કું	,
મા�ધ્યુમાન% જોરૂ� નથે%, ફક્તે એમા�� કું	!��કું માAલ્યુન	 પ�દ કું�	 છી	 અન	 અમા	 જો	  કુંહ્યા�� છી	  તે	 કું��. તે	થે%, અમા	 આ લિપવ�!ન	 પ�દ
કું�%એ છી%એ અન	 પછી% તેમા	 તે	ન	 બ	 4�ગોમા�� 4�ગો� છી�, જો	 લિપવ�! કું�તે�� ન�ન� હ�યુ છી	 અન	 તે	 પ%વ�! કું�તે� મા�!� હ�યુ છી	.
તે	થે%, લિપવ(! મા�ત્ર થે��� માAલ્યુ અન	 એ�	(Array) છી	, તે	 માધ્યુ"થે હ�વ�� જોરૂ�% નથે% અન	 આપણે	 જો�શ�� કું	 જો� તે	 માધ્યુમા નથે%,
તે� તે	 ખા��બ કું	ન% જો!%�તે�ન� �દ4)મા�� કું	!�%કું મા"યુ�મા�� પડિ�ણેમા	 છી	 , પ��તે� ચે��� તે	ન	 અવગોણે� . તે�, આપણે	 ફક્તે
એ�	(Array)મા�� અમા�કું વ	લ્યુ� પ�દ કું�%એ છી%એ અન	 આપણે	 તે	 બધ� વ	લ્યુ�ન	 તે	ન� કું�તે� ન�ન� �	 છી	 , તે	ન	 ��બ% બ�જો�એ
ખા	��, તે	 બધ� જો	  તે	 કું�તે� વધ��	 છી	  તે	ન	 જોમાણે% તે�ફ ખા	��. અન	 પછી%, અમા	 તે	માન	 વ���વ�� (!) કું�%એ છી%એ અન	
પછી% અમા	 બ��હ	ધ�% આપ%એ છી%એ કું	 ��બ% બ�જો�ન� કું��ઈન	 પછી%થે% જોમાણે% બ�જો�ન% કું�ઈપણે વ"તે� �થે	 જો��વ�ન% જોરૂ�
નથે%. તે	થે%, પડિ�ણે�મા% એ�	(Array) (!) થેયુ	� છી	.
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તે	થે%,  આ લિક્વકું (!)(Quicksort)  છી	,  પ%વ�!  ઘ!કું પ�દ કું��.  તે	થે%,  ઉદ�હ�ણે તે�%કું	,  અમા�મા��  માAક્યુ�  મા�જોબ તેમા	
એ�	(Array)મા�� પહ	��� માAલ્યુ જો પ�દ કું�% શકું� છી�. આ એ�	(Array)ન	 ન%ચે�� અન	 ઉપ�� 4�ગોમા�� વહJચે�. તે	થે%, ન%ચે���
4�ગો તે	 છી	  જો	  પ%વ�! કું�તે� ઓછી� �  છી	,  ઉપ�� 4�ગો તે	 છી	  જો	  લિપવ�! કું�તે� વધ��	 છી	 .  તે�,  આ પ�ર્ટિ!શબિંનગોન� લિનણે�)યુકું
પગો��� છી	, આપણે	 જો�ઈશ�� કું	 આ 4�ગો�� કું	વ% �%તે	 કું�વ��, તે	 હવ	 આપણે	 જો�ઈશ��. પછી%, અમા	 આ લિપવ�!ન	 અહN ખા	�%એ
છી%એ. તે	થે%, તે	 યુ�ગ્યુ "થે�ન	 છી	 અન	 હવ	 આપણે	 આ 4�ગો અન	 આ 4�ગોન	 વ���વ�� (!) કું�%એ છી%એ અન	 અમા�રુ� કું�યુ)
પAણે) થે�યુ છી	, કું��ણે કું	 કુંશ�� ખા	�વ�ન% જોરૂ� નથે%.
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તે	થે%,  અહN ઉદ�હ�ણે દ્વ��� અલ્ગો�ડિ�ધમાન� એકું પ્રોકું��ન� ઉચ્ચે "તે�ન�� વણે)ન છી	 .  તે	થે%,  આ મા��% એ�	(Array)  છી	  તે	વ��
લિવચે��%ન	,  પછી% હ� �  પ�ઇવ�! પ� પ્રોથેમા તેત્વ પ�દ કુંરુ� છી� �  43.  તે	થે%, 43  ન% આદ� �થે	,  હવ	 હ� �  આ એ�	(Array)ન	
4�ગો�� કુંરુ� છી� �. તે	થે%, 43 કું�તે� ન�ન� બધ�. તે	થે%, અહN 43 કું�તે�� ન�ન� તેત્વ� શ�� છી	, આપણે% પ�	 32, 22 અન	 13 છી	.
તે	થે%, આ તેત્વ� ��બ% બ�જો�એ આવ	 છી	 અન	 તે	 તેત્વ� જો	 78, 63, 57, 91 જો	વ� છી	. જોમાણે% બ�જો�એ જોવ�� જો�ઈએ. તે	થે%,
હ� �  આ 4�ગો�� કુંરુ� છી� �  અન	 હ� �  આ4�ગો�� કું	વ% �%તે	 કું�% શકું��,  ��% �%તે	 હ� �  ...  તે	થે%,  માJ બધ��  ��બ% બ�જો�  ��વ્યુ��  અન	
ત્યુ��બ�દ, હ� � વ���વ�� ��બ	 (!) કુંરુ� છી� �. તે	થે%, હવ	 તે	ન	 (!) કું�વ�મા�� આવશ	 નહN, ફક્તે 43 કું�તે� ઓછી�ન�� �પ�દન કું�%
�હ્યા� છી� �, આ (!) કું�	��� નથે%, ત્યુ�� બધ�� કું�તે�� મા�!% છી	 . પછી%, જો� હ� � ધ�રુ� છી� �  કું	 હ� � વ���વ�� તે	ન	 (!) કું�% શકું�� છી� � , તે� માJ
આખા% એ�	(Array)  ગો�ઠવ% છી	,  કું��ણે કું	 હવ	 પ%ળ% બ�જો�મા�� કું�ઈ પણે �%�� બ�જો�  �થે	 જો��વ�ન% જોરૂ� નથે%,  ���
લિપવ�! માAલ્યુ આ બ�ન	ન	 અ�ગો કું�	 છી	. તે	થે%, પ્રોથેમા વ"તે� જો	  આપણે	 માજોવ�ન% જોરૂ� છી	 તે	 આ 4�ગો�� કું	વ% �%તે	 કું�વ�� તે	
છી	. તે	થે%, 4�ગો�� કું�વ�ન% બ	 �%તે છી	. તે	થે%, આપણે	 એકું લિવગોતેવ�� જો�ઈશ�� અન	 તે	ન� મા�!	 થે��� કું�� બતે�વ%શ�� અન	 પછી%
આપણે	 ઉદ�હ�ણે દ્વ��� બ%જાન	 જો�શ�� અન	 તેમાન	 � હ�યુ તે� તેમા��	 કું�� જાતે	 �ખાવ� પ�શ	. તે	થે%, અહN 4�ગો�� કું�વ�ન�
એકું �"તે� છી	. તે	થે%, માJ ��બ% બ�જો�ન� લિપવ�! ઘ!કુંથે% પ્રો���4 કુંયુ�U છી	 અન	 હવ	 મા��% પ�	 આ માAલ્યુ�ન% �પAણે) શ્રે	ણે% જોમાણે%
બ�જો�એ છી	  જો	  ક્રમા��ડિકુંતે નથે%. તે	થે%, હ� � બ	 Aચેકું��કું� માAકું%શ જો	  માJ આ લિચેત્રમા�� બ	 ��ગો પ�ઇન્!�, પ%ળ% પ�ઇન્!� અન	 �%�%
પ�ઇન્!� �થે	 Aચેવ્યુ�� છી	, એકુંવ�� અમા	 એલ્ગો�ડિ�ધમામા�� થે��� પગો��ઓ ખા	ડ્યુ� પછી% આ માહત્વ થે���� "પષ્ટ બનશ	. તે	થે%,
આપણે	 શ�� કું�%એ છી%એ તે	 છી	 કું	 બધ�� �%��� પ�ઇન્!�ન% જોમાણે% બ�જો�એ છી	 . તે	થે%, �%�� પ�ઇન્!� એ 4�ગોન� અ�તેન	 Aચેવ	
છી	  જો	  પહ	��થે% જો 4�ગો�� છી	.  તે	થે%,  �%�% પ�ઇન્!�ન% જોમાણે% બ�જો�એ કું�ઈપણે 4�ગો�� લિવન�ન�� છી	  અન	 બ%જી તે�ફ
પ%ળ% પ�ઇન્!� Aચેવ	 છી	. તે	થે%, આ ન%ચે�� 4�ગોન% માયુ�)દ� Aચેવ	 છી	. તે	થે%, મા��	 જોરૂ� છી	. તે	થે%, માAળ4Aતે �%તે	 �મા�ન્યુ
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�%તે	 આ લિચેત્ર મા��% પ�	 જોઇ �હ્યા� છી� � . તે�, અહN માન	 પ�વ(! હશ	, પછી% માન	 અહN ન%ચે% 4�ગો માળશ	 જો	  પહ	��થે% માળ%
છી	. પછી%, હ� � અહN ઉપ�� 4�ગો પ�	 જોઇ �હ્યા� છી� �, આ ઘ!કું� પહ	�	થે% "કું	ન કું�	�� છી	 અન	 લિવ4�લિજોતે થેયુ� છી	 અન	 પછી%
મા��% પ�	 તે	 4�ગો છી	 જો	  કું�વ�ન�� છી	 . તે	થે%, શરૂઆતેમા�� બધ�� કું�વ�ન�� છી	 અન	 ત્યુ�� કું�ઈ ન�ન� 4�ગો નથે% અન	 ઉપ�� 4�ગો
નથે%. તે	થે%, હ� � શ�� કુંહ� � છી� � કું	 આપણે	 આ જો	વ� પ�ઇન્!�ન	 ��ખા%શ��. તે	થે%, આ વ"તે� તે	ન� અ�તે તે�ફ લિનદ̂શ કું�શ	 અન	 આ વ"તે�
તે	ન� અ�તે તે�ફ લિનદ̂શ કું�શ	. તે	થે%, આ તે	 છી	  જો	  આપણે	 પ્રો�પ્તે કું�વ� મા��ગો%એ છી%એ. તે	થે%, અમા	 આ લિચેત્ર �થે	 કુંહ્યા�� તે	મા
અમા	 પ્રો���4 કું�%એ છી%એ. તે�, આપણે	 શ�� કું�%એ છી%એ, જો� આપણે	 કું�ઇકું ઓછી� �  જો�ઈશ��, તે� હ� � ન%ચે�� 4�ગોન	 લિવ"તે�રુ� છી� �
અન	 હ� � આગો�� તેત્વ પ� જાઉં છી� �,  ફ�%થે% આપણે	 કું�ઈકું ન%ચે	 જો�ઈશ��.  તે	થે%,  અમા	 ન%ચે�� 4�ગોન	 લિવ"તે`તે કું�%એ છી%એ.
તે	થે%, જો� આ બિંબદ� કુંહ	શ	 કું	 ન%ચે�� 4�ગોમા�� 32 અન	 22 ન% બ	 વ	લ્યુ� છી	 અન	 ઉપ�� 4�ગો ખા��% છી	 અન	 બધ�� આગોળ 78
થેશ	
((માયુન��દ4) ��: 07:51)).
હવ	, હ� � 78 તે�ફ જો�ઉં છી� �. તે	થે%, 78 43 કું�તે� મા�!� છી	. તે	થે%, ન%ચે��� 4�ગો અહN �હ	 છી	 અન	 હવ	 મા��% પ�	 ખા��% ખા��%
ઉપ�� 4�ગો નથે% 78. હવ	, હ� � 63 તે�ફ જો�ઉં છી� �, એકુંવ�� 63 એ ઉપ�� 4�ગોન% છી	. તે	થે%, ફ�%થે% હ� � આન	 અન�રુ� છી� � ,
57 ફ�%થે% ઉપ�� 4�ગો �થે	 જો���યુ છી	. તે	થે%, હ� � અન��વ� મા�!	 આગોળ વધ�� છી� �, 91 ફ�%થે% ફ���અન તે�ફ આગોળ વધ��
છી� �. તે	થે%, જ્યુ��	 હ� � 13 મા� આવ	 ત્યુ��	 પ્રોથેમા �પ્રોદ વ"તે� થે�યુ છી	. તે�, હવ	, જ્યુ��	 હ� � 13 મા� આવ	 ત્યુ��	, માન	 ��ગો	 છી	 કું	 તે	
ન%ચે�� 4�ગોમા�� જોવ�� જો�ઈએ, પ��તે� ન%ચે��� 4�ગો ઘણું� દA� છી	 . તે	થે%, હ� � કું	વ% �%તે	 પ્રો�પ્તે કું�% શકું��છી	  તે�, હ� � શ�� કું�%શ, માન	
ખાબ� છી	 કું	 ન%ચે�� પ�ઇન્!�ન% જોમાણે% બ�જો�એ આ તેત્વ છી	 . તે	થે%, આ પ% કું�તે�� મા�!�� છી	  અન	 આ તેત્વ પ% કું�તે� ન�ન�
છી	. તે	થે%, માન	 જો	  જો�ઈએ છી	 તે	 પ્રો�પ્તે કું�વ�ન% એકું �%તે એ છી	 કું	 આ બ�ન	 માAલ્યુ�ન�� લિવલિનમાયુ કું�વ��. તે	થે%, હ� � 13 અન	 78 ન��
લિવલિનમાયુ કુંરુ� છી� �. તે	થે%, હ� � 13 �	 છી	, હ� � તે	ન	 ન%ચે	 �	બ� કુંરુ� છી� �, પછી% હ� � બ�ન	 બિંબદ�ઓન�� લિવલિનમાયુ અન	 ખા	��. તે	થે%, આ
આગોળન�� 4�ગોબિં��ગો એલ્ગો�ડિ�ધમા છી	 જો	  અ 4�ગો�� 4�ગોન% ��બ�ઈન	 ઘ!��	 છી	 , જો� હ� � કું�ઇકું ઉપ� જો	  કું�ઇકું જો�ઉં, તે� હ� �
ફક્તે �%�� પ�ઇન્!� ખા	��. જો� માન	 કું�ઇકું ઓછી� �  દ	ખા�યુ છી	, તે� હ� � તે	 ન%ચે�� તેત્વન	 ઉપ�� 4�ગોન� પહ	�� 4�ગો �થે	
લિવલિનમાયુ કુંરુ� છી� � અન	 પછી% હ� � બ�ન	 4�ગો��ન	 લિવ"તે`તે કુંરુ� છી� � . પછી%, આખા�	, આ બિંબદ�એ મા��% પ�	 હજો�  પણે અ�લિતેમા વ"તે�
નથે%, પ��તે� માન	 આ લિપવ! ઘ!કું આ બ�ન	 વચ્ચે	 હ�વ� જો�ઈએ. તે	થે%, હવ	 મા�દ્દો� એ છી	  કું	 હ� � જાણું� છી� �  કું	 આ છી	લ્��� છી	 . તે	થે%,
પ%ળ� પ�ઇન્!�ન% જોમાણે% બ�જો�એ શ�� છી	 તે	 પ્રોથેમા ઉપ�� %મા� છી	 અન	 પ%ળ% પ�ઇન્!�ન% ��બ% બ�જો�એ જો	 છી	 તે	 છી	લ્�%
ન%ચે�% વ"તે� છી	. તે	થે%, હ� � 43 અન	 13 ન�� લિવલિનમાયુ કું�% શકું�� છી� �  અન	 પછી% માન	 અ�લિતેમા એ�	(Array) 4�ગો�� માળ	 છી	, હ� �
માધ્યુમા�� તે	 પ%વ�!, જોમાણે% બ�જો�  ��બ% અન	 ઉપ�� 4�ગોન� ન%ચે	ન� 4�ગોન	 જો�ઈએ છી	.
("��ઇ�!�ઇમા ન� �દ4) ��: 09:40)
તે�,  આ �%તે	 આપણે	 �મા�ન્યુ �%તે	 ઝા�પ% ક્રમામા�� કું�%એ છી%એ.  તે	થે%,  �મા�ન્યુ �%તે	 હવ	 યુ�દ ��ખા� કું	 આ 4�ગો�� કુંયુ�)
પછી%,  આપણે	 આ 4�ગોન	 ઝા�પથે% (!) કું�વ� અન	 આ 4�ગોન	 ઝા�પથે% (!) કું�વ� પ�શ	.  તે	થે%,  ડિ�કુંર્તિવ(recursive)
કું(લ્ લિવલિવધ 	ગોમા	ન્!�ન	 (!) કું�શ	. તે	થે%, દ�	કું કું(� મા�!	 કુંહ	વ�� ઉપયુ�ગો% છી	  કું	 હ� � કું	!�%કું ��બ% %મા�થે% અમા�કું અલિધકું��
માયુ�)દ�મા�� (!) કું�% �હ્યા� છી� �.  તે	થે%,  �મા�ન્યુ �%તે	 ઝા�પ% ક્રમા��કું એ�	(Array)  �	શ	 અન	 તે	 બ	 પ�ઇન્!� �	શ	,  તે	  L થે% R
મા�ઇન 1 થે% (!) કું�શ	. હવ	, જો� આ ��બ�ઈ ન�ન% હ�યુ, તે� બ%જા શબ્દ�મા�� કુંહ%એ તે�, મા��% પ�	 ફક્તે એકું જો માAલ્યુ
છી	, જો� R ઓછી� છી	. તે	 1 થે% ઓછી� �  અથેવ� બ��બ� છી	, જો� કું�� તે� તેમા	 માAલ્યુ જો�ઈએ અથેવ� જો� મા��% પ�	 કું�ઈ માAલ્યુ
(!) ન હ�યુ,  તે� પછી% હ� � કું�ઇ પણે કું�તે� નથે%.  તે	થે%,  આ માAળ કું	 છી	.  તે	થે%,  આ પ�ન��વતે)ન માAલ્યુ એલ્ગો�ડિ�ધમા છી	,  જો�
(ર્ટિં!ગો,  અ�	ન	  મા�ત્ર એકું જો તેત્વ તે�%કું	  (!)  કું�વ�મા��  આવ	  છી	  જો	  આપણે	  કુંશ��  જો નથે% કું�તે�.  નબિંહતે�,  અગો�ઉન�
ઉદ�હ�ણેન% પડિ�4�ર્ષ�ન� ઉપયુ�ગો કું�%ન	,  અમા	 પ%ળ� લિનદ̂શકુંન% લિ"થેલિતેન	 Aચેવવ� મા�!	 પ%ળ�ન� ઉપયુ�ગો કું�%એ છી%એ
અન	 �%�% પ�ઇન્!�ન% લિ"થેલિતેન	 Aચેવવ� મા�!	 અમા	 �%��ન� ઉપયુ�ગો કું�%એ છી%એ. તે�, આ બ	 વ	�%એબ�� આ બ	 તે%�ન%
લિ"થેલિતે Aચેવ	  છી	.  તે	થે%,  યુ�દ ��ખા�  કું	  આપણે	  લિપવ�!ન� જોમાણે� 4�ગો શરૂ કું�%એ છી%એ.  તે	થે%,  શરૂઆતેમા��,  આપણે	
પ�લિઝાશન પ� છી%એ, આપણે% પ�	 તે	 પ%વ�! અન	 આ� મા�ઇન 1 છી	લ્�% શ�તે� છી	. તે�, આ આપણું� પ%વ! પ% છી	. તે	થે%,
આપણે% પ્રો���લિ4કું વ"તે� એ છી	 કું	 આ બ�ન	 પ�ઇન્!�ન	 અહN મા�કું�. તે	થે%, શરૂઆતેમા�� પ%ળ� એ પ્� 1 છી	. તે	થે%, આ લિ"થેલિતે
છી	 અન	 આપણે	 હવ	 �%��ન	 ખા	�વ�ન% શરૂઆતે કું�%એ છી%એ. તે	થે%, �%�� � પ્� 1 શરૂ થે�યુ છી	 અન	 ત્યુ�� �ધ% જાયુ છી	
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... તે�, જો� આપણે	 જો�યુ�� કું	 �%�� માAલ્યુ લિપવ�! કું�તે�� ન�ન�� છી	 . તે	થે%, આ પ%વ�! છી	. તે	થે%, એ એકું એ પ%વ�! છી	. તે�, �%��
વ	લ્યુ�,  જો	  વ	લ્યુ� હ� � �%�% પ�ઇન્!� હ	ઠળ જો�ઈ �હ્યા� છી� �  તે	 ન�ન� છી	,  પછી% હ� � આ એક્"ચે	ન્જો કુંરુ� છી� �.  તે	થે%,  જો� હ� � ક્યુ��કું
પહ	�%શ અન	 મા��% પ�	 આ ગ્રી%ન વ	લ્યુ� હશ	, તે� તે	 શ�� થે�યુ છી	 તે	 ન�ન� છી	 , પછી% હ� � આ બ	 માAલ્યુ�ન�� લિવલિનમાયુ કુંરુ� છી� � . તે	થે%,
આ તે	 જો છી	, "વ	પ એ પ%ળ� "થે�ન	 એલિ�મા	ન્! અન	 પ�લિઝાશન �%�% પ� તેત્વ છી	 અન	 એ "વ	પ હ�વ�� જો�ઈએ અન	 પછી%, હ� �
પ%ળ�  બિંબદ�ન	  પણે વધ��%શ.  �%�� પ�ઇન્! કું�ઈપણે �%તે	  પ%મા��  વધ���  થેયુ�  છી	.  તે�,  આખા�	,  આ �Aપ પછી% માJ  આ
પ�ર્ટિ!શબિંનગો હદ �ધ% કુંયુ�U છી	 જ્યુ�� મા��% પ�	 પ%વ�! ઘ!કું છી	, મા��% પ�	 ન%ચે��� 4�ગો અન	 ઉપ�� 4�ગો છી	. અન	 હવ	 હ� �
શ�� કું�વ� મા��ગો� છી� �, હ� � પ%વ!ન	 કું	ન્દ્રમા�� ખા	�વ� મા��ગો�� છી� �, આ માયુ	 મા��% પ�	 અહN પ%ળ� પ�ઇન્!� છી	  અન	 અહN �%��
પ�ઇન્!� છી	.  તે	થે%,  મા��	 અહN છી	લ્��� તેત્વ �	વ�ન% જોરૂ� છી	  અન	 લિપવ�!મા�� લિવલિનમાયુ કું�વ� જો�ઈએ અન	 આ તે	 જો છી	 .
વ	લ્યુ�ન	 વ	લ્યુ� પ�લિઝાશન l ન	 વ	લ્યુA પ%લ્	 ઓછી� 1 પ� લિ"થેતે કું��, હવ	 માJ આ કુંયુ�U છી	, હવ	 હ� � વ���વ�� (!) કું�વ� મા��ગો�� છી� � .
તે	થે%, હ� � આ પ%ળ� પ�ઇન્!�ન% શરૂઆતેથે% જોમાણે	થે% ��બ	થે% (!) કું�વ� મા��ગો�� છી� � . તે	થે%, હ� � એ મા��થે% A થે% પ%ળ�મા�� (!)
કુંરુ� છી� �, જ્યુ��	 હ� � બધ�� જો જોમાણે% બ�જો�  (!) કું�વ� મા��ગો�� છી� �. તે	થે%, હ� � પ%ળ� વત્ત� 1 �થે	 (!) કું�� અન	 (!) કું��. તે	થે%,
આ ઇનપ�! ડિ�કુંર્તિવ(recursive) કું(લ્ છી	. પ��તે�, હવ	 અગોત્યુન% બ�બતે એ છી	 કું	 આ માયુ	 એ� અન	 પ%ળ� વચ્ચે	ન% દ�	કું
વ"તે� લિપવ�! કું�તે�� ન�ન% છી	,  પ%ળ% વત્ત�  1  થે% ઉપ�ન% દ�	કું વ"તે� લિપવ�! કું�તે�� મા�!% છી	.  તે	થે%,  આ બ	 (ર્ટિં!ગો બ
ડિ�કુંeવ કું�લ્ લિક્વકું (!)(Quicksort) પછી%, કું�ઇ વધ� કું�વ�ન% જોરૂ� નથે%, અમા	 પAણે) કું�% છી	.
("��ઇ�!�ઇમાન� �દ4) ��: 12:46)
તે	થે%,  જો	મા માJ કુંહ્યા�� કું	 આ 4�ગો�� વ્યુAહ�ચેન� અ�ગો �%તે	 અમા�%કું�ણે કું�% શકું�યુ છી	  અન	 હકું%કુંતેમા�� !�ન% હ��	  (Tony
Hoare)દ્વ��� �જોA  કું�વ�મા�� આવ	�% આ માAળ 4�ગો�� વ્યુAહ�ચેન� છી	. તે	થે%, આ માAળ વ્યુAહ�ચેન�મા��, આ લિવચે�� એકું અ�તેથે%
શરૂ થેતે� નથે% અન	 જ્યુ�� �ધ% તેમા	 બધ� તેત્વન� દ�વ� ન કું�� ત્યુ�� �ધ% ફ�ઈ કું�વ%, પ��તે� તે	 લિવરુદ્ધ અ�તે શરૂ થેયુ�. તે	થે%,
તેમા	 કું�ઈ અથે)મા�� ઉ4% થેવ�ન�� શરૂ કું�� છી�, તેમા	 અહNથે% ન%ચે�% બ�જો�ન�� લિનમા�)ણે કું�વ�ન�� પ્રો���4 કું�� છી� અન	 તેમા	 અહNથે%
ઉપ�ન� 4�ગોન�� લિનમા�)ણે કું�વ�ન�� પ્રો���4 કું�� છી�. અન	 ધ%મા	 ધ%મા	 ન%ચે�% બ�જો�  વધ	 છી	, જ્યુ�� �ધ% તે	 ઉપ�ન% તે�ફ જાયુ છી	
અન	 પછી% બધ�� જો "થેળ	 છી	  અન	 પછી%, તેમા	 પહ	�� જો	!��� અ�લિતેમા "વ	પ કું�� છી�. તે	થે%, અહN તેમા	 શ�� કું�� છી�, તેમા	 ફ�%થે%
પ્રો���4 કું�� છી� તે	 જો ��ગો%ન વ"તે�ન� ઉપયુ�ગો કું�શ	. તે	થે%, પ%ળ� એ ન%ચે�� �%��ન	 �દર્તિ4તે કું�	 છી	. તે�, હ� � શ�� કું�%શ, હ� �
પ%ળ� પ�ઇન્!� �ઈશ અન	 "કું	બિંનગો ��ખા%શ જ્યુ�� �ધ% માન	 તે	 વ	લ્યુ� ન માળ	 જ્યુ�� �ધ% પ%ળ� ન હ�યુ. તે	થે%, 32 43 કું�તે�
ન�ન� છી	. તે	થે%, યુ�દ ��ખા� કું	 આપણે	 પ%ળ� 4�ગો��ન	 લિવકું�વવ�ન� પ્રોયુ� કું�% �હ્યા� છી%એ તે	 ન%ચે�� 4�ગો�� છી	. તે	થે%,
43 કું�તે�� ન�ન� અન	 ન%ચે�� 4�ગો��મા��  43 કું�તે�� મા�!� બધ� ન�ન� 4�ગો�ન	 મા�વવ�ન� પ્રોયુ� કું�% �હ્યા� છી	 . તે	થે%,  હ� �
પ%ળ� વ"તે�ન	 ચે��� ��ખા�� છી� �  ત્યુ�� �ધ% માન	 કું�ઈ 	!મા�� પહ	�% 4A� માળ	 છી	 . તે	થે%, 32 છી	. તે	થે%, હ� � તે	ન� પ� છી���� છી� �, 22
43 કું�તે� પણે ન�ન�� છી	. તે�, હ� � તે	ન� ઉપ� અવગોણે� અન	 હવ	 હ� � માAલ્યુ 72 �ધ% પહfચે�� છી� �. તે	થે%, આ મા�દ્દો� મા��� 4�ગોન	
અહN મા�પ્તે કું�	 છી	 અન	 72 મા�વ	� નથે%, કું��ણે કું	 તે	 43 કું�તે� વધ��	 છી	. હવ	 , હ� � જોમાણે� બ�જો�થે% શરૂ કુંરુ� છી� �  અન	 હ� �
લિ"થેલિતેન% શ�ધ કુંરુ� છી� �, જ્યુ�� હ� � ઉપ�� વ"તે�મા�� વ"તે�ઓ શ�મા	� કું�% શકું�� છી� � , પ��તે� 13 ન% પહ	�% વ"તે� જો	  હ� � જો�ઈ શકું�� તે	
ત્યુ�� હ�વ% જો�ઈએ નહN. તે	થે%, આ પ�ઇન્!� ઉપ� ઉપ�� %મા� છી	. તે�, હવ	, હ� � જો	 કુંરુ� છી� �, હ� � આ બ�ન	 વ	લ્યુ�ન�� લિવલિનમાયુ કુંરુ�
છી� �, જો� હ� � આ બ�ન	 વ	લ્યુ�ન�� લિવલિનમાયુ કુંરુ� છી� � , તે� આ 13 થેશ	, આ 78 થેશ	 અન	 પછી%, હ� � આ બ	 %મા�ઓન	 1 વ�	 ખા	�%
શકું��. તે	થે%, આ આ 4�ગો�� કું�વ�ન% વ્યુAહ�ચેન�મા�� માAળ4Aતે પગો��� છી	 . તે	થે%, હ� � જો	 કુંરુ� છી� �  તે	 આગોળન�� પગો��� છી	 , હ� � 13 અન	
78 ન�� લિવલિનમાયુ કુંરુ� છી� �  અન	 ન�, હ� � કુંહ� � છી� �  કું	 મા��% પ�	 અહN ન%ચે% વ"તે� છી	 અન	 મા��% પ�	 ઉપ�ન% વ"તે� છી	. તે	થે%, હવ	
આ અલિતેક્રમાણે છી	,  અમા��% પ�	 ��બ% બ�જો�  અન	 ઉપ�ન% બ�જો�ન% જોમાણે% બ�જો�  મા�!	 ન%ચે�% વ"તે� છી	  અન	 વચ્ચે	ન�
4�ગોમા�� આપણે% પ�	 ક્રલિમાકું તેત્વ� છી	, પ��તે� આપણે% પ�	 આ બ	 Aચેકું��કું� છી	, ��બ	 gથે% વધ� ��બ% બ�જો�ન�� gથે% વધ�
લિનષ્કુંર્ષ)ણે ઘ!કું છી	,  gથે% વધ� લિનષ્કુંર્ષ)ણે તેત્વ.  તે	થે%,  હવ	,  હ� �  ફ�% એકું જો વ"તે� કું�વ�ન��  શરૂ કુંરુ� છી� � ,  હ� �  પ%ળ� જોમાણે�
હ�નચે�ન કું�% શકું�� છી� �, જ્યુ�� �ધ% હ� � ન%ચે�� ��બ�વ�� નહN ત્યુ�� �ધ%, હ� � તે	ન	 ગોમા	 ત્યુ�� �ધ% લિવ"તે`તે કું�% શકુંતે� નથે%, કું��ણે કું	
63 ત્યુ�� પહ	�	થે% જો હ�વ�� જો�ઈએ નહN. તે	થે%, હ� � આ 4�ગો��ન	 ખા	�% શકુંતે� નથે%. બ%જી તે�ફ, ઉપ�� 4�ગો�� ખા	�%
શકું	 છી	, કું��ણે કું	 91 વધ��	 મા�!�� છી	. તે	થે%, હ� � તે	ન	 છી��% દઈશ, 57 હજો�  પણે મા�!�� છી	. તે	થે%, હ� � તે	ન	 ફ�%થે% ખા	�%શ, 63 હજો�
પણે મા�!�� છી	. તે	થે%, હ� � ફ�%થે% ��બ	 ખા	��. અન	 હવ	 માન	 ��ગો	 છી	  કું	 યુ�ગ્યુ પ�ર્ટિ!શન Aચેકું ��બ	 પ�ર્ટિ!શનન% ��બ	 ખા	ડ્યુ��
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છી	. તે	થે%, જ્યુ��	 આ લિવલિનમાયુ થે�યુ છી	, ત્યુ��	 તે	 આ 4�ગો��ન	 મા�પ્તે કું�	 છી	. તે	થે%, જ્યુ��	 જોમાણે% %મા� ��બ% બ�જો� �  પ��
કું�	 છી	, જ્યુ��	 આપણે	 તેત્વન�� લિવ4�જોન મા�પ્તે કું�%એ છી%એ, કું��ણે કું	 બ	 ઘ!કું� વચ્ચે	 4�ગો�� કું�વ�ન�� કું�ઈ જો નથે%. તે�,
એકું વખાતે આપણે	 મા�પ્તે થેઈ ગોયુ� પછી%,  હવ	 આપણે% પ�	 આ જો મા"યુ� છી	  જો	  પહ	�� આપણે	 આ તેત્વન	 આ
કું	ન્દ્રમા�� ખા	�વ� મા��ગો%એ છી%એ, પ��તે� હવ	 યુ�દ ��ખા� કું	 આ બિંબદ�એ, જ્યુ��	 આ વ"તે� મા�પ્તે થેઈ જાયુ છી	, ત્યુ��	 જોમાણે%
બ�જો�  તે�ફ લિનદ̂શ કું�	 છી	 લિનમ્ન %મા�ન� અ�તે બિંબદ�. તે	થે%, હ� � ફક્તે આ બ�ન	ન�� લિવલિનમાયુ કું�% શકું�� છી� �. તે	થે%, હ� � 13 અન	 43 ન��
લિવલિનમાયુ કું�% શકું�� છી� �. તે	થે%, હ� � તે	ન	 અહN ખા	�વ� મા�!	 �ઈ ગોયુ� છી� �  અન	 પછી%, મા��� જોવ�બ માળ% ગોયુ� છી	. તે	થે%, જો� હ� �
આન	 ખા	�	 અન	 પછી%, હ� � ગ્રી%ન પ�ઇન્!�ન	 એકું�થે	 ખા	�%શ, હવ	 મા��% પ�	 લિનમ્ન ઘ!કું�ન% ઉપ�ન% બ�જો�  છી	  અથેવ�
ઉપ�� તેત્વ�ન� પહ	�� તે�ફન% તે�ફ	ણે છી	 અન	 હવ	 હ� � આ 4�ગોમા�� ઝા�પથે% (!) કું�% શકું�� છી� � . આ 4�ગો. તે	થે%, અમા	 "યુ���
કું�� �ખા%શ��  નહN અથેવ� આન��  વણે)ન કું�%શ��  નહN,  એલ્ગો�ડિ�ધમા અન	 વધ� લિવગોતે,  પ��તે�  તેમા	 ચે�ક્કુંપણે	 આ લિનદ̂શ�ન	
આગોળ વધતે� ��ખાવ� જો	વ% જો �%તેન	  અજોમા�વવ� અન	  કું�યુ)  કું�વ�ન� પ્રોયુ� કું�%  શકું�  છી�,  જો	મા કું	  અમા	  અગો�ઉન�
4�ગોબિં��ગો મા�!	 કુંયુ�U હતે�� અન	 જો�ઓ કું	 તેમા	 તે	ન	 બ��બ� મા	ળવ% શકું� છી�, આ ઘણે% પ�"તેકું�મા�� પણે ચેચે�) થે�યુ છી	. તે�, આ
બ�ન	 4�ગો�� એલ્ગો�ડિ�ધમા છી	 જો	 આપણે% પ�	 પ�ઠ્યુપ�"તેકું�મા�� છી	 અન	 તેમા	 પ�દ કું�% શકું� છી� કું	 જો	 ક્યુ��	યુ વધ� �ળ છી	 .
બ�ન	 ડિકું"�ઓમા�� યુ�દ ��ખા� કું	 તે	ઓ માAળ4Aતે ચે� લિ"થેલિતે છી	, આ બ	 મા�કું)) છી	 અન	 આ બ	 મા�કું)) એ 4�ગો દશ�)વ	 છી	 જો	
4�ગો��, ન%ચે�� અન	 ઉપ�ન� 4�ગોન% માયુ�)દ� પહ	��થે% જો છી	. અન	 પછી%, ત્યુ�� એકું અલિવ4�જ્યુ 4�ગો છી	 અન	 તે	 પછી%,
તેમા	 જો	 કુંયુ�U છી	 તે	 પક્ષપ�તે% 4�ગો ખા��% થેઈ જાયુ છી	.
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ડિ�ઝા�ઇન અન	 એન�લિ�લિ ઓફ એલ્ગો�ડિ�ધમ્ (Design and Analysis of Algorithms)
પ્રો�ફ	� મા�ધવન મા�કું��દ (Prof. Madhavan Mukund)

ચે	ન્નઈ મા	થે	મા	ડિ!કું� ઇલિન્"!ટ્યુ�! (Chennai Mathematical Institute)
મા�ડ્યુ�� - 08
�	ક્ચે� - 16

લિક્વક્'!(: એન�લિ�લિ (Quicksort: Analysis)

અમા	 લિક્વક્'!((Quicksort) જો�યુ�� છે	  જો	  એકું લિવભા�જોકું છે	  અન	 એલ્ગો�ડિ�ધમા જીતી. છે	  જો	   માજો(  '!((Merge sort)મા��
વધ���ન. ઍ�	 મા�!	 આવશ્યુકુંતી�ન	 વધ��	 છે	. . તી	થે., ચે��� લિક્વક્'!((Quicksort)ન� લિવશ્�	ષણ કું�.એ.
("��ઇ�!�ઇમા ન� �દભા( ��: 00:11)
તી	થે.,  યુ�દ ��ખો� કું	  લિક્વક્'!((Quicksort)  કું	વ. �.તી	  કું�યુ(  કું�	  છે	,  તીમા	  પી.વ�! ઘ!કું પી�દ કું�� છે� જો	  �મા�ન્યુ �.તી	
એ�	(Array)ન� આ પ્રોથેમા તીત્વન	 કુંહે	 છે	.  અન	 પીછે. તીમા	 શું�� કું�� છે�, તીમા	 આન	 બે	 ભા�ગોમા�� લિવભા�લિજોતી કું�� છે� જો	મા કું	
તીમા��. પી�	 ન.ચે��� ભા�ગો છે	 જો	 પી. કું�તી�� ઓછે� અથેવ� બે��બે� છે	 અન	 તી	 ઉપી�� ભા�ગો હે�ઈ શુંકું	 છે	 , તી	 p કું�તી�� મા�!� છે	.
અન	 તીમા	 આ લિપીવ�!ન	 વચ્ચે	 વચ્ચે	 ખો	�� અન	 પીછે. તીમા	 આ ન.ચે�� ભા�ગો અન	 ઉપી�� ભા�ગોન	 અ�ગોથે. '!( કું�� અન	
પીછે. તીમા��	  કું�ઈ �યુ�જોન પીગો���  કું�વ�ન. જોરૂ� નથે.,  કું��ણ કું	  આ બે	  વ"તી�ઓ એકુંબે.જાન	  ધ્યુ�નમા��  ��ખો.ન	  યુ�ગ્યુ
લિ"થેલિતીમા�� છે	.
("��ઇ�!�ઇમા ન� �દભા( ��: 00:45)
તી�, પ્રોથેમા વ"તી� જો	  આપીણ	 નCધ્યુ�� છે	  તી	 છે	  કું	 આ ભા�ગો�� ખો�	ખો� કું�યુ(ક્ષમા છે	 . અમા	 આખો� એ�	(Array)ન� એકું "કું	નમા��
કું�. શુંકું.એ છે.એ. તી	થે., આપીણ	 n માયુ	 ક્રમામા�� કું�ઈપીણ લિપીવ�!ન� �દભા(મા�� ભા�ગો�� કું�. શુંકું.એ છે.એ. તી	થે., પ્રોશ્ન એ છે	
કું	 વ���વ�� આવતી. મા"યુ�ઓ કું	!�. મા�!. છે	? તી	થે., જો� પી.વ�! માધ્યુમા હે�યુ તી� તીમા	 અપી	ક્ષ� ��ખોશું� કું	 માધ્યુમા�� વ્યુ�ખ્યુ�
પ્રોમા�ણ	 આ કુંદ 2 ન� છે	.  કું��ણ કું	 �	��શું એ તી	 તીત્વ છે	  જો	  એ�	(Array)ન	 બે	 ભા�ગોમા�� લિવભા�લિજોતી કું�	 છે	,  તી	 તીત્વ�ન�
અ�ધ� કું�તી�� વધ��	 છે	. માધ્યુમા, માધ્યુમા કું�તી�� અ�ધ� ન�ન� હે�યુ છે	 . અન	 જો� તીમા��. પી�	 આ ન.બેદ�� પીડિ�લિ"થેલિતી છે	 કું	
લિપીવ�! માધ્યુમા છે	, તી� આપીણ	  માજો( '!((Merge sort) પી�ન��વતી(ન �થે	 મા�પ્તી થે�યુ છે	 જો	 કુંહે	 છે	 કું	 n ન� t ન	 2 ભા�ગો�
2 બે	 ભા�ગો� મા�!	 �	 છે	 અન	 આ પી�ર્ટિ!શુંનિંનગો પીગો��� છે	 . તી	થે., પી�ન��વતી(ન પીછે. માજો(  પીગો��� નથે., પી��તી� પી�ન��વતી(ન પીહે	���
ભા�ગો�� 	!.  તી	થે.,  આપીણ. પી�	  માજો(  '!((Merge sort)મા�� જો�યુ�� છે	,  આ પી�ન��વતી(ન ઑ�(�  n ��ગો n �	 છે	  જો�
આપીણ	 તી	ન	 લિવ"તીLતી કું�.એ, પી��તી� લિપીવ'! કું�ઈ અથે(મા�� શ્રે	ષ્ઠ કું	મા�� છે	.
("��ઇ�!�ઇમાન� �દભા( ��: 01:44)
આપીણ	 શું�� Oથે. ખો��બે કું	 કું�.એ છે.એ? જ્યુ��	 Oથે. ખો��બે કું	 જ્યુ��	 પી.વ�! ભા��	 માQલ્યુ હે�યુ ત્યુ��	,  Oથે. ન�ન�
માQલ્યુ અથેવ� Oથે. મા�!� માQલ્યુ. તી	થે., જો� તી	 Oથે. ન�ન�� માQલ્યુ છે	 તી� શું�� થેશું	 તી	 એ છે	 કું	 બેધ�� પી.વ�! કું�તી� મા�!�� હેશું	. તી	થે.,
તીમા��. પી�	 ઉપી�� તીત્વ માQહે હેશું	 જો	ન. પી�	 n ઓછે� 1 માQલ્યુ� છે	, કું��ણ કું	 પી.વ�! એ એકું ન�ન�� માQલ્યુ છે	 અન	 અમા��.
પી�	 આ બે�જો�  કું�ઈ નથે..  પ્રોમા�ણતી�પીQવ(કું,  જો� પી.વ'! તીમા��� એ�	(Array)મા�� Oથે. મા�!��  માQલ્યુ છે	,  તી� તીમા��. પી�	
ન.ચે�� તીત્વ માQહેમા�� બેધ�� હેશું	. તી�, આ ફ�.થે. n ઓછે� 1 ન. �થે	 છે	 અન	 પી.વ! એ કું�ઈકું છે	 જો	  એકું અત્યુ�તી અ�તીમા�� છે	
અન	 બે.જી તી�ફ કું�ઈ નથે.. તી	થે., હેવ	 આપીણ	 જો�ઈ શુંકું.એ છે.એ કું	 આ મા�પી ન� એ�	(Array)ન	 '!( કું�વ� મા�!	, મા��	 એકું
ન�ન�� 	ગોમા	ન્! '!( કું�વ�� પી�શું	 જો	  ફક્તી n ઓછે� 1 છે	, તી	 n ઓછે� 1 કું�તી� વધ��	 ન�ન�� છે	. તી�, આપીણું� tn tn મા�ઇન 1
વત્તા� �	 છે	  n, n એ ભા�ગો�� કું�વ� મા�!	ન� માયુ છે	 અન	 !.ન 1 ઓછે�મા�� ફ�.થે. ખો��બે કું	મા�� એકું પી.વ�! ઘ!કું હેશું	 જો	
અત્યુ�તી માQલ્યુ છે	. તી	થે., ઉદ�હે�ણ તી�.કું	, મા�ન.એ છે.એ કું	 આપીણ	 પીહે	�	થે. '!( કું�	�� એ�	(Array)થે. પ્રો���ભા કું�.એ છે.એ
જો	મા કું	 1, 2, 3, 4, તી� તી	 શું�� થે�યુ છે	, આપીણ	 1 ન	 લિપીવ�! તી�.કું	 પી�દ કું�.એ છે.એ અન	 પીછે. આ તી	 પીડિ�ણ�મા આપી	 છે	
જો	ન	 આપીણ	 2, 3, 4 અન	 ત્યુ��બે�દ હે� � 2 પી.વ�! તી�.કું	 પી�દ કું�.શું અન	 આ આપીણ� '!(મા�� પીડિ�ણ�મારૂપી થેશું	 1 તી	 3, 4
અન	 તી	થે.,  '!( કું�શું	.  જો� તીમા��. પી�	 કું�ઈ અથે(મા�� પીહે	��થે. '!( થેયુ	� ઍ�	 હે�યુ,  તી� લિપીવ�! હે�મા	શું��  એકું આત્યુ�લિતીકું
માQલ્યુ� છે	. તી	થે., આગો��� પીગો��� એ�	(Array)ન	 ખોQબે ખો��બે લિવભા�લિજોતી કું�	 છે	. અન	 અ�બેત્તા, આપીણ	 આ !.નન	 લિવ"તીLતી
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કું�.એ છે.એ, tn મા�ઇન 1 વત્તા� એન, આપીણન	 ����શું માળે	 છે	 જો	  આપીણન	 પ્રોથેમા પી�દગો. '!((selection sort) અન	
લિનવ	શું '!((insertion sort)  મા�!	  માળે	  છે	.  તી	થે.,  આ ક્રમા  n  ચે�� બેન	 છે	.  તી	થે.,  લિક્વક્'!((Quicksort)ન� Oથે.
ખો��બે કું	 વ�"તીવમા��  n ચે�� છે	,  જો	  પી�દગો. '!((selection sort)  અન	 લિનવ	શું '!((insertion sort) મા�!	 Oથે.
ખો��બે કું	 જો	વ��  જો છે	.  તી	થે.,  આપીણ	 આ વધ� જોડિ!� અલ્ગો�ડિ�ધમા લિક્વક્'!((Quicksort)થે. કું	મા નિંચેતી� કું�.એ છે.એ,
જ્યુ��	 આપીણ	 પીહે	�	થે. જો ઘણ� �હેલિજોકું અલ્ગો�ડિ�ધમાન� જાણ કું�.એ છે.એ જો	ન. પી�	 ક્રમા n ચે�� છે	.
("��ઇ�!�ઇમાન� �દભા( ��: 03:36)
તી	થે.,  તી	 તી��ણ આપી	 છે	  કું	 આપીણ	 જો	  વ�"તીવમા�� બેતી�વ. શુંકું.એ છે.એ તી	 લિક્વક્'!((Quicksort)  ખો�	ખો� આ ખો��બે
કું	મા�� ખોQબે જો વ���વ�� વતીU નથે.. તી	થે., આપીણ	 ખો�	ખો� લિક્વક્'!((Quicksort)ન� ડિકું"�મા�� ગોણતી�. કું�. શુંકું.એ છે.એ
જો	ન	 એવ�	જો કું	 જોડિ!�તી� કુંહે	વ�મા�� આવ	 છે	 અન	 બેતી�વ	 છે	 કું	 આ n ��ગો n છે	. તી	થે., આપીણ	 વ�"તીવમા�� બેતી�વ.શું�� નહેV
કું	 તી	 n ��ગો n છે	, પી��તી� અમા	 લિક્વક્'!((Quicksort)ન� �	��શું કું	 લિવશ્�	ષણન. ગોણતી�. કું�વ� મા�!	 તી	ન� અથે( શું�� છે	  તી	
માજાવવ�ન� પ્રોયુ� કું�.શું��. જો	મા આપીણ	 શુંરૂઆતીમા�� કુંહ્યું�� હેતી�� તી	મા ગોણતી�. કું�વ� મા�!	 �	��શું કું	 ખોQબે મા�શ્કું	� છે	. તી	થે.,
ચે��� જો�ઈએ કું	 આ કું�વ�ન�� શું�� છે	.
("��ઇ�માયુન� �દભા( ��: 04:09)
તી	થે.,  �	��શું કું	ન. ગોણતી�. કું�વ. મા�શ્કું	� છે	  તી	  પ્રોથેમા કું��ણ છે	,  કું��ણ કું	 અમાન	 તીમા�મા �ભાલિવતી ઇનપી�ટ્ન��  વણ(ન
કું�વ�ન� મા�ગો( હે�વ� જોરૂ�. છે	. હેવ	, 'ર્ટિં!ગો એલ્ગો�ડિ�ધમા મા�!	 પીણ તીમા�મા �ભાલિવતી ઇનપી�ટ્ એકું અન�તી જોગ્યુ� છે	, ધ��.
�હ્યું� છે.એ કું	 હે� � મા�ત્ર લિનલિશ્ચેતી �	ખો�ન� એ�	(Array) �ઈ જાઉં છે� �, હે� � ધ�રું� છે� �  કું	 હે� � 4 ��બે�ઈન. એ�	(Array) �ઈશું. તી	થે.,
મા��. પી�	 એ�	(Array) હે�ઈ શુંકું	 જો	  43, 12, 38 અન	 પીછે.ન. જો	મા દ	ખો�યુ તી�, આ 4 ઘ!કું� �થે	 એકું એ�	(Array) છે	,
મા��. પી�	 4 તીત્વ�ન�� બે.જો� �  એ�	(Array) હે�ઈ શુંકું	 છે	 જો	  72, 21, 63 અન	 95 કુંહે	 છે	. પી��તી�, આ �.તી	 આપીણ	 ચે��� ��ખો.
શુંકું.એ છે.એ અન	 કું�ઈપીણ ઘ!કું� માQકું. શુંકું.એ છે.એ અન	 તી	મા�� અ�ખ્યુ ભાQ�� છે	 કુંદ 4. પી��તી�, આ વચ્ચે	 એકું �મા�ન્યુતી�
છે	, જો	 કુંહે	 છે	 કું	 પ્રોથેમા તીત્વ બે.જા તીત્વ કું�તી�� મા�!� છે	. હેકું.કુંતીમા��, બે.જો� તીત્વ એ Oથે. ન�ન� તીત્વ છે	  અન	 તી	થે.. તી	થે.,
જો� તીમા	 આ જો�ઓ તી� અમા	 કુંહે. શુંકું.એ કું	 ત્યુ�� 4 તીત્વ� છે	  અન	 આપીણ	 તી	માન� લિવશું	 લિવચે��.એ છે.એ, પીછે. Oથે. ન�ન�
તીત્વ અહેV છે	, બે.જો� Oથે. ન�ન� તીત્વ અહેV છે	 , ત્ર.જો� Oથે. ન�ન� તીત્વ અહેV છે	 અન	 ચે�થે� ન�ન� તીત્વ અહેV છે	  . તી�,
હે� � ખો�	ખો� આન	 એ�	(Array) 3, 1, 2, 4 તી�.કું	 લિવચે��. શુંકું�� છે� �, કું��ણ કું	  4 તીત્વ� અન	 4 તીત્વ� આ �.તી	 આદ	લિશુંતી છે	.
તી	થે.,  વ�"તીલિવકું માQલ્યુ� ફક્તી �બે�લિધતી �બે�લિધતી બે�બેતી� મા�!	 માહેત્વપીQણ( નથે..  તી	થે.,  આપીણ	 વ�"તીવમા�� કુંદન� ઇનપી�ટ્
લિવશું	 લિવચે�� કું�. શુંકું.એ છે.એ અન	 1 થે. એન અથેવ� ક્રમા 1 ન� ક્રમાચેયુન� આ પ્રોકું��ન� ક્રમામા�� હે�ઈ શુંકું.એ છે.એ. હેવ	,
આ ક્રમાચેયુ�મા�� અમા��. પી�	 કું�ઈ પી�દગો. નથે.,  તી	મા��થે. કું�ઈ પીણ આપીણ� ઇનપી�! તી�.કું	 આવશું	.  તી	થે.,  આપીણ	 બેધ�
જાણ.એ છે.એ કું	 ત્યુ��  n ફ	ક્!�.યુ� આવ. ક્રમાચેયુ� છે	  અન	 આપીણ	 કુંહે.એ છે.એ કું	 તી	મા��ન� દ�	કું મા�ન મા�ન છે	 . તી	થે.,
પ્રોત્યુ	કું પ્રોત્યુ	કું  n એ ફ	ક્!�ડિ�યુ� દ્વ��� �ભાલિવતી છે	.  હેવ	,  આપીણ	 કુંદ n ન� આ બેધ�  n ફ	ક્!�ડિ�અ� ઇનપી�ટ્ન	 જો�ઈએ
છે.એ અન	 જો�ઓ કું	 આપીણું� એલ્ગો�ડિ�ધમા કું	વ. �.તી	 વતીU છે	 . તી	થે., આપીણ	 વ�"તીલિવકું ગોણતી�. કું�.શું�� નહેV, પી��તી� જો� તીમા	
�	��શું જો�ઓ છે�, તી� તીમા	 બેધ� n ફ	ક્!�ડિ�અ� ઇનપી�ટ્ મા�!	 જો	  વ�"તીલિવકું માયુ �	 છે	  તી	 જો�શું�, n ફ	ક્!�ડિ�અ� દ્વ���
ઉમા	�વ�મા�� અન	 લિવભા�જીતી કું�વ��, જો	  �ભાલિવતીતી�મા�� છે	  જો	  લિવ�યુન� �નિંનગોન. ગોણતી�. તી�.કું	 ઓળેખો�યુ છે	. માયુ. પીછે.,
તીમા	 બેતી�વ. શુંકું� છે� કું	 આ ખો�	ખો� ક્રમા n ��ગો n છે	. તી�, આપીણ	 તી	ન	 બેતી�વ્યુ�� નથે., આપીણ	 ફક્તી બેતી�વવ� મા�!	 ગોલિણતી
જોરૂ�. છે	  તી	 માજાવ.શું��ઓ.  પી��તી�,  લિક્વક્'!((Quicksort)મા�� તીમા	 �લિબેતી કું�. શુંકું� છે� કું	 �ભાલિવતી ચે��. �હે	� માયુ
બેધ�  �ભાલિવતી  �	ન્�મા  ઇનપી�ટ્મા��  મા�ન  ઇનપી�ટ્,  આ  ખો�	ખો�  ઑ�(�  n  ��ગો  n  છે	.  તી	થે.,  જો�  કું	
લિક્વક્'!((Quicksort)મા�� ઓ એન "ક્વ	�( Oથે. ખો��બે કું	 છે	 અન	 �	��શું તી	  માજો(  '!((Merge sort) જો	વ� હે�યુ છે	
અન	  માજો(  '!((Merge sort)ન� કું	!��કું ખો��� લિવન� તી	  વતીU છે	,  તી	 ખો� કું�.ન	  માજો(  એ�	(Array)  બેન�વવ� મા�!	
વધ���ન. જોગ્યુ�ન. આવશ્યુકુંતી� નથે..
("��ઇ�માયુન� �દભા( ��: 06:41)
હેવ	, તીમા	 ખો�	ખો� આ �	��શું કું	 વતી(ણૂં�કુંન� ખોQબે જો �ળે �.તી	 ઉપીયુ�ગો કું�. શુંકું� છે�. તી	થે., આ ખો��બે કું	 શું� મા�!	 થે�યુ
છે	? Oથે. ખો��બે કું	 થે�યુ છે	, કું��ણ કું	 અમા	 જો	  પી.વ�! પી�દ કું�.એ છે.એ તી	 ખો��બે લિપીવ�! હે�ઈ શુંકું	 છે	 , કું��ણ કું	 જો�યુ�� કું	
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જો� તીમા	 પીહે	�� તીત્વ તીમા��� લિપીવ�! તી�.કું	 માQક્યુ� છે	, તી� '!( કું�	� એ�	(Array) એકું ખો��બે કું	 બેન. જાયુ છે	, કું��ણ કું	 દ�
વખોતી	 જ્યુ��	 લિપીવ�! એ અત્યુ�તી તીત્વ છે	. બે.જી બે�જો� , તીમા	 છે	લ્�� તીત્વ �ઈ શુંકું� છે� અન	 તીમાન	 મા�ન મા"યુ� હેશું	, જો�
તીમા	 લિમા�પી�ઇન્! ફ�.થે. પી�દ કું�� છે�, તી� તીમા	 એ�	(Array)ન� માધ્યુ નિંબેદ�ન	 બેન�વ. શુંકું� છે� જો	 તીમા	 અત્યુ�તી તીત્વથે. પ્રો���ભા
કું�� છે� અન	 પીછે. તીમા	 પી�છેળેથે. કું�મા કું�. શુંકું� છે� અન	 હે�મા	શું�� �ચેન� કું�. શુંકું� છે�. Oથે. ખો��બે કું	 જો	 ક્રમા��કું n ચે��
�	 છે	.  તી	થે.,  આપીણ	 જો	  કુંહે. �હ્યું� છે	  તી	 છે	  કું	 કું�ઈપીણ લિનયુતી વ્યુQહે�ચેન� મા�!	,  જો� હે� � તીમાન	 અગો�ઉથે. જોણ�વ.શું કું	 હે� �
હે�મા	શું�� લિપીવ'!ન. લિ"થેલિતીન	 ચે�ક્કું �.તી	 ગોણતી�. કું�વ� જાઉં છે� � , તી� પી�છેળેથે. કું�મા કું�.ન	 તીમા	 હે�મા	શું�� ખો�તી�. કું�. શુંકું� છે� કું	
વતી(મા�ન લિ"થેલિતી મા"યુ�,  તીમા��. પી�	 Oથે. ખો��બે કું	 છે	  જો	  અત્યુ�તી ઇનપી�! છે	  અન	 તી	 કું�ઈકું ફ�.થે. બેન�વવ�� જો	  તી	
વ્યુQહે�ચેન�  મા�!	  O  n  ચે��  �	શું	.  તી	થે.,  ઉકું	�  એ  છે	  કું	,  જ્યુ��	  હે� �  ડિ�કુંર્સિવ(recursive)  બે  મા"યુ�મા��
લિક્વક્'!((Quicksort)ન	 ��ગો� કું�વ� મા�ગોતી� હે�ઉં ત્યુ��	 દ�	કું વખોતી	 વ્યુQહે�ચેન�ન	 ઠી.કું કું�વ. નહેV,  મા��. પી�	  0  થે.  n
ઓછે� 1 પી�લિઝાશુંન હે�યુ છે	 જો	 માન	 પી.વ�! તી�.કું	 પી�દ કું�વ�ન. જોરૂ� છે	. પી��તી�, તીમાન	 0 અથેવ� n ઓછે� 1 અથેવ� 0 અન	
n ઓછે� 1 વચ્ચે	ન� માધ્યુ-મા�ગો( હે�વ�ન�� કુંહે	વ� કું�તી��, હે� � કુંહે� � છે� �  કું	 હે� � મા�ન �ભા�વન� �થે	 આમા��થે. કું�ઈપીણ માQલ્યુ પી�દ
કું�.શું.  તી	થે.,  આન� લિવચે�� કું��,  હે� �  0 અન	 એન 1 ઓછે� 1 ન. વચ્ચે	 �	ન્�મા ન�બે� પી�દ કું�. �હ્યું� છે� �  અથેવ� જો� તીમા	
ગ્રા�ડિફકું�. �.તી	 લિવચે��. શુંકું� છે� તી� તી	 માLત્યુ� પી� પી�� થેવ�� અથેવ� ફaકુંવ�� જો	વ. છે	. તી	થે., મા�. �મા�ન્યુ �.તી	 છે ચેહે	��ઓ કુંહે	
છે	. તી	થે., જો� તીમા	 ભા��	થે. માLત્યુ� પી�મા	, તી� તીમાન	 1 થે. 6 ન. વચ્ચે	ન. કું�ઈ પીણ �ખ્યુ� �ભાલિવતી હેશું	. તી	થે., હેવ	 આપીણ.
પી�	 એકું બે�જો�ન� માLત્યુ� છે	. તી	થે., અમા��. પી�	 એકું જોડિ!� વ"તી� છે	, આપીણ	 તી	ન	 ફaકું.એ છે.એ અન	 જો	  પીણ �ખ્યુ� આવ	
છે	, આપીણ	 તી	ન	 એકું પી.વ�! તી�.કું	 બેન�વ્યુ� છે	. તી	થે., હેવ	 આ અલ્ગો�ડિ�ધમાન� વતી(ણૂંકું �ધ���ઈ નથે., તી	 કું	વ. �.તી	 આ માLત્યુ�
પી�મા	  છે	  તી	ન�  પી�  લિનભા(�  છે	.  તી	થે.,  આ  એકું  અ�ગો  પ્રોકું��ન�  અલ્ગો�ડિ�ધમાન�  છે	  જો	  �	ન્�મા��ઇઝ્�
અલ્ગો�ડિ�ધમા(Randomized Algorithm) કુંહે	વ�યુ છે	.  તી	થે.,  હેવ	 તીમા	 લિક્વક્'!((Quicksort)ન	 �	ન્�મા��ઇઝ્� "પી.�મા��
ખોQબે �ળે �	ન્�મા��ઈઝા	શુંન પીગો�� �થે	 અમા�મા�� માQકું. શુંકું� છે�, એ!�	 કું	 દ�	કું લિક્વક્'!((Quicksort) પી� �	ન્�મા પી� ફક્તી
લિપીવ�! પી�દ કું��.  અન	  તી	  તી��ણ આપી	 છે	  કું	  ફ�.થે.  તીમા	  મા�ન ગોણતી�. કું�. શુંકું�  છે�,  કુંહે.ન	  કું	  શુંક્યુ બેધ. �	ન્�મા
પી�દગો.ઓમા�� હે� � પી�ઇવ�! બેન�વવ� મા��ગો�� છે� �, અપી	લિક્ષતી �નિંનગો માયુ ઓ�(� n ��ગો n છે	. તી	થે., આ ખોQબે જો �ળે છે	, આ
એવ�	જો કું	� n ��ગો n ન. હેકું.કુંતીન�� એકું લિદ્વ પીડિ�ણ�મા છે	, તીમા	 ��� �ભા�વન� �થે	 આ n ��ગો n વ"તી�ન	 પ્રો�પ્તી કું�વ�
મા�!	 ખોQબે જો �ળે �	ન્�મા�ઇઝ્� વ્યુQહે�ચેન� બેન�વ.ન	 તી	ન�� શું�ષણ કું�. શુંકું� છે�. .
("��ઇ�!�ઇમા ન� �દભા( ��: 09:05)
આપીણ	  જો	  પ્રોકું��ન��  માજો(  કુંયુ�c  છે	  તી	ન�  લિવશું	ન��  બે.જો� �  પી���,  જો	  થે��.  .લિમાતી  છે	,  એ  છે	  કું	  તી	  "વ�ભા�લિવકું  રૂપી	
ડિ�કુંર્સિવ(recursive) છે	. હેવ	, લિક્વક્'!((Quicksort)ન� અમા��� ઉકું	� જોગ્યુ�ન� આ ��લિપ્�કું	શુંનન	 અવગોણ	 છે	 , પી��તી� તી	
ડિ�કુંર્સિવ(recursive)  છે	.  હેવ	,  તી	  લિક્વક્'!((Quicksort)મા��  જો�વ�  માળે	  છે	  તીમા	  વ�"તીવમા��  ડિ�કુંર્સિવ  એલ્ગો�ડિ�ધમા
પી�ન��વતી(ન કું�. શુંકું� છે�. તી	થે., મા�દ્દો� એ છે	 કું	 ડિ�કુંર્સિવ(recursive) કું'લ્ લિવવ�ડિદતી 	ગોમા	ન્ટ્ પી� કું�યુ( કું�	 છે	. તી	થે., તીમા��	
ડિ�કુંર્સિવ(recursive) કું'�મા�� યુ�દ ��ખોવ�ન. જોરૂ� છે	  તી	 �પીQણ( 	ગોમા	ન્! નથે.,  પી��તી� ફક્તી કુંયુ� 	ગોમા	ન્! પી� તીમા��	 કું�મા
કું�વ�ન. જોરૂ� છે	, તીમા��	 પીડિ�ણ�મા�ન	 જો��વ�ન. જોરૂ� નથે.. તી	થે., અમા	 ખોQબે લિવગોતીવ�� ચેચે�( કું�.શું�� નહેV, પી��તી� તી	 તી��ણ
આપી	 છે	 કું	 તીમા	 "!	કુંન� ઉપીયુ�ગો કું�. શુંકું� છે�, તીમા	 વ�"તીવમા�� તીમા��� પી�તી�ન� "!	કુંન	 જાળેવ. શુંકું� છે� અન	 જ્યુ��	 પીણ તીમા	
ડિ�કુંર્સિવ(recursive) કું'� કું�� છે�, ત્યુ��	 તીમા	 ફક્તી "!	કું, ��બે	 અન	 જોમાણ� અ�તી પી�ઇન્! �ગ્રાલિહેતી કું�� છે� કુંયુ� 	ગોમા	ન્!ન	
'!( કું�વ�ન. જોરૂ� છે	. અન	 આ �.તી	 તીમા	 ખો�	ખો� ડિ�કુંર્સિવ એલ્ગો�ડિ�ધમાન� ઉપીયુ�ગો કું�. શુંકું� છે� જો	  આપીણ	 પીહે	�� �ખ્યુ��
હેતી��  અન	 તી	ન	 ડિ�કુંર્સિવ(recursive)  અલ્ગો�ડિ�ધમાન� રૂપી��તીડિ�તી કું�.શું��.  હેવ	,  તીમા	 આન	 �મા�ન્યુ Qલિચેમા��  શું� મા�!	  કું�વ�
મા��ગો� છે�,  કું��ણ કું	 તીમા��. પ્રો�ગ્રા�નિંમાગો ભા�ષ�ન� આધ��	 પી�ન��વતી(ન લિવરુંદ્ધ પી�ન��વતી(નમા�� તીમા��. પી�	 વ	પી�� બે�ધ છે	 .
કું��ણ કું	, જ્યુ��	 તીમા	 ડિ�કુંર્સિવ કું'� કું�� છે�, જ્યુ��	 તીમા	 �મા�ન્યુ �.તી	 પ્રો�ગ્રા�નિંમાગો ભા�ષ�મા�� કું�ઈ ફ�ક્શુંન કું'� કું�� છે�, ત્યુ��	 શું��
થે�યુ છે	 તી	 તીમા	 જો	  કુંમ્પ્યુ�ટિં!ગોન. ગોણતી�. કું�� છે� તી	 "પી	ન્� કું�વ�ન. છે	 . તી	થે., તીમા��	 "પી	ન્� કું�વ�ન. અન	 પ્રો�પ્તી કું�વ�ન.
જોરૂ� છે	. તી	થે., જ્યુ��	 તીમા	 ડિ�કુંર્સિવ કું'� કું�� છે� ત્યુ��	 તીમા��	 તીમા��. પી�	 જો	  કું�ઈપીણ માQકું. દ� અન	 પીછે. તીમા��	 "થે�લિનકું
વ	ડિ�યુ	બે�ન� એકું નવ� 	! �	વ� પી�શું	.  તી	થે.,  પ્રો�ગ્રા�માન. યુ�દમા�� તીમા��	 કું	!��કું નવ� �	!�ન	 ��� કું�વ�� પી�શું	,  પીછે. તીમા��	
ફ�ક્શુંનન	 એક્ઝા	ક્યુ�! કું�વ�� પી�શું	, તીમા	 મા�પ્તી કું�વ� મા��ગો� છે�, તીમા��	 તી	ન	 ફaકુંવ�� અન	 �દભા(ન	 પી�ન"થે�(લિપીતી કું�વ�� પી�શું	, તીમા��	

63



ફ�.થે. શુંરૂ કું�વ�� પી�શું	. તી	થે., આ થે��� માયુ �	 છે	  અન	 તી	 કું	!��કું ��ધન� �	 છે	  અન	 તી	થે., �મા�ન્યુ �.તી	 ફ�ક્શુંન કું'�
કું�વ�ન. ટિંકુંમાતી,  પીછે. ભા�	 આપીણ	 તી	ન. જોડિ!�તી�મા�� પી�યુ�ન. કું�માગો.�. તી�.કું	 ગોણતી�. કું�. શુંકું.એ,  તી	 ખો�	ખો� કું	!��કું
અ�કુંગોલિણતી ડિક્રયુ� જો	વ� કું	 ઉમા	�ણ અથેવ� કું�ઈકું . તી	થે., જ્યુ��	 તીમા	 વ���વ�� ડિ�કુંર્સિવ કું'� કું�� છે� ત્યુ��	, તીમા	 માQળેભાQતી �.તી	
"!	કું પી� કું�ઇકું બેદ�. �હ્યું� છે� અન	 બેદ�. �હ્યું� છે� તી	 કું	!�.કું નવ. ફ્રે	મા છે	  અન	 પીછે. તી	ન	 પી�છે� �  માQકું.ન	 આ માયુ �	 છે	 .
તી	થે.,  તી	 �મા�ન્યુ �.તી	 કું�યુ(ક્ષમા હે	તી�ઓ મા�!	 �મા�ન્યુ છે	,  પી�ન��વતી(નન	 ડિ�કુંર્સિવ(recursive) કું�વ� મા�!	 �રું� છે	.  બે.જી
બે�જો� , આ પ્રોડિક્રયુ� એલ્ગો�ડિ�ધમાન	 વધ� અ"પીષ્ટ બેન�વ. શુંકું	 છે	  અન	 અ�ખ્યુ પ્રો�ગ્રા�નિંમાગો ભા�ષ�ઓ વ�"તીવમા�� ઑલિપ્!મા�ઇઝા
કું�વ�મા�� આવ	 છે	, કુંમ્પી�ઇ�((compilers) આ આપીમા	ળે	 કું�વ� મા�!	 પ્રોયુ� કું�. શુંકું	 છે	. તી	થે., ડિ�કુંઝા(ન વચ્ચે	 આ તીફ�વતી
હે�ઈ શુંકું	 છે	 અન	 પી�ન��વતી(ન હે�મા	શું�� હે�મા	શું�� માદદ કું�તી�� નથે.. પી��તી�, તી	 જાણવ�� ઉપીયુ�ગો. છે	 કું	 અમા�કું એલ્ગો�ડિ�ધમ્ બે�ન	 �.તી	
કું�. શુંકું�યુ છે	 અન	 ચે�ક્કું અલ્ગો�ડિ�ધમાન� અહેV એકું કું�વ�ન�� મા�શ્કું	� છે	.
("��ઇ�!�ઇમા ન� �દભા( ��: 11:26)
તી	થે.,  હેવ	  આપીણ	  લિક્વક્'!((Quicksort)  છે��.એ  તી	  પીહે	���  અમા��.  અ�લિતીમા  ડિ!પ્પીણ..  તી	થે.,  વ્યુવહે��મા��
લિક્વક્'!((Quicksort)  ખોQબે ઝા�પી. છે	,  કું��ણ કું	  આપીણ	 કુંહ્યું��  છે	  કું	  Oથે. ખો��બે કું	 ખોQબે ભા�ગ્યુ	  જો થે�યુ છે	.  આ
કું��ણ��, �મા�ન્યુ �.તી	 લિક્વક્'!((Quicksort) એ ડિ�ફ'લ્! એલ્ગો�ડિ�ધમા છે	 જો	  તીમા	 જો�ઓ છે� કું	 ��કું� જ્યુ��	 લિબેલ્! ઇન
'!( ફ�ક્શુંન ધ��વ	 છે	  ત્યુ��	 તી	ન� ઉપીયુ�ગો કું�	 છે	.  તી	થે.,  જો� તીમા��. પી�	 કું�ઈ "પ્રો	� શું.! હે�યુ અન	 તીમાન	 કું'�માન	 '!(
કું�વ�ન. મા�જોQ �. આપી	,  તી� �મા�ન્યુ �.તી	 આ કું'�માન	 '!( કું�વ� મા�!	 તીમા��. પીLષ્ઠભાQલિમામા�� આ અલ્ગો�ડિ�ધમાન� ઉપીયુ�ગો
ચે��. �હ્યું� છે	 અથેવ� જો� તીમા	 '!( ફ�ક્શુંનમા�� લિબેલ્! કુંયુ�c છે	 . ઉદ�હે�ણ તી�.કું	, ., . વત્તા� પ્�, જાવ� તીમાન	 બેધ�ન	 '!(
કું�વ� મા�!	 પી�વ�નગો. આપી	 છે	, પીણ પી�યુથે�ન ફક્તી તીમાન	 '!( કું�વ� મા�!	 પી�વ�નગો. આપી	 છે	 . �ગોભાગો કું�ઈપીણ પ્રો�ગ્રા�નિંમાગો
ભા�ષ�મા��, આ પ્રોકું��ન�� કું�યુ( પ્રો�ગ્રા�મા�ન	 ફક્તી એકું �ળે કું'� દ્વ��� ઉપી�બ્ધ છે	 તી	 �મા�ન્યુ �.તી	 લિક્વક્'!((Quicksort)ન��
અમા�.કું�ણ છે	.  અ�બેત્તા,  આ અમા�.કું�ણ લિવલિવધ ઑલિપ્!મા�ઇઝા	શુંનન� ઉપીયુ�ગો કું�. શુંકું	 છે	  જો	મા કું	 �	ન્�મા�ઇઝા	શુંન અન	
અન્યુ  વ"તી�ઓ  તી	ન	  ઝા�પી.  બેન�વવ�  મા�!	,  પી��તી�  અ�����ઇન  કું�	�  અલ્ગો�ડિ�ધમા  પી�  તી	ન��  હૃદયુ  �મા�ન્યુ  �.તી	
લિક્વક્'!((Quicksort) છે	.
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ડિ�ઝા�ઇન અન	 એન�લિ�લિ ઓફ એલ્ગો�ડિ�ધમ્ (Design and Analysis of Algorithms)
પ્રો�ફ	� મા�ધવન મા�કું��દ (Prof. Madhavan Mukund)

ચે	ન્નઈ મા	થે	મા	ડિ!કું� ઇલિન્"!ટ્યુ�! (Chennai Mathematical Institute)
મા�ડ્યુ�� - 09
�	ક્ચે� - 17

'ર્ટિં!ગો: મા�પનન* �*મા�કું+

ચે��� આપણે	 લિવચે��*એ છી*એ કું	 લિવલિવધ 'ર્ટિં!ગો એલ્ગો�ડિ�ધમ્ પ� પ�છી� જુ�ઓ.
("��ઇ�માયુન� �દર્ભ+ ��: 00:07)
તે	થે*,  એકું માહત્વપ4ણે+ મા�પદ�� કું	 જુ	  આપણે	 ર્ભ4�શો� નહ6 તે	 એ છી	  કું	,  'ર્ટિં!ગો વ���વ�� તેબક્કું�મા�� થે�યુ છી	. તે	થે*,  અમા��*
પ�	 અલિ8વન, ર્ભ��તે*, ચે�દ� અન	 દ*પ� (Aswin, Bharathi, Chander and Deepa) ��કું�ન� ન�માન* 4લિચે હ�ઈ શોકું	
છી	. તે	થે*, અમા	 આ ક્રમામા�� ગો�ઠવ્યુ� છી	  અન	 તે	માન	 પ�*ક્ષા�મા�� કું	!��કું ગો�ણે માળી* શોકું	 છી	. તે	થે*, તે	માન	 60, 43, 60 અન	 95
માળી* શોકું	 છી	, હવ	 આપણે	 તે	ન	 ગો�ણે દ્વ��� '!+ કું�વ� મા��ગો*એ છી*એ. તે	થે*, જ્યુ��	 આપણે	 અ�બત્ત ગો�ણે દ્વ��� આન	 �!+
કું�*એ છી*એ,  ત્યુ��	 આપણે	 ર્ભ��તે* અન	 અલિ8વનન* લિ"થેલિતેન�� લિવલિનમાયુ કું�વ�ન* જુરૂ� છી	,  પ��તે� આપણે	 અલિ8વન અન	
ચે�દ�ન* લિ"થેલિતેન��  લિવલિનમાયુ કું�વ� નથે* મા��ગોતે�.  તે	થે*,  બ*જા શોબ્દ�મા��  કુંહ*એ તે� અમા	 મા4ળી�ક્ષા��ન� હ�કુંમા�ન� 'ર્ટિં!ગોન	
લિવક્ષા	લિપતે કું�વ� નથે* મા��ગોતે�. તે	થે*, અ�લિતેમા જુવ�બમા�� ર્ભ��તે* પ�	 43, અલિ8વન 60, ચે�દ� 60 અન	 દ*પ�ન* પ�	 હ�વ��
જુ�ઈએ, પ��તે� જુ� તેમા	 ચે�દ્ર� અન	 અલિ8વન ખો�!�� બ�લ્યુ� હ�તે તે� તે	 ખો�!�� હશો	, પ��તે� અલિનચ્છીન*યુ છી	. તે	થે*, જુ� આપણે*
પ�	 આલ્ફ�બ	ડિ!કું� ક્રમામા�� લિવદ્યા�થેHઓન* 4લિચે હ�યુ અન	 પછી* અમા	 ગો�ણે દ્વ��� '!+ કું�*એ,  તે� અમાન	 આશો� છી	  કું	
મા�ન ગો�ણેવ�ળી� ��કું� હજી પણે આલ્ફ�બ	ડિ!કું ક્રમામા��  ગો�ઠવવ�મા��  આવ	 છી	 .  તે	થે*,  "પ્રો	�શો*!(spreadsheet)મા��  જ્યુ��
આપણે* પ�	 કું��મા �થે	 એકું કું�ષ્ટકું હ�યુ, તે	થે* આપણે	 આ "તે�ર્ભ દ્વ��� '!+ કું�*એ છી*એ અન	 પછી* આપણે	 આ કું'�મા
દ્વ��� '!+  કું�*એ છી*એ,  બ*જી 'ર્ટિં!ગો પહ	�� 'ર્ટિં!ગોન� ક્રમામા��  લિવક્ષા	પ ન �	વ* જુ�ઈએ.  તે	થે*,  આન	 લિ"થે� 'ર્ટિં!ગો
કુંહ	વ�મા�� આવ	 છી	  જુ	  ઘણે* વખોતે જ્યુ��	 તેમા	 એકું એટ્રી*બ્યુ�!(Attribute) પ� 'ર્ટિં!ગોન	 '!+ કું�* �હ્યા� હ�યુ, પ��તે� અન્યુ
�ક્ષાણે� હ�ઈ શોકું	 છી	. તે	થે*, �	!� આઇ!મા �મા�ન્યુ �*તે	 એકું અનન્યુ મા4લ્યુ� નથે*, તે	 મા�ત્ર એકું �ખ્યુ� નથે*, પ��તે� તે	 છી	  ...
તે	થે*, તેમા	 ન�મા, ગો�ણે અન	 અન્યુ �ન�મા��ઓ �ઈ �હ્યા� છી� તે	 ફ�ન ન�બ� હ�ઈ શોકું	 છી	 અન	 તેમા	 તેફ�વતે પ� '!+ કું�* શોકું�
છી�. તે�, "પ્રો	�શો*! લિવશો	 લિવચે��� જ્યુ�� આપણે* પ�	 લિવલિવધ "તે�ર્ભ હ�ઈ શોકું	 છી	 . તે	થે*, દ�	કું અન�ગો�મા* '!+ પહ	��ન�� '!+ન	
લિવક્ષા	લિપતે ન કું�	, તે	થે* તે	ન	 લિ"થે� 'ર્ટિં!ગો કુંહ	વ�મા�� આવ	 છી	. તે	થે*, આ દ	ખો*તે* �*તે	 ઇચ્છીન*યુ છી	, કું��ણે કું	 આપણે	 તે	 હ�મા	શો��
કું�*એ છી*એ, જુ� 'ર્ટિં!ગોન� આગો�� ��ઉન્�મા�� 'ર્ટિં!ગોન� પ્રોથેમા ��ઉન્�ન	 લિવક્ષા	લિપતે કું�વ�મા�� આવ	 તે� આપણે	 ખો�	ખો� ખો4બ
ન�ખો�શો હ�ઈશો��. તે	થે*, જુ	 પણે એલ્ગો�ડિ�ધમા લિ"થે� છી	.
("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ+ ��: 02:10)
તે	થે*,  બતે�વ્યુ� પ્રોમા�ણે	 ઝા�પ* '!+(Quick Sort) લિ"થે� "થે�યુ* નથે*, તે	થે* યુ�દ ��ખો� કું	 આપણે	 તે	 થે��*કું વ�� �*ધ�� છી	
અન	 ઓછી�મા�� ઓછી� આપણે� અમા�*કું�ણેમા�� આપણે	 શો�� કુંયુ�Q છી	  તે	 અમા	 આ ન*ચે�� 	!ન	 બન�વ્યુ�� હતે�� અન	 પછી* તે	ન�
ઉપ� જુમાણે	 	!,  તે	થે* તે	 �ચે�� છી	,  આ તે	 લિચેત્ર હતે�� અન	 પછી* આખો�	,  અન	 આ લિનણે�+યુકું બિંબદ� છી	,  આપણે	 આ "વ	પ
કું�*એ છી*એ. તે	થે*, કુંલ્પન� કું�� કું	 અમા��* પ�	 એકું એવ* લિ"થેલિતે છી	  જ્યુ�� આપણે	 અહ6 ઉદ�હ�ણે તે�*કું	 હતે�, આ મા�દ્દે	
અલિ8વન 60 અ�કું �થે	 અન	 ચે�દ� �થે	 60 ગો�ણે �થે	 પણે છી	. તે	થે*, ન*ચે�� મા4હન� લિનમા�+ણે માયુ	, તે	ઓ મા4ળી ઇનપ�!મા��
યુ�ગ્યુ ક્રમામા�� હતે�. પ��તે�, હવ	 શો�� થેઈ �હ્યા�� છી	 તે	ન� "વ	પ કુંયુ�+ પછી* તે	 અહ6 આવ	�� છી	 અન	 ચે�દ� 60 ગો�ણે �થે	 અહ6 ગોયુ�
છી	. તે	થે*, આ "વ	બિંપગો ઑપ�	શોનએ મા4ળી �*તે	 એ અન	 *ન� હ�કુંમાન	 આ હ�તે�ળીથે* ઉ�!�વ* દ*ધ� છી	  જુ	થે* તે	 ઇનપ�!મા��
હતે�� અન	 તે	થે* હવ	 આ ઓ�+� ઝા�પ��વશો	. તે	થે*, ર્ભ�ગો�� દ�મ્યુ�ન આ "વ	પ ઑપ�	શોન મા4ળી ક્રમામા�� લિવક્ષા	પ પ��	 છી	 અન	 તે	
પ�દગો* '!+ જુ	વ* વ"તે�ઓમા�� પણે થે�યુ છી	 . કું��ણે કું	, પ�દગો*ન� '!+મા�� આપણે	 જ્યુ�� પણે આ ���બ� અ�તે�ન* વ"તે�ઓ
કું�*એ છી*એ,  તે	થે* પ�દગો*ન� પ્રોકું��મા�� યુ�દ ��ખો� કું	 અમા	 �ઘ�ત્તમા પ�દ કું�*એ છી*એ અન	 પછી* અમા	 તે	ન	 શોરૂઆતેમા��
બદ�*એ છી*એ. હવ	, જુ� શોરૂઆતેમા�� તેત્વ મા�ન મા4ળી�ક્ષા� ક્રમામા�� હ�યુ, તે� મા��� માતે�બ એ છી	 કું	 તે	 ન�ન* છી	 , બ*જામા�� તે	
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હવ	 એ�	(Array)મા�� પ�ઇન્! તે�ફ આગોળી વધ	 છી	  અન	 ઓ�+� લિવક્ષા	લિપતે થે�યુ છી	.  તે	થે*,  કું�ઈપણે પ્રોકું��ન* ���બ� અ�તે�ન*
"વ	બિંપગો લિ"થે�તે� મા�!	 ખો4બ જુ�ખોમા* છી	. માજુ+ �!+ લિવશો	 શો��? �રું�, '!+ કું��, '!+ કું�� �મા�ન્યુ �*તે	 અમા	 લિ"થે� પ્રોદ�ન કુંયુ�Q
છી	  ... બધ�� જુ જુ�ઈએ કું	 જુમાણે* બ�જુ�એ કું�ઇકું મા4ળી એ�	(Array)મા�� કું�ઇકું ��બ* બ�જુ�એ ન જુવ�� જુ�ઈએ. તે	થે*, અમાન	
કું�ઈકું જુ�ઈએ નથે* ... જુ� તેમા��* પ�	 અહ6 અન	 અહ6 બ	 ઘ!કું� છી	 જુ	  આ ક્રમામા�� �હ	વ�� જુ�ઈએ, તે� અમા	 તે	માન	 લિવલિનમાયુ
કું�વ� મા��ગોતે� નથે*. હવ	, શો� મા�!	 તે	ઓ લિવલિનમાયુ કું�શો	? તે	ઓ મા�ત્ર મા�ન હ�યુ તે� જુ તે	ઓ લિવલિનમાયુ પ�માશો	, તે	 એકુંમા�ત્ર
કું	 છી	 જ્યુ�� લિ"થે�તે� ન�શો પ�મા	 છી	, જ્યુ�� મા�ન તેત્વ� લિવક્ષા	લિપતે થે�યુ છી	
(માયુન��દર્ભ+ ��: 03:57)
અગો�ઉન� 'ર્ટિં!ગોમા��. તે	થે*, આપણે	 ખો�તે�* કું�વ�ન* જુરૂ� છી	 કું	 પહ	��ન* એ�	(Array)મા��થે* કું�ઇકું ��બ* બ�જુ�ન� તેત્વ પ�
જુમાણે* બ�જુ�ન� કું�ઈ તેત્વ આવ	 અન	 જ્યુ��	 તેમા	 માજુ+  કું�* �હ્યા� હ�, ત્યુ��	 મા4ળીર્ભ4તે �*તે	 આપણે	 કુંહ્યા�� કું	 આ ડિકું"�મા��, હ� �
એ કું�તે�� ઓછી� �  છી	  અથેવ� બ* જુ	  મા�ન, અમા	 એ અન	 ઓન�	 પ�દ કું�*એ છી*એ y ... તે	થે*, જુ� તેમા	 ઓછી� �ખોવ�ન*
ર્ભ4� કું�* હ�યુ અન	 પછી* આપણે	 બ* કું�તે�� પ�દ કું�*એ,  બ*મા��થે* પ�દ કું�*એ,  પછી* જ્યુ��	 તે	ઓ મા�ન હ�યુ,  ત્યુ��	
આપણે	 પ્રોથેમા બ*મા��થે* પ�દ કું�*એ અન	 એમા��થે* નહ6 પણે તે	 અલિ"થે�તે� બન�વશો	.  તે	થે*,  અમા��� માજુ+  ઑપ�	શોનમા��
લિનણે�+યુકું એ છી	  કું	 જ્યુ��	 હ� �  A બ* કું�તે�� ઓછી� �  અથેવ� મા�ન હ�યુ ત્યુ��	 આપણે	 A મા��થે* પ્રો�ધ�ન્યુતે� B મા�� તેત્વ પ�દ
કું�*એ છી*એ,  તે	થે* આ મા4ળી ઓ�+�ન� �દર્ભ+મા��  મા�ન તેત્વ�ન� ��બ� જુમાણે� હ�કુંમાન	  �ચેવ	  છી	  અન	  �વ	દન�  માજુ+
'!+(Merge Sort) કું�	 છી	. લિ"થે� છી	. તેમા	 પણે તે	 જુ �*તે	 તેપ� કું�* શોકું� છી�, જુ� તેમા	 લિનવ	શો '!+(Insertion Sort)
કું�ળીજીપ4વ+કું કું�� છી�,  તે� લિનવ	શો '!+(Insertion Sort)  પણે લિ"થે� છી	  અન	 આ કુંહ	વ�ન��  નથે* કું	 ઝા�પ* '!+(Quick
Sort) લિ"થે� બન�વ* શોકું�તે�� નથે*, તે	 જુ �*તે	 અમા	 તે	ન	 અમા�મા�� મા4ક્યુ�� છી	 તે	 ઝા�પ* '!+(Quick Sort) લિ"થે� નથે*.
("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ+ ��: 04:52)
અન	 બ*જુ� �  મા�પદ��, જુ	 આપણે	 હમાણે�� જુ જુ�યુ�� છી	 તે	 એ છી	 કું	 આપણે	 ફક્તે બ	 ઘ!કું�ન* તે��ન� કું�વ� અન	 તે	ન� બદ��મા��
ક્રમામા�� જુરૂ�* પગો���ઓન* મા�ત્ર� પ� ધ્યુ�ન કું	લિન્દ્રતે કુંયુ�Q છી	. પ��તે�, તેમા	 અન્યુ વ"તે�ઓ કું�વ� મા��ગો* શોકું� છી�. હમાણે�� પ4�તે��,
તેમા	 હ�નચે�નન	 દ�� કું�વ� મા��ગો* શોકું� છી� જુ	  તેમાન	 એ�	(Array)ન� છી	લ્�� ર્ભ�ગો�મા�� �ઈ જાયુ છી	. તે	થે*, તેમા	 કુંહ* શોકું�
છી� કું	 વ"તે�ઓન	 દ4� કું�વ� મા�!	 આ!��� �રું� નથે*, એકુંબ*જા પ�	 વ"તે�ઓન�� લિવલિનમાયુ કું�વ�ન�� વધ� �રું� છી	. તે	થે*, કું�ઈકું જુ	
બબ� '!+(Bubble Sort)  જુ	વ��  ન હતે��  જુ	ન	  આપણે	 ન જુ�ઈ શોકું*એ,  જુ	  ફક્તે અ�*ન	 ઘ!કું�ન��  લિવલિનમાયુ કું�શો	,  જુ	
પ�દગો* '!+ જુ	  મા�!� પ્રોમા�ણેમા�� અ�	(Array)મા�� લિવલિનમાયુ કું�	 છી	  તે	ન� કું�તે�� વધ� �રું� હશો	. હવ	, �	!� હ�ઈ શોકું	 છી	  અન	
તેમા	 અ�	(Array)ન	 '!+ કું�* �હ્યા�� છી� એવ�� મા�નતે� હ� તે� આ થેઈ શોકું	 છી	 , પ��તે� આ એ�	(Array) લિર્ભન્ન લિર્ભન્ન છી	, તે	
એ!��� મા�!�� છી	  કું	 તે	 એકું વ+� પ� �ગ્રલિહતે નથે*. જ્યુ��	 તેમા	 દ� વખોતે	 એકું વ+�થે* બ*જામા�� "વ	પ કું�વ� મા��ગો� છી�, ત્યુ��	
તેમા	 વધ���ન* કિંકુંમાતે ચે4કુંવ* શોકું� છી� જુ	 અ�ગો છી	 . તે	થે*, બ*જા શોબ્દ�મા�� કુંહ*એ તે� તે	 દ્રશ્યુ� પ�છીળીન� લિવલિવધ મા�પદ�� હ�ઈ
શોકું	 છી	 જુ	  આપણે	 જુ�ઈ શોકુંતે� નથે*. તે	થે*, કુંલ્પન� કું�� કું	 જ્યુ��	 તેમા	 કું�ઈ વ"તે�ન	 હ�થેથે* �!+ કું�� છી�, એવ�� મા�નતે� હ�વ
કું	 તેમા	 ર્ભ��	 કું�!4+ન્ન� મા4હ ગો�ઠવ* �હ્યા� છી�, તે� તેમા	 કુંલ્પન� કું�* શોકું� છી� કું	 ર્ભ��	 દ����� ખો	�વ�� તે	 ���બ� અ�તે� કું�તે�� થે����
વધ��	 ખોચે�+ળી છી	. તે	થે*, ત્યુ�� અન્યુ મા�પદ�� હ�ઈ શોકું	 છી	 જુ	  'ર્ટિં!ગોન* તેમા��* કિંકુંમાતેન	 લિનયુ�લિત્રતે કું�	 છી	 જુ	મા�� આપણે	 આમા��
લિબ�કું�� લિવચે�� કુંયુ[ નથે* અન	 ��કું�એ આ વ"તે�ઓન	 �લિહત્યુમા�� જુ�યુ� છી	.
("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ+ ��: 06:05)
તે	થે*, ઘણે*વ�� એકું પ્રો8ન પ4છીવ�મા�� આવ	 છી	  કું	 કુંઈ '!+ શ્રે	ષ્ઠ છી	. તે	થે*, કુંમાન*બ	 તે	 તે��ણે આપ	 છી	  કું	 કું�ઈ એકું 'ર્ટિં!ગો
એલ્ગો�ડિ�ધમા હ�મા	શો��  શ્રે	ષ્ઠ હ�વ�ન* ખો�તે�* આપ	 છી	,  તે	 ખો�	ખો� ખો�	ખો� લિનર્ભ+� છી	,  અમા	 ઊં��ણે,  આ�દ��ન અન	 અન્યુ
મા�પદ���ન	 '!+ કું�વ� જુ	વ� કુંહ્યા�� છી	.  કું	!��કું 'ર્ટિં!ગો એલ્ગો�ડિ�ધમા કું	!��કું �દર્ભ+મા�� ��* કું�માગો*�* કું�* શોકું	 છી	,  કું	!��કું
અન્યુ �દર્ભ[મા��. મા�!� ર્ભ�ગોન�મા��, �ળી એ�	(Array) મા�!	 મા	મા�* આધ�ડિ�તે �દર્ભ+, ઝા�પ* '!+(Quick Sort) શ્રે	ષ્ઠ છી	.
આ મા�!	 આપણે	 કુંહ્યા��  છી	  કું	,  ઝા�પ* '!+(Quick Sort)  એ �મા�ન્યુ �*તે	 એલ્ગો�ડિ�ધમ્ન	 '!+ કું�વ� મા�!	 પ�દગો*ન*
ડિ�ફ'લ્! અમા�*કું�ણે છી	.  જુ� કું	 આપણે	 લિપવ�! અન	 અન્યુ ઘણે� ઘ!કું� પ�દ કું�વ� લિવશો	 કું�ઈકું બ�લિદ્ધશો�ળી* કું�*એ છી*એ.
બ*જી તે�ફ જ્યુ��	 આપણે	 ઘણું� બધ�� �	!� ખો	�વ�� પ�	 છી	 , તે� તેમા	 �	!�બ	ઝાન	 '!+ કું�* �હ્યા� હ�વ તે� કું	!�*કુંવ�� અમા	 આખો*
વ"તે�  �ગ્રલિહતે  કું�*  શોકુંતે�  નથે*.  અમા	  માગ્ર  વ"તે�ન	  મા	મા�*મા��  '!+  કું�*  શોકુંતે�  નથે*,  તે	થે*  વ�"તેવમા��  અમા	  માજુ+
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'!+(Merge Sort)મા�� લિવલિવધતે�ન� ઉપયુ�ગો કું�*એ છી*એ જુ	ન	 બ�હ્યા માજુ+  '!+(Merge Sort)  કુંહ	વ�યુ છી	.  તે	થે*,  તે	
વ�"તેવમા�� �દર્ભ[ પ� આધ�� ��ખો	 છી	 , કું	!�*કુંવ�� અમા	 એકુંન� ઉપયુ�ગો કું�*શો��, કું	!�*કુંવ�� અમા	 બ*જાન� ઉપયુ�ગો કું�*શો��.
જુ� તે	ઓ શ્રે	ષ્ઠ અલ્ગો�ડિ�ધમા હતે�,  તે� અન્યુ એલ્ગો�ડિ�ધમ્ન� અભ્યુ� કું�વ�ન* જુરૂ� �હ	શો	 નહ6.  તે	થે*,  એ હકું*કુંતે છી	  કું	
આમા��ન� ઘણે�� ઍલ્ગો�ડિ�ધમ્ જ્યુ�� અભ્યુ� કું�	 છી	 , બતે�વ	 છી	 કું	 વ"તે�ઓન	 બહ	તે� બન�વવ� મા�!	 તેમાન	 એકું અથેવ� બ*જા
લિવચે���ન� ઉપયુ�ગો કું�વ�ન* જુરૂ� પ�* શોકું	 છી	.
("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ+ ��: 07:10)
આપણે	 માજુ+  '!+(Merge Sort) ઓ�+� એન ��ગો એન એલ્ગો�ડિ�ધમા તે�*કું	 જુ�યુ�� છી	, અન્યુ એન ��ગો એન એલ્ગો�ડિ�ધમા
છી	  જુ	  આપણે	 આ કું�+ પ� એકું પછી*થે* હ	પ '!+ મા�!	 જુ�ઈશો��.  યુ�દ ��ખોવ�ન* મા�ખ્યુ વ"તે� એ છી	  કું	 જુ� તેમા��* પ�	
લિનષ્ક્ર*યુ એન "ક્વ	�+ એલ્ગો�ડિ�ધમા હ�યુ તે� જુ	  �મા�ન્યુ ડિકું"�મા�� ચે�! �*તે	 '!+ એન ��ગો એન જુ	વ* નથે*, તે� તે	 ફક્તે
ન�ન� �	!� મા�!	 જુ કું�યુ+ કું�શો	. જુ� કું	, ક્યુ��	કું તે	 ન�ન� �	!�, લિનષ્કુંપ! અલ્ગો�ડિ�ધમાન� �ળીતે� જુ!*� મા4લ્યુન* જુ!*�તે�ન	
ધ��ણે કું�	 છી	. તે	થે*, તેમા	 હ�યુબ્રી*� એલ્ગો�ડિ�ધમ્ પણે ધ��વ* શોકું� છી�, તેમા	 ર્ભ�ગો��ન� ઉપયુ�ગો કું�* શોકું� છી� અન	 n ક્યુ��
મા�!� છી	 તે	 જીતે* શોકું� છી� અન	 પછી* n ન�ન�� બન	 છી	, તે� તેમા	 દ�ખો� થેવ� મા�!	 લિ"વચે કું�* શોકું� છી�. તે	થે*, ત્યુ�� ઘણે* બધ*
વ્યુ4હ�ચેન�ઓ છી	 જુ	  ��કું� ઉપયુ�ગો કું�	 છી	 અન	 પ્રોયુ�ગો�ન� કું	!��કું �યુ�જુન� �થે	 વ���વ�� પ્રો�યુ�લિગોકું �*તે	 અ�	(Array) છી	.
તે	થે*,  તે	 કુંહ	વ�� પ4�તે�� નથે* કું	 એકું ઍલ્ગો�ડિ�ધમા શ્રે	ષ્ઠ છી	,  તેમા��	 કુંયુ� કું�યુ[ અન	 શો��  કું�યુ+ કું�તે��  નથે* તે	ન� લિવશો	 ��* લિવચે��
કું�વ�ન* જુરૂ� છી	, જુ	થે* તેમા	 તેમા��* આવશ્યુકુંતે�ઓન	 અન�રૂપ તેમા��* 'ર્ટિં!ગો પ્રોડિક્રયુ�ન	 અન�રૂપ કું�* શોકું�.
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ડિ�ઝા�ઇન અન	 એન�લિ�લિ ઓફ એલ્ગો�ડિ�ધમ્ (Design and Analysis of Algorithms)
પ્રો�ફ	� મા�ધવન મા�કું��દ (Prof. Madhavan Mukund)

ચે	ન્નઈ મા	થે	મા	ડિ!કું� ઇલિન્"!ટ્યુ�! (Chennai Mathematical Institute)
મા�ડ્યુ�� - 01
�	ક્ચે� - 18

ગ્રા�ફ્ન� પડિ�ચેયુ

તે	થે+, જ્યુ��	 આપણે	 કું�ઈ મા"યુ� મા�!	 ઍલ્ગો�ડિ�ધમાન� ડિ�ઝા�ઇન કું�+એ છી+એ, ત્યુ��	 મા"યુ�ન+ મા�લિ2તે+ન	 અમા	 એવ+ �+તે	
�જૂ4  કું�વ�ન+ જૂરૂ� છી	  કું	 જૂ	ન� અમા	 ઉપયુ�ગો કું�+ શકું+એ.  તે	થે+,  આ મા��	લિં�ગો કું2	વ�મા�� આવ	 છી	.  તે	થે+,  અમાન	 પ્રો�પ!9ન��
મા��� કું�વ� મા�!	 કું�ઈ પ્રોકું��ન+ �કું	તે અન	 મા�ળખાં��ન+ જૂરૂ� છી	 .  તે	થે+,  આ મા�ડ્યુ��મા�� આપણે	 ગ્રા�ફ્ તે�+કું	 ઓળખાં�તે�
મા�ળખાં�ન� એકું અત્યુ�તે મા2ત્વપ4ણે< વગો<ન	 જૂ�ઈશ�� જૂ	 ઘણે� લિવલિવધ �દર્ભો?મા�� અત્યુ�તે ઉપયુ�ગો+ છી	.
("��ઇ�માયુન� �દર્ભો< ��: 00:23)
તે	થે+, ચે��� આપણે	 ��જૂકું+યુ નકુંશ�ન	 ��ગો+ન કું�વ�ન+ મા"યુ�થે+ પ્રો���ર્ભો કું�+એ. તે	થે+, અ2@ ર્ભો��તેન� ��જ્યુ�ન� નકુંશ� છી	,
કું	મા કું	 તેમા	 જૂ� દ� જૂ� દ� ��જ્યુ� જૂ� દ� જૂ� દ� ��ગો� જૂ�ઈ શકું� છી�. 2વ	, આ ��ગો પ�છીળ લિદ્ધ��તે શ�� છી	? જ્યુ��	 આપણે	 કું�ઈ
��જ્યુ ��ગો+શ��,  ત્યુ��	 અમા��	 ખાં�તે�+ કું�વ+ જૂ�ઈએ કું	 તે	ન+ નજીકુંન� કું�ઈ પણે ��જ્યુ મા�ન ��ગો ધ��વતે�� નથે+,  કું�ઈ પણે
��જ્યુ કું	 જૂ	  બા�જૂ�ન+ બા�જૂ�એ 2�યુ છી	  તે	 મા�ન �2દ વ2Dચે	 તે	 જૂ ��ગો 2�વ�� જૂ�ઈએ, કું��ણે કું	 અન્યુથે� તે	 એકુંન	 અ�ગો
પ��વ��  મા�શ્કું	� છી	.  બા+જૂ� �  ��જ્યુ.  તે	થે+,  આપણે	 જૂ�ઈ શકું+એ છી+એ કું	  ��જૂ"થે�ન ગો�જૂ��તેથે+ અ�ગો ��ગો છી	,  કું��ણે કું	
��જૂ"થે�ન અન	 ગો�જૂ��તે આ લિંબાદ�એ એકું �મા�ન્યુ +મા� વ2Dચે	 છી	 . એ જૂ �+તે	, ��જૂ"થે�ન અન	 માધ્યુપ્રોદ	શન+ +મા� છી	,
તે	થે+ ��જૂ"થે�ન અન	 માધ્યુપ્રોદ	શમા�� લિવલિવધ ��ગો છી	. બા+જી તે�ફ, ��જૂ"થે�ન અન	 તે	��ગોણે� એકું �2દ વ2Dચે+ શકુંતે� નથે+,
તે	થે+ અમા	 ��જૂ"થે�ન અન	 તે	��ગોણે� મા�!	 મા�ન ��ગોન� ઉપયુ�ગો કું�+ શકું+એ છી+એ. તે	થે+, આપણે	 જૂ	  પ્રોશ્ન� પ4છી+ શકું+એ
છી+એ તે	 આવ� નકુંશ�ન	 આપવ�મા�� આવ	 છી	,  આ મા�પદ��ન	 �તે�ષવ� મા�!	 આપણે	 કું	!�� ��ગો� ��ગોવ�ન+ જૂરૂ� છી	.  2વ	,
"પષ્ટપણે	 આપણે	 દ�	કું ��જ્યુન	 એકું અ�ગો ��ગો Jપ+ શકું+એ છી+એ અન	 આમા આપણે	 ખાં�તે�+ કું�+ શકું+એ છી+એ કું	 કું�ઈ
પણે બા	 ��જ્યુ� જૂ	ન+ +મા� �મા�ન્યુ નથે+,  વ�"તેવમા�� નકુંશ�મા�� ક્યુ��યુ પણે બા	 ��જ્યુ� મા�ન ��ગો ધ��વતે� નથે+.  પ��તે�,
ઘણે+ પડિ�લિ"થેલિતેઓમા�� આપણે	 ઘણે� ��ગો� કું�તે�� ઘણું� ઓછી� �  અપ	ક્ષા� ��ખાં+ શકું+એ છી+એ.  તે	થે+,  અમા��� પ્રોશ્ન એ છી	  કું	,
આપણેન	 કું	!�� ��ગો�ન+ જૂરૂ� છી	?
("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભો< ��: 01:37)
તે	થે+, આ મા"યુ�ન	 વધ� અમા4તે< �+તે	 �જૂ4  કું�વ�ન� મા�ગો< અ2@ છી	 . તે	થે+, આપણે	 જૂ	 પ્રોથેમા વ"તે� કું�+એ છી+એ તે	 છી	 કું	 આપણે	
બાદ�+એ છી+એ,  આપણે	 બાદ�+શ��  ન2@,  અમા	 વ�"તેવમા�� નકુંશ�મા�� દ�	કું ��જ્યુન	 એકું કું�ળ� ��! અ�ઇન કું�+શ��.  તે	થે+,
�ગોર્ભોગો ��જ્યુ જ્યુ�� ��જ્યુન�� કું	ન્દ્ર છી	 ત્યુ�� આપણે	 આ કું�ળ� લિંબાદ� મા4કું+એ છી+એ. 2વ	, આપણે	 એકુંબા+જાન� પ��શ+ઓ કું	વ+
�+તે	 છી	 તે	 લિવશ	 મા�લિ2તે+ �	કું��< કું�વ+ પ�શ	. તે	થે+, આપણે	 શ�� કું�+એ છી+એ તે	 અમા	 દ�	કું ��જ્યુન� જૂ��+ન	 જૂ��+એ છી+એ જૂ	
+મા�ન	 વ2Dચે	 છી	. તે	થે+, જૂ	મા આપણે	 જૂ�યુ�� કું	 ��જૂ"થે�ન અન	 ગો�જૂ��તેમા�� �2દ �મા�ન્યુ છી	 , �2દ છી	  અન	 તે	થે+ અમા	
��જૂ"થે�ન અન	 ગો�જૂ��તે વચ્ચે	 આ પ્રોકું��ન+ ધ�� મા4કું+એ છી+એ, 2� � મા�ત્ર લિચેહ્ન છી� �. 2વ	, અમા��+ કું��ન+ મા"યુ� ��જ્યુ�ન	
��ગો� અ�ઇન કું�વ�ન+ છી	, જૂ	થે+ કું�ઈ પણે બા	 ��જ્યુ� જૂ	  ધ��ન+ લિવરુદ્ધ કુંદ પ� ધ�� ધ��વતે� 2�યુ તે	 મા�ન ��ગો ધ��વતે�
2�યુ. તે	થે+, ��જ્યુન�� ��ગો ��જ્યુ �થે	 �કુંળ�યુ	�� ��!ન	 ��ગોવ� જૂ	વ�� જૂ છી	. તે	થે+, આપણે	 ઉદ�2�ણે તે�+કું	, ઉત્ત� પ્રોદ	શ જૂ	વ�
��જ્યુ �થે	 પ્રો���ર્ભો કું�+ શકું+એ અન	 તે	ન	 ��� ��ગો આપ+ શકું+એ અન	 2વ	 આ ��� છી	 , તે	ન� અથે< એ કું	 ઉત્ત��ખાં��, અથેવ�
2ડિ�યુ�ણે�,  અથેવ� ��જૂ"થે�ન,  અથેવ� માધ્યુપ્રોદ	શ,  અથેવ� છીત્ત+ગોઢ જૂ	વ� નજીકુંન� ��જ્યુ છી	,  અથેવ� ઝા��ખાં��,  અથેવ�
લિબા2��. આમા��થે+ કું�ઈ પણે 2વ	 ��ગો+ન ��� 2�ઈ શકું	 ન2@ કું��ણે કું	 તે	 બાધ� પ��શ+ ��જ્યુ� છી	. તે	થે+, આગો�મા+ પગો��મા��
ઉત્ત� પ્રોદ	શ ��� ��ગો ધ��વતે��,  2વ	  ��ગો+ન 2ડિ�યુ�ણે� ��ગો+ન છી	,  જૂ	મા��  વ�દળ+ અન	  ઉત્ત��ખાં�� છી	,  જૂ	  2ડિ�યુ�ણે� અન	
ઉત્ત�પ્રોદ	શ બા�ન	 �થે	 ��ગો+ન �+�� છી	 ,  તે	થે+ આપણે	 ત્રણે ��ગો�ન� ઉપયુ�ગો કુંયુ? છી	 .  જૂ� આપણે	 ��જૂ"થે�ન �થે	 આગોળ
વધ+એ, તે� અમાન	 ��ગો	 છી	 કું	 ��જૂ"થે�ન ઉત્ત��ખાં�� �થે	 +મા� વ2Dચે+ શકુંતે�� નથે+. તે	થે+, �+�� ��ગોન� ફ�+થે+ ઉપયુ�ગો કું�વ�
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શક્યુ છી	,  તે	થે+ અમા	 ત્રણે ��ગો� �થે	 લિ"!કિંકુંગો કું�+ �હ્યા� છી+એ,  અમા	 તે	 ��ગોન	 ��જૂ"થે�ન �ધ+ લિવ"તેWતે કું�+ શકું+એ છી+એ.
પછી+, અમા	 પ�જાબા પ2Jચ્યુ�, 2વ	 પ�જાબા ઉત્ત� પ્રોદ	શ �થે	 જૂ���યુ	��� નથે+, તે	થે+ અમા	 પ�જાબા મા�!	 ઉત્ત� પ્રોદ	શન� ��� ��ગોન�
ફ�+ ઉપયુ�ગો કું�+ શકું+એ છી+એ. જૂ� કું	, અમા	 લિ2મા�ચે� પ્રોદ	શમા�� આવ+ શકું+એ છી+એ, અમા	 શ�ધ+ કું�ઢ+એ છી+એ કું	 લિ2મા�ચે�
પ્રોદ	શ પ�જાબા અન	 2ડિ�યુ�ણે� અન	 ઉત્ત��ખાં�� �થે	 જૂ���યુ	��� છી	  અન	 તે	થે+, આપણે	 આ ત્રણે ��ગો�ન� ઉપયુ�ગો કુંયુ? છી	  અન	
આપણે	 લિ2મા�ચે� પ્રોદ	શ મા�!	 ચે�થે� ��ગોન� ઉપયુ�ગો કું�વ� જૂ�ઈએ.  તે	થે+,  જૂ� તેમા	 આ �+તે	 ચે��� ��ખાં� છી�,  તે� આખાં�	
દ	શન� તેમા�મા ��જ્યુ�ન	 ��ગો� અ�ઇન કું�+ શકું� છી� જૂ	  આ ચે�ક્કું �પલિત્તન	 �તે�ષ	 છી	 . જ્યુ��	 પણે, 2� � બા	 લિંબાદ�ઓ જૂ�ઉં
છી� �, જૂ� તે	ઓ એકું �+!+થે+ જૂ���યુ	�� 2�યુ, તે� પછી+ બા	 લિંબાદ�ઓ જૂ� દ� જૂ� દ� ��ગો� 2�યુ છી	 , આ અપ4ણે<પણે	 લિમા�કુંતેન	 કું	પ્ચે�
કું�	 છી	 જૂ	 તેમા	 બા	 �2દ� �થે	 �મા�ન્યુ �2દ �થે	, નકુંશ� પ� લિવલિવધ ��ગો� ધ��વતે� 2�યુ છી	.
("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભો< ��: 04:07)
તે	થે+,  જૂ� તેમા	 આ નકુંશ� ��ગોન+ મા"યુ�ન	 જૂ�ઓ છી�,  તે� આ નકુંશ�ન	 વ�"તેલિવકું �	ખાં� ન+ચે	 2વ	 જૂરૂ�+ નથે+,  કું��ણે કું	
લિંબાદ�ઓએ નકુંશ� લિવશ	 બાધ�� જૂ મા	ળવ્યુ�� છી	 . તે	થે+,  આપણે	 અ�����ઈન લિચેત્રન	 ફDકું+ શકું+એ છી+એ, 2� � આ લિંબાદ�ઓન+ મા�ત્ર�
અન	 તે	માન+ વચ્ચે	ન� જૂ���ણે� ��ખાં��  છી� �  અન	 જૂ� તેમા	 આ લિંબાદ�ઓન	 ��ગો આપ� છી�,  તે� ધ્યુ�નમા�� ��ખાં� કું	 આ �	ખાં�ઓ
�મા�ન્યુ +મા�ઓન�� પ્રોલિતેલિનલિધત્વ કું�	 છી	. અમા	 મા4ળ નકુંશ� ��ગો+ન લિમા�કુંતેન	 2� કું�વ� મા�ન મા"યુ�ઓન	 2� કું�+ �હ્યા��
છી+એ.
("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભો< ��: 04:35)
તે	થે+, આ પ્રોકું��ન�� આકુંWલિતે, આ આપણે	 ગ્રા�ફન	 શ�� કું2+એ છી+એ, તે	થે+ આ લિંબાદ�ઓન	 લિશ����બા કું2	વ�મા�� આવ	 છી	 , તે	થે+ આ
લિશ����બા છી	,  તે	ન	 ન�� પણે કું2	વ�મા�� આવ	 છી	.  તે	થે+,  આ,  ન�ડ્ અન	 લિશ��લિંબાદ�ઓન�� વણે<ન કું�વ� મા�!	 બા	 શબ્દ� છી	 .  તે	
જાણેવ�� ઉપયુ�ગો+ છી	  કું	 લિશ��લિંબાદ�ન�� બા2�વચેન, લિશ��લિંબાદ� એકું ગો��ઠ છી	,  ઘણે� ગો��ઠ�ન	 લિશ�ચ્છી	દ કું2	વ�મા�� આવ	 છી	  અન	 આ
જૂ���ણે� એ ધ�� છી	. તે	થે+, આપણે+ પ�	 લિશ��લિંબાદ�ઓ વચ્ચે	 ધ�� છી	 , તે	થે+ તે	 ખાં4બા જૂ �ળ છી	 . ગ્રા�ફ એ ફક્તે એકું લિચેત્ર છી	 ,
તે	મા�� કું	!��કું લિંબાદ�ઓન� મા�વ	શ થે�યુ છી	  જૂ	  લિશ��લિંબાદ�ઓન� ગો��ઠ� અન	 તે	માન+ વચ્ચે	ન� કું	!��કું જૂ���ણે� જૂ	ન	 ધ�� તે�+કું	
ઓળખાંવ�મા�� આવ	 છી	.
("��ઇ�માયુન� �દર્ભો< ��: 05:15)
તે�, મા"યુ� જૂ	  આપણે	 ઉકું	�+ છી	  તે	ન	 ગ્રા�ફ કું�� કું2	વ�મા�� આવ	 છી	 . તે	થે+, અમા	 ચે�� ��ગોન� ઉપયુ�ગો કુંયુ? છી	 , તેમા	 ચેકું�+
શકું� છી� કું	 આપણે	 ચે�� ��ગોન� ઉપયુ�ગો કુંયુ? છી	 , આપણે	 વ�દળ+, �+��, ��� અન	 પ+ળ� ઉપયુ�ગો કુંયુ? છી	 અન	 આ આખાં�
ગ્રા�ફન	 ફક્તે આ ચે�� ��ગો�થે+ ��ગોવ�મા�� અમાન	 �ચે�લિ�તે કું�વ�મા�� આવ	 છી	 . 2વ	, તેમા	 કું2+ શકું� છી� કું	 તે	 આ ગ્રા�ફન+ લિમા�કુંતે
છી	 અથેવ� તે	 આખાં� ગ્રા�ફન+ �પલિત્ત છી	 . તે	થે+, વ�"તેવમા�� તે	 તે��ણે આપ	 છી	 કું	 જૂ� તેમા	 જૂ	  પ્રોકું��ન� નકુંશ�ન	 દ�યુ�] અન	 અમા	
જૂ	  ગ્રા�ફ બાન�વ્યુ�� તે	 રૂપ��તેડિ�તે કું�+એ, તે� ચે�� ��ગો� 2�મા	શ�� પ4�તે� 2�યુ છી	. 2વ	, આ ગ્રા�ફ લિવશ	ન� ગો�લિણેલિતેકું તેથ્યુ છી	. તે	થે+,
તેમા	 ચે�ક્કું નકુંશ�ન	 ��ગો આપવ� લિવશ	 કું�ઈ ચે�ક્કું મા"યુ� �ઈ શકું� છી� અન	 પછી+ અમા	 બાધ� નકુંશ� લિવશ	 એકું �મા�ન્યુ
પ્રોશ્ન પ4છી+ શકું+એ છી+એઆ પ્રોકું��ન+ અન	 આપણે	 વ�"તેવમા�� તે	ન� લિવશ	 અથેવ� પ્રોણે��+ લિવશ	ન� ગો�લિણેલિતેકું તેથ્યુન	 �લિબાતે
કું�+ શકું+એ છી+એ,  તે	 કું2	 છી	  કું	 કું�ઈપણે નકુંશ�મા�� જૂ	  આ પ્રોકું��ન� મા��થે+ �	વ�મા�� આવ	 છી	 ,  કું�ઈપણે ગ્રા�ફ આ પ્રોકું��ન�
નકુંશ�મા��થે+ મા	ળવ	 છી	,  ચે�� ��ગો� ગ્રા�ફન	 2� કું�વ� મા�!	 પ4�તે� 2�યુ છી	  ��ગો+ન લિમા�કુંતે.  2વ	,  આ ઉકું	�વ�ન+ એકું �ળ
મા"યુ� નથે+, તે	 ઘણે� વષ? �ધ+ ખાં�લ્�+ મા"યુ� 2તે+ અન	 તે	 ખાં�	ખાં� પ્રોખ્યુ�તે લિથેયુ�+ 2તે+, જ્યુ��	 તે	 ખાં�	ખાં� �લિબાતે થેયુ��
2તે��.
("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભો< ��: 06:19)
2વ	, તેમા	 અવ��કુંન કું�+ શકું� છી� કું	 જૂ� આપણે	 આ ગ્રા�ફન� ઉપયુ�ગો ફક્તે ચે�� ��ગો�થે+ જૂ અમા��� ગ્રા�ફન� ��ગો શ�ધ+ કું�ઢ્યુ�
છી	, તે� મા4ળ નકુંશ� જૂ	ન+ �થે	 આપણે	 શરૂઆતે કું�+ 2તે+ તે	મા�� ઘણે� વધ� અન	 ચે�� ��ગો 2તે��. તે�, અમા��+ પ�	 આ છી	, જૂ�
તેમા	 આજૂ�બા�જૂ�  જૂ�શ�, તે� તેમાન	 1, 2, 3, 4 અન	 પછી+ 5 નકુંશ� પ� ઓછી�મા�� ઓછી� પ��ચે ��ગો માળશ	, જૂ� 6 તેમા	 આ
ફ	દ શ�મા	� કું�� છી� અન	 બા+જૂ� � .  તે	થે+,  ર્ભો�	 આપણે�મા�� પ્રોણે��+ છી	  કું	 આપણે	 ચે�� ��ગો�ન� ઉપયુ�ગો કું�+ શકું+એ છી+એ,
વ�"તેવમા�� તે	 વ્યુલિક્તે જૂ	ણે	 આ નકુંશ� ��ગો+ �+ધ	� છી	 તે	 ચે�� ��ગો� કું�તે� વધ� ઉપયુ�ગો કું�	 છી	.
("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભો< ��: 06:47)
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તે	થે+,  ગ્રા�ફ તે�+કું	 અમા��� �જૂ4આતે તે�ફ જૂવ�ન�� એકું ફ�યુદ� એ છી	  કું	 આપણે	 મા"યુ�ન+ બાધ+ આવશ્યુકું �લિવધ�ઓન	 દ4�
ફDકું+  દ+ધ+ છી	,  આપણે	 આ ��જ્યુન� આકું��ન	 જાણેવ�ન+ જૂરૂ� નથે+  ,  તે	 જાણેવ�ન+ જૂરૂ� નથે+ કું	  તે	  કુંદ છી	 .  આપણે	
જાણેવ�ન+ જૂરૂ� છી	 કું	 કુંયુ� ��જ્યુ �થે	 કુંયુ� ��જ્યુ જૂ���યુ	� છી	, તે	 ��જ્યુ કુંયુ� ��જ્યુન+ �2દ છી	. તે	થે+, 2વ	 એકું વખાંતે
ગ્રા�ફ પ�	 આવ+ ગોયુ� પછી+, આપણે	 ગ્રા�ફન	 ફ�+થે+ ક્રમા��કું આપ+ શકું+એ છી+એ. પ��તે�, અથે<મા�� આપણે	 જૂ���ણે�ન	 વધ� "પષ્ટ
બાન�વવ� મા�!	 આ પ્રોકું��ન�� ર્ભો+�વ�ળ� ર્ભો�ગો�ન	 લિવ"તેWતે કું�+ શકું+એ છી+એ અન	 અમા	 આ �ધ��	�� ગ્રા�ફ �થે	 કું�મા કું�+
શકું+એ છી+એ અન	  આ �ધ��	��  ગ્રા�ફ મા�!	ન��  �લ્યુ�શન મા4ળ ગ્રા�ફન� ઉકું	� જૂ	વ��  જૂ છી	 ,  મા"યુ� નથે+ બાદ��.  તે	થે+,
મા"યુ�ન��  મા��	લિં�ગો કું�વ�ન+ bથે+ મા2ત્વપ4ણે< ��ક્ષાલિણેકુંતે�ઓમા��ન+ એકું છી	  મા"યુ�ન� આવશ્યુકું ર્ભો�ગો�ન	 ��ખાંવ� અન	
અલિનવ�યુ< ર્ભો�ગોન	 ફDકુંવ��, જૂ	થે+ તેમા	 તે	 મા"યુ� પ� ધ્યુ�ન કું	લિન્દ્રતે કું�+ શકું� જૂ	 ખાં�	ખાં� 2� કું�વ�ન+ જૂરૂ� છી	.
("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભો< ��: 07:38)
તે	થે+,  આપણે	 જૂ�ઈયુ	�+ બા+જી મા"યુ� જૂ	  ગ્રા�ફ તે�+કું	 2	��ઈથે+ �જૂ4  કું�+ શકું�યુ તે	 એ એ���ઇન રૂ!@ગોન+ છી	 .  તે	થે+,
અમા��+ પ�	 એ���ઇન રૂ!@ગો છી	, તેમા	 દશ�<વ	� એ���ઇન્ન� રૂ!ન	 પ4છી+ શકું� છી� અન	 એકું ડિદશ�મા�� ફ્��ઇટ્ 4ચેવતે+
વચ્ચે	ન� આ પ્રોકું��ન� ફ�માc! અન	 તે+� દ્વ��� બા�ધ��ણે, તેમા	 કુંન	લિક્!લિવ!+ લિવશ	ન� પ્રોશ્ન� પ4છી+ શકું� છી�. ત્યુ��બા�દ, 2� � નવ+
ડિદલ્2+થે+ ટ્રી+વ�ડ્રમાથે+ એ���ઇન્ બાદલ્યુ� વગો� જૂઈશ.  તે	થે+,  આ ફ�+થે+ એકું મા"યુ� છી	,  જ્યુ�� આપણે	 કુંન	લિક્!લિવ!+ પ�
ધ્યુ�ન કું	લિન્દ્રતે કું�+ શકું+એ છી+એ અન	 વ�"તેલિવકું ગ્રા�ફન	 ફDકું+ શકું+એ છી+એ, તે	 ખાં�	ખાં� વ�"તેલિવકું નકુંશ� મા�!	 વ��ધ� નથે+, તે	
આપણે� મા�!	 કું�ઈ વ��ધ� નથે+
((માયુન��દર્ભો<: 08: 14))
શ2	�� ત્યુ�� છી	, તે	ઓ એકુંબા+જાન	 મા�ન આપ	 છી	. આપણે	 જાણે+એ છી+એ કું	 આ શ2	� કુંયુ� શ2	�થે+ ફ્��ઇ! દ્વ��� જૂ���યુ	���
છી	 અન	 શ2	��ન�� જૂ��+ઓ વચ્ચે	 માન	 કુંયુ� પ્રોકું��ન�� મા�ગો? માળ+ શકું	 છી	 તે	 જાણેવ�મા�� � છી	.
("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભો< ��: 08:27)
તે	થે+, ઔપચે�ડિ�કું �+તે	 ગ્રા�ફમા�� ફક્તે બા	 ર્ભો�ગો છી	 , તે	 લિશ��લિંબાદ� અથેવ� ગો��ઠ�ન� મા42 છી	 જૂ	  �મા�ન્યુ �+તે	 વ+ �ખાં�યુ છી	 અન	
ત્યુ�� ડિકુંન���ન� મા42 છી	 જૂ	  લિશ��લિંબાદ�ઓન� જૂ��+ છી	 . તે	થે+, દ�	કું ધ�� જૂ��+ વ+ કું�મા� વ+ જૂ��+ છી	 . 2વ	, જૂ� તેમા��+ પ�	
એવ� પ્રોકું��ન� ગ્રા�ફ છી	 કું	 જૂ	  નકુંશ� મા�!	 છી	, તે� આપણે	 તે	ન	 ��ગો+ �હ્યા� છી+એ, પછી+ આપણે	 v એ પ2	�� તેફ�વતે નથે+ કું	 v
એ v પ્રો�ઇમા પ2	�� અથેવ� v પ્રો�ઇમા પ2	�� v છી	. જ્યુ��	, આપણે	 કું2+એ છી+એ કું	 બા	 ��જ્યુ� એકું �મા�ન્યુ છી	  +મા�, તે	
કું�ઈ વ��ધ� નથે+ કું	 આપણે	 ત્યુ�� જૂ	  ઓ�<�ન� ઉલ્�	ખાં કું�+એ છી+એ તે	ન� અથે< છી	 . તે	થે+, વ+ અન	 વ+ પ્રો�ઇમા વચ્ચે	 એકું ધ�� છી	 ,
જૂ� વ+ અન	 પ્રો�ઇમા વ+ વચ્ચે	ન+ ધ�� 2�યુ તે� જૂ,  અન	 તે	થે+ લિશ�ચ્છી	દન+ કું�ઈપણે જૂ�� વચ્ચે	 ફક્તે એકું ધ�� છી	 .  બા+જી
બા�જૂ� ,  એ���ઇન ગ્રા�ફમા�� અમા��+ પ�	 ડિદશ�ઓ 2તે+,  અમા��+ પ�	 એકું શ2	�થે+ બા+જા શ2	�ન+ ફ્��ઇ! 2�ઈ શકું	 છી	,
પ��તે� ખાં��બા ન2@. અમા��+ પ�	 આ લિત્રકું�ણે+યુ પ્રોકું��ન+ વ"તે�ઓ છી	, જ્યુ�� આપણે	 એકું શ2	�થે+ બા+જામા�� અન	 પ�છીળ જૂઈ
શકું+એ છી+એ. તે	થે+, આન� અથે< એ નથે+ કું	 તેમા	 +ધ� જૂ આ ડિદશ� પ� પ�છી� જૂઈ શકુંતે� નથે+, તે	થે+ આ લિનદcલિશતે ગ્રા�ફ
નથે+. તે	થે+, જૂ� તેમા��+ પ�	 લિનદcલિશતે ગ્રા�ફમા�� વ+ થે+ વ+ પ્રો�ઇમાન+ ધ�� 2�યુ, તે� અમા	 ગો	�D!+ આપતે� નથે+ કું	 ત્યુ�� v પ્રો�ઇમા
થે+ લિવરુદ્ધન+ ધ�� છી	. અન	 જૂ	મા આપણે	 જૂ�યુ�� તે	મા, આપણે	 2વ	 આ પ્રોકું��ન� ગ્રા�ફન	 �ળતે�થે+ લિચેત્ર દ્વ��� લિચેત્ર તે�+કું	
વણે<વ+ શકું+એ છી+એ ન�ડ્ અન	 ત્યુ��બા�દ ડિકુંન��+ઓન	 ડિકુંન��+ઓ તે�+કું	  જૂ��	  છી	 .  તે	થે+,  ક્યુ�� તે� તે	ન	 ડિદશ�મા�ન કું�વ��
અથેવ� અમા	 ગ્રા�ફન	 લિનદcલિશતે કું�+ શકું+એ જૂ	મા�� �ધ��ણે�ન	 4ચેવવ� મા�!	 અમા	 તે+� �થે	 �	ખાં�ઓ દ��+એ છી+એ.
("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભો< ��: 09:48)
તે	થે+, ગ્રા�ફ કું�કિં�ગો મા"યુ� અણેધ�યુ�< ગ્રા�ફ પ� એકું મા"યુ� છી	 અન	 આપણે	 ઔપચે�ડિ�કું �+તે	 કું2+ શકું+એ છી+એ કું	 ��ગો એ
કું�� + શ�ધવ�ન�� છી	, કું�� + એકું ફ�કુંશન છી	 જૂ	  દ�	કું વ!cક્ વ+ ��ગોન	 Jપ+ દ	 છી	. V ન+ C અન	 ગ્રા�ફન� �દર્ભો<મા��, જ્યુ��	
આપણે+ ધ�� મા42મા�� ધ�� વ+ અન	 વ+ પ્રો�ઇમા 2�યુ, ત્યુ��	 C ન+ v એ C ન� v માયુથે+ અ�ગો 2�વ�� જૂ�ઈએ. કું�યુદ	� ��ગો
2�વ�ન�  આ અથે<  છી	.  તે	થે+,  2વ	  આપણે	  આ ગ્રા�ફન	  ગો�લિણેલિતેકું  પદ�થે<  તે�+કું	  �ઈ  શકું+એ છી+એ અન	  માયુ�  અન	
ડિકુંન��+ઓન� �દર્ભો<મા�� ગો�લિણેલિતેકું મા"યુ� તે�+કું	 �પ4ણે< �+તે	 ઉદ્દે	લિશતે �+તે	 મા"યુ�ન�� વણે<ન કું�+શ��.
("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભો< ��: 10:31)
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એ જૂ �+તે	,  આપણે	 ગો�લિણેલિતેકું લિવજ્ઞા�નમા�� રુ! શ�ધવ�ન+ મા"યુ� વ્યુક્તે કું�+ શકું+એ છી+એ,  શરૂઆતેમા�� આપણે+ મા"યુ�
એકું લિનદcલિશતે ગ્રા�ફ છી	.  પછી+,  અમા	 શ2	��ન	 અન�રૂપ લિશ��લિંબાદ� ઓળખાં+એ છી+એ,  જ્યુ�� આપણે	 ગો��ઠ� શ�ધવ� મા��ગો+એ
છી+એ. તે	થે+, 2� � આપ�� છી� �  કું	 આપણે+ પ�	 નવ+ ડિદલ્2+ન�� પ્રોલિતેલિનલિધત્વ કું�	 છી	 અન	 વ+ 5 લિત્રવ	ન્દ્રમાન�� પ્રોલિતેલિનલિધત્વ કું�	 છી	 અન	
અમા�રુ� �ક્ષ્યુ નવ+ ડિદલ્2+થે+ લિત્રવ	ન્દ્રમા �ધ+ન+ લિવરુદ્ધ 0 થે+ 5 મા�� મા4ળ શ�ધવ�ન�� 2તે��. તે	થે+, આ રુ!ન	 પ�થે તે�+કું	 વણે<વ+
શકું�યુ છી	, તે	થે+ પ�થે એ ધ�� દ્વ��� જૂ���યુ	�� લિશ����બાન� ક્રમા છી	 . તે	થે+, તેમા	 લિશષ<કું�ન�� અન�ક્રમાલિણેકું� શ�ધવ� મા��ગો� છી� જૂ	મા
કું	 પ્રોથેમા વ!cક્ વ+ 0 છી	 જ્યુ�� આપણે	 પ્રો���ર્ભો કું�વ� મા��ગો+એ છી+એ, છી	લ્��� શ્વ	તે વ+ કું	 જ્યુ�� આપણે	 મા�પ્તે કું�વ� મા��ગો+એ
છી+એ અન	 ર્ભો�ગો �થે	 દ�	કું લિશ��લિંબાદ�ઓ vi, v પ્� પ્� એ ફ્��ઇ! છી	 આગ્રા�મા�� એકું ધ��.
("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભો< ��: 11:17)
2વ	, આ મા"યુ� મા�!	 કું�ઈ ગ્રા�ફન	 ડિદશ� લિનદcલિશતે કું�વ�ન+ જૂરૂ� નથે+ 2�તે+, તે	થે+ અમા	 તે	 જૂ ગ્રા�ફ �ઈ શકું+એ છી+એ અન	
અમા	 મા�ન+ શકું+એ કું	 તે	ઓ અણેધ�યુ�< છી	,  તે	 એ���ઇન ખાં�	ખાં� તેમા�માન	 	વ� આપ	 છી	  બા�ન	  ડિદશ�મા��  શ2	�ન+ જૂ��+,
મા"યુ�મા�� 2જૂ�  પણે માજૂણે છી	. તે	થે+, 2વ	, આપણે+ પ�	 અણેધ�યુ�< ગ્રા�ફ છી	, પ��તે� આપણે	 કું2+એ છી+એ કું	 v 0, v 1 એ
ધ�� છી	, એ!�	 કું	 v 0, v 1 એ પણે ધ�� છી	. આપણે	 પ�છીળ અન	 આગોળ જૂઈ શકું+એ છી+એ અન	 2વ	 આ જૂ પ્રોશ્ન છી	 ,
આપણે	 લિશ����બાન� ક્રમા શ�ધ+ શકું+એ છી+એ, આપણે	 વ+ 0 થે+ શરુ કું�+એ છી+એ અન	 v5 મા�� જૂઈએ છી+એ કું	 આ પ�થે પ�
દ�	કું જૂ��+, દ�	કું વ+, વ+, પ્� 1 એ એકું ધ�� છી	.
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ડિ�ઝા�ઇન અન	 એન�લિ�લિ ઓફ એલ્ગો�ડિ�ધમ્ (Design and Analysis of Algorithms)
પ્રો�ફ	� મા�ધવન મા�કું��દ (Prof. Madhavan Mukund)

ચે	ન્નઈ મા	થે	મા	ડિ!કું� ઇલિન્"!ટ્યુ�! (Chennai Mathematical Institute)
મા�ડ્યુ�� - 02 
�	ક્ચે� - 19

ગ્રા�ફ ન( �જૂ*આત

 ત	થે(, આપણે	 જૂ�યુ�� છે	  કું	 મા��	લિં�ગો મા"યુ�ઓ મા�!	 આ�	ખ ખ*બ જૂ ઉપયુ�ગો( ગોલિણેતશા�"ત્રી(યુ મા�ળખ�� છે	 . પ��ત�, જ્યુ��	
આપણે	 ગ્રા�ફ 8દ્ધ��લિતકું મા"યુ�ન	 હ� કું�વ� મા�!	 ઍલ્ગો�ડિ�ધમા �ખ(એ છે(એ, ત્યુ��	 અમાન	 અમા��� એલ્ગો�ડિ�ધમાન� ગ્રા�ફન��
પ્રોલિતલિનલિધત્વ કું�વ� અન	 ત	મા�� ફ	�ફ�� કું�વ� મા�!	ન( �(તન( જૂરૂ� છે	. ત�, આપણે	 આ �	ક્ચે�મા�� ત	 જૂ�ઈશા��.
("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ? ��: 00:15)
ત	થે(, યુ�દ ��ખ� કું	 ગ્રા�ફ એ લિશા��લિંબદ�ન� મા*હ છે	  અથેવ� ન�ડ્ V એ ડિકુંન��(ઓન� મા*હ દ્વ��� જૂ���યુ	� છે	. અમા	 બ	
પ્રોકું��ન� ધ��, અધ(�� ડિકુંન��(ઓ અન	 લિનદ@લિશાત ડિકુંન��(ઓ ધ��વ( શાકું(એ છે(એ. અણેધ�યુ�? ધ��ન	 બ	 લિશા��લિંબદ�ઓ વચ્ચે	ન(
�	ખ� ત�(કું	 દ��વ�મા�� આવ	 છે	 અન	 ત	 હકું(કુંતન	 �જૂ*  કું�	 છે	 કું	 વ( અન	 વ( પ્રો�ઇમા જૂ���યુ	�� છે	 . ત	 કું�ઈ વ��ધ� નથે( કું	 આપણે	
આ એજૂ વ( કું�મા� લિવરુદ્ધ પ્રો�ઇમા અથેવ� વ( પ્રો�ઇમા અલ્પલિવ��મા વ( કુંહ(એ છે(એ, ત્યુ�� ફક્ત એકું જૂ ધ�� છે	 . બ(જી ત�ફ
લિનદ@લિશાત ગ્રા�ફમા��, અમા	 ખ�	ખ� ધ�� �થે	ન( ડિદશા� �થે	 �કુંળ�યુ	�� છે(એ. ત	થે(, આપણે	 વ( થે( લિવરુદ્ધ પ્રો�ઇમા ત�ફન( ધ��
દ��( શાકું(એ છે(એ અન	 આ અમા	 અમા��� ધ�� 	!મા�� એકું જૂ��( વ( કું�મા� વ( લિપ્રોમ્ ત�(કું	 �ખ(શા�� કું	 કુંહ(એ ત� શારુઆતન�
ર્ભ�ગો વ( છે	 અન	 ધ��ન� અ�ત વ( મા�ખ્યુ છે	 . અન	 આ વ( પ્રો�ઇમા થે( વ( ન( ધ�� મા�ન નથે( જૂ	  V પ્રો�ઇમા અલ્પલિવ��મા વ(
ત�(કું	 �ખવ�મા�� આવશા	.  ત	થે(,  જ્યુ��	 તમા	 ધ��ન( બ�બત�ન� ઉલ્�	ખ કું�� છે� ત્યુ��	 લિશાર્ષ?કું�ન( હ��ળન	 લિનદ@લિશાત કું�	 છે	 ,
પછે( અણેધ�યુ�? ગ્રા�ફ એ જૂ��( છે	 લિશા��લિંબદ�, ત	 કું�ઈ વ��ધ� નથે( કું	 આપણે	 ત	ન� લિવશા	 લિવચે��(એ છે(એ, ત	 લિવરુદ્ધ v અથેવ�
v ન( લિવરુદ્ધ છે	, ત	 ફક્ત આ બ	 જૂ��(ન� લિશા��લિંબદ� વચ્ચે	ન�� જૂ���ણે છે	.
("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ? ��: 01:22)
ત	થે(, અમા	 રૂ! શા�ધવ� લિહત બ	 ��ક્ષલિણેકું મા"યુ�ઓ જૂ�યુ�, જૂ	  બ�ન	 ડિદશા� લિનદ@લિશાત અન	 લિનદ@લિશાત ગ્રા�ફ મા�!	 �જૂ*  કું�(
શાકું�યુ છે	. ત	થે(, લિનદ@લિશાત ગ્રા�ફમા��, આપણે	 વ( 0 થે( v5 �ધ(ન� મા�ગો? શા�ધ(શા��, જૂ	મા કું	 દ�	કું જૂ��( v, v1; વ( 1, v2 વગો	�	,
આ અમા��� ગ્રા�ફમા�� ડિકુંન��	 ડિદશા�મા�ન છે	.
("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ? ��: 10:40)
ત	 જૂ માયુ	, આપણે	 મા�ન ગ્રા�ફન	 અણેધ�યુ�? કું�( શાકું(એ છે(એ અન	 ફ�(થે( આપણે	 પ�થે શા�ધ( �હ્યા� છે(એ, જ્યુ�� આપણે	
v 0 અન	 દ�	કું નજીકુંન� જૂ��( v થે( v1, v1 થે( v ન( શારૂઆત કું�(એ છે(એ. 2 એકું ધ�� છે	, જૂ	મા કું	 આપણે	 છે	લ્�	 �ક્ષ્યુ
વ	!Iક્  v 5 મા�� મા�પ્ત થે�યુ છે	.
("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ? ��: 01:53)
ત�,  મા"યુ� જૂ	  આપણે( પ�	 છે	,  ચે��� આપણે	 અણેધ�યુ�? ગ્રા�ફ્ન	 વળગો( �હ(એ,  કું��ણે કું	 આપણેન	 આ આપવ�મા��
આવ	 છે	  લિનદ@લિશાત ગ્રા�ફન	 લિનદ@લિશાત કું�� અન	 અમાન	 સ્રો�ત વ!@ક્ લિવ અન	 �ક્ષ્યુ વ!@ક્ વ(એ!( આપવ�મા�� આવ	 છે	  અન	
અમા	 પ*છ્યુ�� છે	  કું	, આ ગ્રા�ફમા�� લિવરુદ્ધથે( વ(એ!(મા�� જૂવ�ન� કું�ઈ �"ત� છે	 . હવ	, પ�છે�� ગ્રા�ફમા�� આપણે	 શા�� કુંયુ�O છે	  અન	
આપણે	 શા�� કું�( શાકું(એ ત	 આપણે	 ગ્રા�ફ પ� નજૂ� ��ખવ�� જૂ�ઈએ અન	 જૂ�ઓ, જૂ� તમા	 આવ� પ�થેન	 દૃલિQથે( ઓળખ( શાકું�
છે�, ત� ફક્ત લિવ અન	 વ(!( જૂ���યુ	� છે	 . પ��ત�, જ્યુ��	 આપણે	 ગ્રા�ફન	 હ	ન્�� કું�વ� મા�!	 ઍલ્ગો�ડિ�ધમા �ખ(એ છે(એ, ત્યુ��	
લિચેત્રીન	 જૂ�વ� મા�!	 અમા	 કું	વ( �(ત	 ઍલ્ગો�ડિ�ધમા મા	ળવ( શાકું(એ છે(એ. ત	થે(, આપણે� મા�!	 ગ્રા�ફ એ એકું લિચેત્રી છે	  અન	 જૂ�
ગ્રા�ફ ખ*બ જૂડિ!� ન હ�યુ અન	 પડિ�લિ"થેલિતન	 માજૂવ�ન� પ્રોયુ� કું�(એ ત� અમા	 લિચેત્રીન	 �ળત�થે( જૂ�ઈ શાકું(એ છે(એ.
પ��ત�,  અમા	 આ લિચેત્રીન	 ઍલ્ગો�ડિ�ધમા પ� કું	વ( �(ત	 ઉપ�બ્ધ કું�શા��?  અમાન	 આ લિચેત્રીન	 �જૂ*  કું�વ�ન( �(તન( જૂરૂ� છે	  જૂ	
ગ્રા�ફન	 અમા��� અલ્ગો�ડિ�ધમાન� ઇનપ�! ત�(કું	 આપ	 છે	.
("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ? ��: 02:42)
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ત	થે(, ચે��� આપણે	 ધ��ણે� કું�(એ કું	 કું�ઈ ગ્રા�ફમા�� આપણે	 લિવચે��(એ છે(એ, ત્યુ�� ફક્ત લિશા��લિંબદ�ન� માયુ�?ડિદત મા*હ છે	 . ત	થે(,
જૂ� જીવન �ળ બન�વવ� મા�!	 n લિશા����બ હ�યુ, ત� ચે��� આપણે	 આ લિશા��લિંબદ�ઓ 1, 2 ન	 n �ધ( ન�મા આપ(એ. ત	થે(,
અમા��� લિશા��લિંબદ�ઓ હ�મા	શા� 1, 2, 3, 4 �ધ( n �ધ( જૂત� હ�યુ છે	. ત	થે(, ત	થે( હવ	 એજૂ એ �ખ્યુ�ઓન( જૂ��( છે	 જૂ	  હ� �
કું�મા� જૂ	 . ત	થે(, આપણે	 જૂ	  �જૂ*આત કું�( શાકું(એ ત	 એ છે	  કું	 ફક્ત હ� � અન	 જૂ	  જૂ��( જૂ���યુ	�� છે	 ત	 �	કું��? કું�વ��. ત�, આન	
અ�જાન( (adjacency) મા	ડિTક્ કુંહ	વ�મા�� આવ	 છે	, આપણે	 આ મા	ડિTક્મા�� કુંહ(એ છે(એ કું	 ij એ 1 છે	, જૂ� અન	 ij એજૂ
હ�યુ ત� જૂ.
("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ? ��: 03:24)
ત	થે(,  જ્યુ��	  આપણે	  આવ� મા	ડિTક્ �ખ(એ છે(એ,  ત� જૂ� આપણે	 પહ	�� ગ્રા�ફ જૂ	વ�  ગ્રા�ફ �ઈશા��,  ત� હવ	  આપણે	
લિશા����બ 1 થે( 3 �ધ( 10 ન�� ન�મા બદ�(શા��, કું��ણે કું	 આમા�� વ�"તવમા�� 10 લિશા��લિંબદ�ઓ છે	. ગ્રા�ફ અન	 પછે( આપણે	 આ
મા	ડિTક્ �ખ(શા�� જૂ	  ઇન્"!ન્! મા�!	 1 થે( 3 ન( ધ�� છે	 અન	 ત	થે( એન્T( એ 1 3 છે	. 1 થે( 5 ન( કું�ઈ ધ�� નથે( અન	 ત	થે(
એન્T( એ 1 5 0 છે	.  ત	થે(,  આ �(ત	 આપણે	 ગ્રા�ફમા�� જૂ	  દ�	કું ધ�� શા�ધ(એ છે(એ,  એ,  ઉદ�હ�ણે ત�(કું	,  એ 4 5,  અમાન	
ગ્રા�ફમા�� એન્T( માળશા	 જૂ	  કુંહ	 છે	 કું	 એ 4 5 એ 1 છે	. હવ	, યુ�દ ��ખ� કું	 આ અવ્યુવલિ"થેત છે	. ત	થે(, જૂ� ત્યુ�� ધ�� 5 5 5 હ�યુ,
ત� એકું ધ�� 5 4 પણે છે	 અન	 ત	થે( આપણે	 જૂ�શા�� કું	 ખ�	ખ� મા	લિંચેગો ધ�� 5 છે	. ત	થે(, આ ગ્રા�ફ વ�"તવમા�� આ માપ્રોમા�ણેત�
છે	, ત	થે( ત	 વ�"તવમા�� માપ્રોમા�ણેત�મા�� છે	 આ ત્રી��� ત�, જૂ� હ� � ��ઈન ઉપ� 1 જૂ�ઉં, ત� હ� � ��ઈનન( ન(ચે	 1 જૂ�શા, કું��ણે
કું	 8 9 9 8 જૂ	!��� જૂ છે	 જૂ	 આપણે� અધ(�� ડિકુંન��(ઓ છે	. ત	થે(, આ અ�જાન( (adjacency) મા	ડિTક્ છે	.
("��ઇ�માયુન� �દર્ભ? ��: 04:20)
ત	થે(, હવ	 અ�જાન( (adjacency) મા	ડિTક્ �થે	 આપણે	 શા�� કું�( શાકું(એ? ઠી(કું છે	, ઉદ�હ�ણે ત�(કું	 આપણે	 જૂ	 કું�( શાકું(એ
છે(એ ત	 બધ� પ���શા(ઓન	 એકું લિશા�ચ્છે	દ છે	. ધ��� કું	, જૂ� આપણે	 (�(ન� પ���શા(ઓન	 જૂ�ઈએ ત�, પછે( આપણે	 પ�લિક્ત
પ� જૂ�વ�� જૂ�ઈએ અન	 ત	 પ�લિક્તમા��ન( બધ( એન્T(ઝા 1 જૂ�ઈશા��. ઉદ�હ�ણે ત�(કું	, આપણે	 વ!@ક્ 4 ન� પ���શા(ઓન	 જૂ�વ�
મા��ગો(એ છે(એ, આપણે	 પ�લિક્ત 4 ત�ફ જૂ�ઈશા��, પછે( 4, એન્T( 4 કું�મા� 1 *ચેવ	 છે	 કું	 4 1 એકું ધ�� છે	. ત	 છે	, ત	થે( આપણે(
પ�	 1 ર્ભ�ગો છે	, પછે( આપણે	 આગોળ વધ(એ છે(એ ... અન	 ત્યુ��બ�દ આગો��� એકું 4 કું�મા� 5 છે	, ત	થે( 5 એકું પ���શા( છે	.
અન	 પછે(, આગોળન�� એકું 8 છે	, ત	થે( 8 પ���શા( છે	, ત	થે( એકું શા�કું�ન� પ���શા(ઓન	 શા�ધવ� મા�!	, અમા	 હ� � �	બ� કું�	�( પ�લિક્ત
પ� જાઓ અન	 અમા	 પ�લિક્તન	 ��બ	થે( જૂમાણે( ત�ફ "કું	ન કું�(એ છે(એ અન	 દ�	કું જૂ	ન	 આપણે	 શા�ધ(એ છે(એ ,  અન�રૂપ
કુંX�મા પ���શા( છે	.
("��ઇ�માયુન� �દર્ભ? ��: 05:09)
હવ	, આપણે	 પ�થે કું	વ( �(ત	 શા�ધ( શાકું(એ? પછે(, હવ	 આપણે	 પ��શા(ઓ અન	 પ��શા(ઓન� પ��શા(ઓ ત�ફ જૂ�ઈ શાકું(એ
છે(એ. ત	થે(, આપણે	 આપણે( મા"યુ�મા�� સ્રો�ત વ!@ક્થે( પ્રો���ર્ભ કું�(એ છે(એ, જૂ� તમા	 ક્રમા��કુંનન	 જૂ�ઓ છે�, ત� માન	 આપ�,
નવ( ડિદલ્હ( 1 �	બ�વ�ળ( જૂ��ણે( �થે	 �બ�લિધત છે	  અન	 લિત્રીવ	ન્દ્રમા �	બ�વ�ળ( �	બ�વ�ળ( 10 �	બ� થેયુ	� છે	.  અન	
આપણે	 જાણે(એ છે(એ કું	, આપણે	 શા�� મા	ળવ( શાકું(એ વ![ક્ 1 થે( નવ( ડિદલ્હ(થે( વ!@ક્ 10 લિત્રીવ	ન્દ્રમા. ત	થે(, આપણે	 શા��
કું�(એ છે(એ, આપણે	 1 �(!( પ� શારુ કું�(એ છે(એ અન	 આપણે	 જાણે(એ છે(એ કું	 પ���શા(ઓન	 કું	વ( �(ત	 શા�ધ( શાકું�યુ છે	 .
ત	થે(,  આપણે	 કુંહ(શા�� કું	 પ્રોત્યુ	કું શા�કું�  1 ન�� કું�ઈ પ���શા( એકુંથે( એકું �ધ( પહ\ચે( શાકું	 છે	.  ત	થે(,  આપણે	 શા*ન્યુ 1 થે( પ્રો���ર્ભ
કું�(એ છે(એ જૂ	  આપણે	 પહ	�	થે( શારૂ કું�( દ(ધ( છે	 ,  આપણે	 પહ\ચે( શાકું(એ છે(એ,  કું��ણે કું	 આપણે	 ત્યુ��થે( શારૂ કું�(એ
છે(એ. હવ	, આપણે	 "કું	ન કું�(એ છે(એ કું	 ત	 પ���શા(ઓ છે	 અન	 પછે( અમાન	 ��ગો	 છે	 કું	 આ 3 પ���શા(ઓ, 2, 3 અન	 4 છે	.
ત	થે(, હવ	 આપણે	 લિનષ્કુંર્ષ? કું�( શાકું(એ કું	 જૂ� તમા	 1 થે( પ્રો���ર્ભ કું�� છે�, ત� આપણે	 ચે�ક્કુંપણે	 2, 3 અન	 4 �ધ( પહ\ચે(
શાકું(એ છે(એ. આપણે	 આ પ�લિક્તઓ પણે �(�� ��ગો(શા��, ત	થે( હવ	 આપણે	 *ચેવ્યુ�� છે	  કું	 1 થે( એકું પગો��મા��, આપણે	 2, 3
અન	 4 �ધ( પહ\ચે( શાકું(એ છે(એ. હવ	, જૂ	 કું�ઈપણે આપણે	 2, 3 અન	 4 થે( મા	ળવ( શાકું(એ ત	 પણે 1 થે( પહ\ચે( શાકું�યુ છે	.
ત	થે(,  હવ	 આપણે	 એકુંબ(જાન	 પ��શા(ઓ ત�ફ ધ્યુ�ન કું	લિન્દ્રત કું�(એ છે(એ કું	 આપણે	 પહ	��થે( જૂ શા�ધ( કું�ઢ્યુ�� છે	  અન	
ત	માન� પ���શા(ઓ ત�ફ ધ્યુ�ન આપ(એ છે(એ. ત	થે(, અમા	 2 ન� પ��શા(ઓ ત�ફ ગોયુ�. ત	થે(, 2 પ�	 ફક્ત 2 પ��શા(ઓ, 1
અન	 3 છે	 અન	 ત	 ત��ણે આપ	 છે	 કું	 1 અન	 3 ન	 પહ	�	થે( જૂ 1 થે( પહ\ચેવ� મા�!	 લિચેલિ`નત કું�વ�મા�� આવ્યુ� છે	 , અમા	 આ
લિવશા	 કું�ઇ જૂ નથે(. ત	થે(, 2 થે( પહ\ચેત� શાહ	�� અમા��( મા"યુ�મા�� કું�ઈ મા�લિહત( ઉમા	�ત� નથે(. ત	થે(, તમા	 3 �ધ( જૂઇ શાકું�
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છે�, ત	વ( જૂ �(ત	 3 1 અન	 2 �ધ( પહ\ચે( શાકું	 છે	, જૂ	મા��થે( બ�ન	 માa મા���કું�ત �(ધ	� ત�(કું	 પહ	�	થે( જૂ *લિચેબદ્ધ કુંયુ�? છે	
અથેવ� જૂ	મા��થે( 1 �ધ( પહ\ચે( શાકું�યુ છે	. ત	થે(, અમા	 ફ�(થે( 4 �ધ( જૂઈ શાકું(એ છે(એ, કું��ણે કું	  3 પ�	 નવ�� કું�ઈ નથે(
અમાન	 જૂણે�વ�. હવ	, જ્યુ��	 આપણે	 વર્ટે� ક્સ 4 �ધ( પહ\ચે(એ છે(એ, ત્યુ��	 તમાન	 કુંહ	વ� મા�!	 કું�ઈકું નવ�� છે	ઓ, કું��ણે કું	
હવ	  4 થે(,  ત	 કુંહ	 છે	  કું	 તમા	 અ�બત્ત 1 �ધ( પહ\ચે( શાકું� છે�,  આપણે	 જાણે(શા��,  પછે( આપણે	  5 અન	  8 �ધ( પહ\ચે(
શાકું(શા��. ત� હવ	, આપણે	 હવ	 અમા��� પ્રોલિતલિનલિધત્વમા�� *ચેવ(શા�� કું	  5 અન	 8 ��ગો(ન �(�� છે	  *ચેવ	 છે	  કું	 આ 1 થે( પ��ક્ષ
પ�થે દ્વ��� પણે પહ\ચે( શાકું�યુ છે	, હ� � 1 થે( 4 અન	 પછે( 4 થે( 5 અન	 8 �ધ( જૂઈ શાકું�� છે� �. ત	થે(, માa પહ	�	થે( જૂ 1, 2, 3
અન	 4 પ� પ્રોડિક્રયુ� કું�( છે	, ત	થે( પછે( હ� � આગોળ જૂ�ઈશા 5 જૂ�વ� મા�!	 વ!@ક્ 5 અમાન	 કું�ઈ નવ( પ���શા( આપ( શાકું	 છે	 .
ત	થે(, તમા	 5 ન	 જૂ�ઓ છે� અન	 હવ	 5 પ�	 પ���શા( છે	  જૂ	  આપણે	 પહ	�	થે( જૂ 4 જૂ�યુ� છે	, પ��ત� ત	ન( પ�	 એકું નવ�
પ���શા( 6 અન	 અન્યુ નવ� પ���શા( 7 છે	, ત	થે( જૂ� હ� � 5 પ� પ્રોડિક્રયુ� કુંરુ� ત� માન	 6 અન	 7 માળશા	. હવ	, હ� � કું�ઈપણે જૂ�ઈ
શાકું�� છે� �  6, 7  અથેવ� 8 ન(,  ત	થે( ચે��� આપણે	  8 ત�ફ જૂ�ઈએ.  ત	થે(, 8  પ�	 પ��શા(ઓ 4 છે	,  જૂ	  માa પહ	��થે( જૂ�ઈ
�(ધ	� છે	, 6  જૂ	  માa પહ	��થે( જૂ�ઈ �(ધ��  છે	 ,  પ��ત� ત	મા�� નવ�� પ���શા(  9  છે	,  જૂ	  માa જૂ�યુ�� નથે(.  ત	થે(,  હ� �  પ���શા(ઓન(
*લિચેમા�� 9 ઉમા	�� છે� �  જૂ	  1 થે( આખ�	 પહ\ચે( શાકું�યુ છે	. અન	 હવ	 જૂ� હ� � 6 ન	 જૂ�ઉં, ત� માન	 ��ગો	 છે	 કું	 6 5, 7, 8 અન	 9
�ધ( પહ\ચે( શાકું	 છે	; જૂ	  બધ� પહ	�	થે( પ��શા(ઓ ત�(કું	 જાણે(ત� છે	  1 થે( પહ\ચે( શાકું�યુ છે	. ત	થે(, મા��( પ�	 કું�ઈ નવ(
મા�લિહત( નથે(, ત	વ( જૂ �(ત	 જ્યુ��	 હ� �  7 જાઉં છે� �, ત્યુ��	 હ� �  5 અન	 6 �ધ( પહ\ચે( શાકું�� છે� �, જૂ	  માન	 પહ	��થે( ખબ� છે	  ત	
પહ\ચે( શાકું�યુ ત	વ�� છે	. ત	થે(, ત્યુ�� કું�ઈ નવ( મા�લિહત( નથે(. અન	 આખ�	, જૂ	 વ!@ક્ હજૂ�  �ધ( તપ�વ�મા�� આવ્યુ�� નથે( ત	 9
છે	, ત	થે( 9 થે( 9 �ધ( હ� � 6 �ધ( પહ\ચે( શાકું�� છે� �  જૂ	 માન	 ખબ� છે	, 8 જૂ	 હ� � જાણું� છે� � અન	 ત્યુ�� એકું નવ�� વ!@ક્ 10 છે	, ત	થે(
હ� � 9 મા��થે( 10 �ધ( પહ\ચે( શાકું�� છે� �, ત	થે( હ� � 10 ન	 લિચેલિ`નત કુંરુ� છે� �  અન	 એકું વખત માa 10 લિચેલિ`નત કુંયુ�? છે	, મા��( મા"યુ�
હ� થેઈ ગોઈ છે	.  માન	 જાણેવ� માળ્યુ��  છે	  કું	  1  થે(  10  �ધ( જૂવ�ન� મા�ગો? છે	,  પ��ત� પ��શા(ઓન� 	!ન	 વ્યુવલિ"થેત �(ત	
લિવ"તeત કું�વ�ન� હ� � એકું માયુ	 એકું "ત� �ધ( પહ\ચે( શાકું�� છે� �. ત	થે(, આ આપણેન	 અમા�કું અલ્ગો�ડિ�ધમા આપ	 છે	, આપણે	 આ
ગો�લિણેત(કું લિનયુમા�ન	 વધ� ચે�ક્કું બન�વ(શા�� કું��ણે કું	 આપણે	 ���બ� માયુ �ધ( જૂઈએ છે(એ, પ��ત� તમા	 જૂ�ઈ શાકું� છે� કું	
આ �જૂ*આતન	 એ�જૂલિં"!ગો ( મા	ડિTક્ ત�(કું	 ઉપયુ�ગો કું�(ન	, આપણે	 આ મા	ડિTક્ �ઈ શાકું(એ છે(એ અન	 વ�"તવમા�� ત	
મા"યુ�ન	 અન્વ	ર્ષણે કું�વ� મા�!	 ત	ન� ઉપયુ�ગો કું�( શાકું(એ છે(એ હ�થેમા�� અન	 ત	ન	 યુ�ગ્યુ કું�યુ?વ�હ( ત�(કું	 અ�ઇન કું�વ�મા��
આવ	 છે	 જૂ	 અમા	 અ�કું��કું �(ત	 અમા�મા�� મા*કું( શાકું(એ છે(એ.
("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ? ��: 08:50)
ત	થે(, આ અલ્ગો�ડિ�ધમાન� વધ� ચે�ક્કું બન�વવ� મા�!	, આપણેન	 આ ઍલ્ગો�ડિ�ધમાન	 વધ� વ્યુવલિ"થેત બન�વવ�ન( જૂરૂ� છે	,
આપણે	 જૂ	  લિશા��લિંબદ�ઓન( મા���કું�ત �(ધ( છે	  ત	ન� TIકું ��ખવ� પ�શા	,  જૂ	થે( આપણે	 મા�ન વ!@ક્ ન��  �શા�ધન ચે���
��ખ(શા�� નહg ફ�(.  ત	થે(,  આપણે	 વત�?ળમા�� ફ�ત� જૂવ�� અન	 ફ�(થે( અન	 ફ�(થે( ત	 જૂ મા"યુ� કું�વ�ન�� ચે��� ��ખવ� નથે(
મા��ગોત�. ત	થે(, ત	 ચે��� કું�શા	 કું	 આ લિવલિશાQ મા"યુ�ન	 ઉકું	�વ� મા�!	 બ	 મા*ળર્ભ*ત વ્યુ*હ�ચેન�ઓ છે	 જૂ	  ગ્રા�ફમા�� hથે( મા*ળર્ભ*ત
મા"યુ� છે	,  જૂ	  શા�ધ( કું�ઢશા	,  શા�� જૂ���યુ	��� છે	.  ત	થે(,  આપણે	 જૂ	  વ્યુ*હ�ચેન�ન	 અમા�મા�� મા�ક્યુ� ત	 hથે( પહ	�� પહ�ળ�ઈ
કુંહ	વ�મા�� આવ	 છે	,  ત	 છે	  કું	  આપણે	 h પ્રોથેમા આ તમા�મા ચે(જૂ�ન( શારૂઆતન� પ��શા(ઓમા��થે( આ પ��શા(ઓન( શા�ધ
કું�(એ છે(એ જૂ	  એકું પગોલિથેયુ�� દ*� છે	, બધ� પ��શા(ઓ ત	 વ"ત� જૂ	  બ	 પગોલિથેયુ�� દ*� છે	 અન	 ત	થે( ચે��� અન્યુ ડિદશા�મા�� જ્યુ��
�ધ( શાક્યુ હ�યુ ત્યુ�� �ધ( જૂવ�ન�� છે	,  ત	થે( તમા	 શારુઆતમા�� એકું પ���શા(ન	 પ�દ કું�� છે�,  પછે( તમા	 નવ( શા�કું�ન( એકું
પ���શા(ન	 પ�દ કું�� છે�, પછે( તમા	 ત	 નવ( શા�કું�ન( એકું પ���શા(ન	 પ�દ કું�� છે�. અન	 આપણે	 નવ( કું�( શા�ધ( શાકુંત� નથે(,
પછે( તમા	  પ�છે� જાઓ અન	  અન્વ	ર્ષણે કું��  અન	  પ�છે�� લિશાર્ષ?કું�ન�  અન્યુ પ���શા(ઓ અન	  ત	થે(  આગોળ અન	  આન	
પહ�ળ�ઈ કુંહ	વ�મા�� આવ	 છે	. ત	થે(, આપણે	 આ એલ્ગો�ડિ�ધમ્ પછે(થે( �	ક્ચે�મા�� લિવગોતવ�� જૂ�ઈશા��.
("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ? ��: 09:50)
ત	થે(, તમા	 જૂ	  વ"ત�ન	 જૂ�ઈ શાકું� ત	 એકું છે	 કું	 આ મા	ડિTક્મા��ન( મા�!�ર્ભ�ગોન( એન્T(ઓ વ�"તવમા�� 0 છે	. ત	થે(, યુ�દ ��ખ� કું	
જૂ� તમા��( પ�	 n લિશા��લિંબદ� હ�યુ, ત� આ મા	ડિTક્ કુંદ n ચે�� છે	, કું��ણે કું	 હ� � એન પ�લિક્તઓ અન	 એન કુંX�મ્ છે	. હવ	,
જૂ� તમા	 લિનદ@લિશાત ગ્રા�ફમા�� ધ��ન( �ખ્યુ�ન	 ગોણેત�( કું�� છે�, ત� લિશા�ચ્છે	દન� દ�	કું જૂ��( ધ�� હ�ઈ શાકું	 છે	, અમા	 �મા�ન્યુ
�(ત	 "વ-�*પ્ન	 મા�જૂ* �( આપ(એ છે(એ, અમા	 �મા�ન્યુ �(ત	 વ!@ક્ i મા�!	 i થે( i ન( ધ��ન	 ધ્યુ�નમા�� �ઈએ નહg. અન	 જૂ� દ�
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જૂ�દ� જૂ��(ઓન( �ખ્યુ� 2 ન	 પ�દ કું�	 છે	, આ બ	 લિશા��લિંબદ�ઓ પ�દ કું�( શાકું	 ત	 �(ત	 આ છે	 . ત	થે(, તમા	 બધ� જૂ��(ઓન	
પ�દ કું�� છે�, પછે( ત	 n મા�� minus 1 થે( 2 થે�યુ છે	, ત	થે( આ મા*ળર્ભ*ત �મા�ન્યુ �લિક્ષત હકું(કુંત છે	. ત	થે(, અમા��( પ�	 n
ચે�� ડિકુંન��(ઓ લિવશા	 વધ� હ�ઈ શાકું	 છે	  અન	 જૂ� તમા	  n  ચે�� ડિકુંન��(ઓ લિવશા	 ��ર્ભળ્યુ��  છે	,  ત� મા	ડિTક્મા��ન( ઘણે(
એન્T(ઓ 1 હશા	,  પ��ત� ત	 મા�!�ર્ભ�ગોન( પડિ�લિ"થેલિતઓમા�� ડિકુંન��(ઓન( �ખ્યુ� n ચે�� કું�ત� ઓછે( છે	.  ત	થે(,  આ કું�ઈ
અથે?મા�� નકું�મા�� પ્રોલિતલિનલિધત્વ છે	, કું��ણે કું	 1 ન( �ખ્યુ�મા�� હકું���ત્માકું મા�લિહત(ન	 પ્રો�પ્ત કું�વ� મા�!	 અમા	 ઘણે�� 0 ન� �	કું�ર્ડિં�ગો
કું�( �હ્યા� છે(એ. અન	 ત	 પણે યુ�દ ��ખ� કું	 આ 1 ન�� માપ્રોમા�લિણેત છે	, ત	થે( મા��( પ�	 �(!( લિવશા	 દ�	કું 1 મા�!	, ત	થે( જૂ� હ� �
આ લિત્રીકું�ણે�કું�� દ�રુ�, કું	 જૂ	  પ્રોત્યુ	કું 1 લિત્રીર્ભ�ણે� ઉપ� છે	, મા��( પ�	 ત્રી��� ન(ચે	 એકું માપ્રોમા�ણે 1 છે	. ત	થે(, આ મા	ડિTક્ન�
અ�ધ� ર્ભ�ગો નકું�મા�� છે	, જૂ� હ� � જાણું� કું	 આ !�ચેન� અ�ધ� ર્ભ�ગો પ��ત� છે	 અન	 આ !�ચેન� ર્ભ�ગોમા�� મા��( પ�	 મા�!	 ર્ભ�ગો	
0. હશા	. ત	થે(, આપણે	 બ(જા �જૂ*આત લિવશા	 લિવચે��( શાકું(એ છે(એ, જ્યુ�� આપણે	 ફક્ત �બ�લિધત મા�લિહત(ન	 હ�થેમા�� ��ખ(એ
છે(એ.
("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ? ��: 11:20)
ત	થે(,  આન	 અ�જાન( (adjacency)ન	 *લિચે કુંહ	વ�મા�� આવ	 છે	, ત	થે( આપણે	 અ�જાન( (adjacency)ન	 *લિચેમા�� જૂ	
કું�(એ છે(એ ત	 એ છે	  કું	 આપણે	 "પQપણે	 દ�	કું પ�ર્ટિ!કુંલ્,  ત	ન� પ��શા(ઓન( *લિચે મા�!	 જાળવ( ��ખ(એ છે(એ.  ત	થે(,
આપણે	 જૂ�યુ�� કું	 એકું 2, 3 અન	 4 થે( જૂ���યુ	� છે	. ત	થે(, આપણે	 કુંહ(એ છે(એ કું	 1 થે( 3, 3, 4 �થે	 જૂ���યુ	� *લિચે એ જૂ
છે	, 2, 1 અન	 3 જૂ���યુ	� છે	, ત	થે( આપણે( પ�	 જૂ���યુ	� *લિચે છે	  1 અન	 3, ત	થે( આ ન�� છે	 અન	 આ પ��શા(ઓ છે	 .
ત	થે(, હવ	, આ પ્રોલિતલિનલિધત્વમા��, જ્યુ��	 પણે માન	 ન�� હ�યુ ત્યુ��	, હ� � ત	 ન�� મા�!	 ત	 એન્T( પ� જાઉં છે� �  અન	 હ� � *લિચેન	 જૂ�ઉં
છે� �  અન	 હ� � ત	ન	 પ���શા(ઓન	 "કું	ન કું�( શાકું�� છે� �  અન	 હ� � ત	ન	 પ��શા(ઓન( �ખ્યુ�ન� પ્રોમા�ણેમા�� મા	ળવ( શાકું�� છે� � . ત	થે(, ત્યુ�� કું�ઈ
ફ�યુદ� છે	  કું	 માન	 કું�ઈ નકું�મા�� મા�લિહત( જૂ�ઈત( નથે(,  કું��ણે કું	 હ� �  અહg  0 ન( નજીકુંન� મા	ડિTક્ �ગ્રાલિહત નથે( કું�ત�,  હ� �
�મા�ન્યુ મા�લિહત(ન	 જાળવ( �હ્યા� નથે( જૂ	 વ!@ક્ કુંન	ક્! નથે(.
("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ? ��: 12:12)
ત	થે(, આ બ	 �જૂ*આતમા�� ત	માન� ફ�યુદ� અન	 ગો	�ફ�યુદ� છે	 , અ�જાન( (adjacency)ન	 મા	ડિTક્મા��, અમાન	 વધ� જૂગ્યુ� અન	
પછે( અ�જાન( (adjacency)ન	 *લિચેન( જૂરૂ� છે	, પ��ત� કું	!��કું પ્રોશ્ન� આ�ન(થે( કું�ત� અ�જાન( (adjacency)ન	
મા	ડિTક્ન� જૂવ�બ આપવ� મા�!	 �ળ છે	 . યુ�દ(. જૂ� તમા	 જાણેવ� મા��ગોત� હ� કું	, વ	�!	ક્ જૂ	  વ![ક્ બ�જૂ�ન� પ���શા( છે	 ,
આપણે	 ફક્ત મા	ડિTક્મા�� એકું એન્T( �લિબત કું�વ( પ�શા	, જૂ� આપણે	 એજૂ	 જૂ� 1 હ�યુ ત� આપણે	 ત	ન	 તપ��. બ(જી ત�ફ
અ�જાન( (adjacency)ન	 *લિચેમા��, જૂ� તમા	 ઇચ્છે� શા�ધવ� મા�!	 j એ મા��� પ���શા( છે	, અમાન	 એન્T( પ� જૂવ�ન( અન	
માગ્રા *લિચેન	 "કું	ન કું�વ�ન( જૂરૂ� છે	.  ત	થે(,  આ મા	ડિTક્ અન	 આ વચ્ચે	ન� તફ�વત પ� Xર્ડિં!ગો મા�ડ્યુ��ન( શારૂઆતમા��
અમા��( પ�	 મા*ળ ચેચે�? મા�ન છે	. ત	થે(, અહg અમા	 એકુંમા માયુ	 આ પ્રોવ	શાન( તપ� કું�( શાકું(એ છે(એ, જ્યુ��	 i અથેવ�
પ���શા( લિ�"! શા�ધવ� મા�!	, i ન� પ���શા(ઓન( �ખ્યુ� મા�!	 પ્રો�યુ�લિગોકુંત�ન( જૂરૂ� છે	 . બ(જી ત�ફ, જૂ� તમા	 વ�"તવમા�� મા���
બધ� પ��શા(ઓન	 શા�ધ( કું�ઢ� છે�,  ત� પછે( અ�બ�લિધત મા	ડિTક્મા�� કું	!�� પ��શા(ઓન( જૂરૂ� છે	  ત	ન� પ� ધ્યુ�ન આપવ��
જૂ�ઈએ, અમાન	 માગ્રા પ�લિક્તન	 "કું	ન કું�વ( પ�શા	. ત	થે(, ગ્રા�ફમા�� n વ!@ક્ છે	, જ્યુ��	 ન��મા�� ફક્ત 2 અથેવ� 3 પ���શા(ઓ
હત�, ત્યુ��	 પણે લિનદ@લિશાત કું�વ�મા�� આવશા	 કું	 આમા��ન( એન એન્T(ઓ ખ�	ખ� વ�"તલિવકું પ��શા(ઓ છે	. બ(જી ત�ફ, આપણે	
જૂ�યુ	�( અ�જાન(  (adjacency)ન	 *લિચેમા��,  અમા	 ત	  બ��બ� �	કું��?  કું�(એ છે(એ પ��ત�  ત	  એકું પ��શા(ઓ છે	.  ત	થે(,
પ��શા(ઓન	 "કું	ન કું�વ�ન� માયુ (ધ( �(ત	 પ���શા(ઓન	 પ*વ?ગો�મા( છે	.  ત	થે(,  જૂ� પ્રોત્યુ	કું લિશા�ચ્છે	દ ફક્ત ન�ન� �ખ્યુ�મા��
પ��શા(ઓ હ�યુ,  ત� અ�જાન(  (adjacency)ન	 *લિચે ત	  પ��શા(ઓ ત�(કું	  ઝા�પથે( આપવ� મા�!	,  જ્યુ��	  અ�જાન(
(adjacency)ન	 મા	ડિTક્ન	 તમા��	 ન�ન� ન�બ�ન	 શા�ધવ� મા�!	 "કું	ન ઑ�?� એન એન્T(ઝાન( આવશ્યુકુંત� હ�યુ.
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ડિ�ઝા�ઇન અન	 એન�લિ�લિ ઓફ એલ્ગો�ડિ�ધમ્ (Design and Analysis of Algorithms)
પ્રો�ફ	� મા�ધવન મા�કું��દ (Prof. Madhavan Mukund)

ચે	ન્નઈ મા	થે	મા	ડિ!કું� ઇલિન્"!ટ્યુ�! (Chennai Mathematical Institute)
વ%કું - 03 મા�ડ્યુ�� - 03 �	ક્ચે� - 20

બ્રે	�થે ફ"!) ચે)(બી%એફએ(BFS)) (Breadth First Search (BFS))
("��ઇ�!�ઇમાન�
�દર્ભ) ��: 00:05)
તે	થે%, ચે��� ગ્રા�ફન�� અન્વ	ષણ કું�વ� મા�!	 ઔપચે�ડિ�કું એલ્ગો�ડિ�ધમા જો�ઈએ. તે	થે%, યુ�દ ��ખો� કું	 ગ્રા�ફમા�� લિ4����બીન� મા5હ
અન	 ધ��ન� મા5હ છે	, ડિકુંન��%ઓ વચ્ચે	ન� જો���ણ છે	, તે	 ડિદ4� લિનદ9લિ4તે અથેવ� લિનદ9લિ4તે હ�ઈ 4કું	 છે	.
("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ) ��: 00:15)
તે	થે%, જો� આપણ	 તે	ન	 અણધ�યુ�) ગ્રા�ફ જો�ઓ, તે� જો	 મા"યુ� આપણ	 જો�ઈ �હ્યા� છે%એ તે	 4�ધવ� મા�!	 છે	 કું	 4�� સ્રો�તે વ!9ક્
�ક્ષ્યુ વ!9ક્ �થે	 જો���યુ	��� છે	. અન	 અમા	 કુંહ્યા�� કું	 આ "ત્રો�તે વ!?ક્ લિવરુદ્ધ "ક્રો�� વ!9ક્ લિવરુદ્ધ વ% પ�થે 4�ધવ� મા�!	ન%
આ �કુંમા, જ્યુ�� પ�થે પ�ન� દ�	કું જો��% ગ્રા�ફમા�� ધ�� દ્વ��� જો���યુ	� છે	.
("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ) ��: 00:35)
તે	થે%, અમા	 એવ% દ�%� કું�% હતે% કું	 આપણ	 ન�ન� ગ્રા�ફ્ મા�!	 દૃલિFથે% આ કું�% 4કું%એ છે%એ, પ��તે� જો� તેમા	 ઍલ્ગો�ડિ�ધમા
�ખોવ� મા��ગો� છે�, તે� ગ્રા�ફન	 �જો5  કું�વ�ન% �%તેન% જોરૂ� છે	. તે	થે%, આપણ	 જો	  પ્રોથેમા વ"તે� નક્કું% કું�% હતે% તે	 છે	, કું	 આપણ	
લિ4��બિંબીદ�ઓ 1 થે% n ન	 ન�મા આપ%એ.  તે	થે%,  આપણ% પ�	 લિ4ષ)કું� છે	,  આપણ	 તે	ન	  1, 2, 3, 4 ન	 n �ધ% બી���વ%4��.
પછે%  આપણ	  અ�જાન%  (adjacency)  મા	ડિKક્ દ્વ���  ગ્રા�ફન�  મા�ળખો�ન	  �જો5  કું�%  4કું%એ છે%એ.  આ અ�જાન%
(adjacency) મા	ડિKક્મા��, હ� � જો	  એન્K% વ!?ક્ i થે% વ!?ક્ j થે% ધ��ન% ર્ભ	! અથેવ� ગો	�હ�જો�% 5ચેવ	 છે	. તે	થે%, Aij 1
છે	, ત્યુ�� ધ�� છે	, aij 0 છે	, જો� કું�ઈ લિવષયુ નથે%. આ મા	ડિKક્મા��, જો� તેમા	 4�ધવ� મા��ગોતે� હ� કું	, લિ4�ચ્છે�ન� જો��% %ધ�
કુંન	ક્! થેઈ �હ્યા� છે	, તે� અમા��	 ફક્તે તે	માન% યુ�ગ્યુ એન્K% �લિબીતે કું�વ% પ�4	, અમા	 તે	 તેતે માયુમા�� કું�% 4કું%એ છે%એ.
45ન્યુ�વકું�4ન� તેમા�મા આઉ!ગો�ઇંગો પ���4%ઓન	 4�ધવ� મા�!	,  અમાન	 તે	 લિ4�ચ્છે	દ મા�!	 પ�લિક્તેન	 "કું	ન કું�વ% પ�4	.  તે	થે%,
લિ4��બિંબીદ�ન% �ખ્યુ�ન� �દર્ભ)મા�� તે	 �	ખો%યુ માયુ �	 છે	.  હવ	,  એકું વ"તે� જો	  આપણ	 જો�યુ	�% તે	 છે	  કું	,  �મા�ન્યુ �%તે	 ઘણ��
ગ્રા�ફ્, આ મા	ડિKક્ મા�!	 ર્ભ�ગો	 0 છે	, મા�!�ર્ભ�ગોન� જો��% જો���યુ	�� નથે%.
("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ) ��: 01:36)
તે	થે%, અમા	 દ�	કું 5લિચેન� પ���4%ઓન	 આ 5લિચે દ્વ��� વધ� કું�મ્પ	ક્! પ્રોલિતેલિનલિધત્વ મા	ળવ% 4કું%એ છે%એ. તે	થે%, 1 અન	 0 ન%
પ�લિક્તેન	 ��ખોવ�ન	 બીદ�	,  અમા	 તે	 લિ4ષ)કું� �	કું��) કું�%એ છે%એ,  જો	ન% એન્K%ઓ 1  છે	.  તે	થે%,  આ ગ્રા�ફ્ મા�!	 વધ� કું�યુ)ક્ષમા
�જો5આતે તે�%કું	 ��ખો	 છે	, જ્યુ�� ધ��ન% �ખ્યુ� લિ4��બિંબીદ�ઓન% �ખ્યુ�ન% નજીકું છે	. પ��તે�, આ ડિકું"�મા�� 4�ધવ� મા�!	, આપ	�
જો��% ij જો���યુ	� છે	 કું	 કું	મા, જો� તે	મા�� જો�વ�મા�� આવ	 તે�, હ� � 5લિચે તે�ફ જો�વ�� જો�ઈએ અન	 જો�વ�� જો�ઈએ.
("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ) ��: 02:00)
હવ	,  �ક્ષ્યુ વ!9ક્મા��  �) વ!9ક્ન	  જો��તે� પ�થે 4�ધવ� મા�!	ન% અમા��% વ્યુ5હ�ચેન�,  જો	  ન%ચે	  મા�જોબી છે	,  અમા	 સ્રો�તે
વ!9ક્થે% પ્રો���ર્ભ કું�%4�� અન	 પદ્ધલિતે� �%તે	 ગ્રા�ફન	 અન્વ	ષણ કું�%4��.  દ� વખોતે	,  અમા	 એકું લિ4�ચ્છે	દ પ� ગોયુ�,  તેમા	 તે	ન	
મા���કું�તે તે�%કું	 લિચેલિVનતે કું�4�, અન	 પછે% અમાન	 ખો�તે�% કું�વ% પ�4	, કું	 જ્યુ��	 તેમા	 લિ4��બિંબીદ�ઓન% 4�ધ કું�% �હ્યા� હ�,
ત્યુ��	 અમા	 તે	 જો કુંણ)ન	 ફ�%થે% બી	 વ�� 4�ધ% 4ક્યુ� નહW. તે	થે%, અમા	 કુંહ્યા�� હતે�� કું	 તે	ઓ બી	 મા5ળર્ભ5તે વ્યુ5હ�ચેન�ઓ પ્રોથેમા અન	
ઊં��ઈ પહ	�� પહ�ળ� થે4	. તે	થે%, આજો	 આપણ	 પહ�ળ�ઈ પ્રોથેમા 4�ધ તે�ફ જો�4�.
("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ) ��: 02:28)
તે	થે%, લિવચે��ન% પહ�ળ�ઈ પ્રોથેમા 4�ધ "તે� દ્વ��� ગ્રા�ફ "તે�	 અન્વ	ષણ કું�વ�ન� છે	 . તે	થે%, આપણ	 સ્રો�તે વ!9ક્ પ� પ્રો���ર્ભ
કું�%એ છે%એ અન	 હવ	 આપણ	 બીધ� લિ4��બિંબીદ�ઓન�� અન્વ	ષણ કું�%એ છે%એ, જો	 એકું પગોલિથેયુ�� દ5� છે	, જો	  સ્રો�તે વ!9ક્ તે�ફ
%ધ� ધ�� દ્વ��� જો���યુ	� છે	. પછે%, આપણ	 બીધ� લિ4��બિંબીદ�ન	 બીહ�� કું�ઢી% ન�ખો%એ છે%એ જો	  નવ� "તે�	 1 �	વ�થે% દ5�
છે	.  તે	થે%,  આ સ્રો�તે વ!9ક્થે% બી	 પગો�� દ5� છે	,  પછે% ત્રોણ પગો��ઓ અન	 તે	થે% આગોળ.  હવ	,  જ્યુ��	 આપણ	 આ 	!
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માયુગો�ળ� કું�% �હ્યા� છે%એ,  ત્યુ��	 આપણ	 બી	 જોથ્થે�ઓન� K[કું ��ખોવ� પ�4	,  આપણ% પ�	 પ્રોથેમા કું�) ન\ધવ��  પ�4	,
આપ	� લિ4�ચ્છે	દન% મા���કું�તે �%ધ% છે	 કું	 કું	મા. 4�� તે	 4�ધવ�મા�� આવ્યુ�� છે	 , તે	 સ્રો�તે વ!9ક્ �થે	 જો���યુ	��� છે	 , તે	 પ્રોત્યુ	કું આવ�
45ન્યુ મા�!	 પણ, આપણ	 તે	ન	 પ���4%ઓન% 4�ધ કું�વ% જો�ઈએ. તે	થે%, દ�	કું લિ4ખો� મા�!	, આપણ	 જાણવ�ન% જોરૂ� છે	  કું	, તે	
મા���કું�તે �	વ�મા�� આવ% છે	  અન	 અમા	 મા���કું�તે �ઈએ તે	 પછે% અમા	 તે	ન	 4�ધ% 4કુંતે� નથે%. તે	થે%, આપણ	 યુ�દ ��ખોવ�ન%
જોરૂ� છે	  કું	 અમા	 તે	ન	 4�ધ્યુ�� છે	  અથેવ� તે	ન�� �4�ધન કુંયુ�^ નથે% અન	 જો	  ��કું� અન્વ	ષણ નથે% કું�% �હ્યા�� છે	 , આપણ	 ખો�તે�%
કું�વ% પ�4	 કું	 અમા	 એકુંવ�� તે	માન	 4�ધ%એ છે%એ.
("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ) ��: 03:26)
તે	થે%,  આન� મા�ગો) આ જોથ્થે�ન	 K[કું ��ખોવ� મા�!	  કું	!��કું �	!� મા�ળખો��ન� ઉપયુ�ગો કું�વ� છે	 .  જો	મા આપણ	 કુંહ્યા��  હતે��  કું	
લિ4��બિંબીદ�ન� મા5હ 1 થે% n ન% �ખ્યુ� છે	. તે	થે%, આપણ	 એ�	(Array) 1 થે% n એ એન્K%ન% મા���કું�તે �ઈ 4કું%એ છે%એ, જો	
અમાન	 કુંહ	 છે	  કું	 4�� વ!9ક્ન% મા���કું�તે �%ધ% નથે% કું	 નહW. હવ	, જ્યુ��	 હ� � એકું લિ4�ચ્છે	દન% મા���કું�તે �ઈ4, ત્યુ��	 આપણ	
તે	ન	 પછે%થે% 4�ધવ�ન% જોરૂ� છે	 . ત્યુ��થે%, અમા	 તે	ન	 તે�ત્કું�લિ�કું અન્વ	ષણ કું�% 4કુંતે� નથે%, અમાન	 થે��%વ�� મા�!	 બી�કું% �હ	વ��
પ�4	.  તે	થે%,  આપણ	 આ લિ4��બિંબીદ�ઓન�� �ગ્રાહ ��ખોવ�� પ�4	,  જો	  મા���કું�તે �	વ�મા�� આવ% છે	,  પ��તે� હજી �ધ% 4�ધવ�મા��
આવ% નથે%.  આ કું�વ� મા�!	 ઘણ�� �"તે�ઓ છે	 ,  પ��તે� તે	ઓ જો	  �%તે	 મા���કું�તે �	4	 તે	ન� આધ��	 અન્વ	ષણ કું�વ�ન� એકું
કું�દ�તે% �"તે� છે	. તે	થે%, આપણ	 જો	 ક્રોમામા�� મા���કું�તે �ઈએ છે%એ તે	 ક્રોમામા�� અન્વ	ષણ કું�વ� મા��ગો%એ છે%એ, એકું અજ્ઞા�તે �	!�
"Kક્ચે�ન% અવગોણન� કું�વ�મા�� આવ	 છે	, પ��તે� મા���કું�તે �	વ�યુ	�� લિ4��બિંબીદ�ઓ એકું કુંતે�� છે	. તે	થે%, આપણ	 દ�	કું મા���કું�તે
�%ધ	� કુંતે��ન	 કુંતે��મા�� મા5કું%એ છે%એ, પ્રોથેમા વખોતે આપણ	 તે	મા�� આવ%એ છે%એ, અન	 પછે% આપણ	 બીધ� લિ4��બિંબીદ�ઓન	
કુંતે��મા�� પ્રોડિક્રોયુ� કું�%એ ત્યુ�� �ધ%, બીધ� લિ4��બિંબીદ�ઓન% 4�ધ થેઈ જાયુ નહW.
("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ) ��: 04:30)
તે�, બી%જો� �  ઉચ્ચે "તે�ન�� "યુ��� કું��, પહ�ળ�ઈન% પ્રોથેમા 4�ધ મા�!	, જ્યુ��	 આપણ	 પહ	�% વખોતે જો	 વ!?ક્મા�� પહ\ચ્યુ� છે%એ
તે	 પહ\ચે	 ત્યુ��	, આપણ	 આખો�	 તે	ન� અન્વ	ષણ કું�%4��. 4�કું�દ્રલિFન% 4�ધ કું�વ�ન� અથે) 4�� છે	, અમા	 આઉ!ગો�ઇંગો ડિકુંન��%ઓ
પ� ધ્યુ�ન આપ%એ છે%એ,  જો� જો	  પહ	�	થે% મા���કું�તે �%ધ% હ�યુ,  તે� આપણ	 કું�ઈ કું�વ�ન��  નથે%.  બી%જી તે�ફ,  જો�  j  ન%
મા���કું�તે �%ધ% ન હ�યુ,  તે� અમા	 તે	ન	 મા���કું�તે તે�%કું	 લિચેલિVનતે કું�%4�� અન	 પછે%થે% અન્વ	ષણ કું�વ� મા�!	 કુંતે�� ઉમા	�%4��.
તે	થે%, જો� સ્રો�તે વ!9ક્ન	 લિચેલિVનતે કું�%ન	 અન	 તે	ન	 કુંતે��મા�� અન	 દ�	કું તેબીક્કું	 ઉમા	�%ન	 પ્રો���ર્ભ કું�%એ, તે� અમા	 કુંતે��ન� મા�ખ્યુ
ર્ભ�ગોન% 4�ધ કું�%4��. જો� કું�ઈ તેબીક્કું	, કુંતે��મા�� કું�ઈ લિ4��બિંબીદ� નથે%, તે� તે	ન� અથે) એ છે	  કું	 દ�	કું લિ4ષ)કું, આપણ	 મા���કું�તે
�%ધ% છે	 તે	ન�� �4�ધન કું�વ�મા�� આવ્યુ�� છે	  અન	 તે	થે% ત્યુ�� કું�ઈ નવ% મા�લિહતે% બી�કું% નથે% અન	 અમા	 �4�ધનન	 ��કું% 4કું%એ
છે%એ.
("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ) ��: 05:10)
તે	થે%, વ�"તેલિવકું કું��ન	 પહ�ળ�ઈ મા�!	 પ્રોથેમા 4�ધ આપતે� પહ	��, ચે��� આપણ	 જો	  ઉદ�હ�ણ આપ%એ છે%એ અન	 જો�ઓ,
આ મા�લિહતે% મા�ળખો�� કું	વ% �%તે	 અપ�	! કું�વ�મા�� આવ	 છે	 .  તે	થે%,  આપણ% પ�	 આ 10 લિ4��બિંબીદ�ઓ 1 થે% 10 છે	  અન	
આપણ	 તે	ન	  1  થે% 4રૂ કું�વ�ન% �%તે 4�ધ% છે	.  તે	થે%,  કુંતે��મા��,  આપણ% પ�	 બી	 પ�ઇન્!� હ�યુ છે	,  આપણ% પ�	 એકું
પ�ઇન્!� હ�યુ છે	  જો	  આપણ	 �%�� ��ગોમા�� 5ચેવ%એ છે%એ,  જો	  કુંતે��ન� મા�ખ્યુ ર્ભ�ગો છે	. ,  લિનદ94કું ���,  કું	 જો	  કુંતે��ન%
પ5�છે�% છે	. તે	થે%, આપણ	 કુંતે��ન	 પ્રો���લિર્ભકું 45ન્યુ 1 ન� પ્રો���ર્ભ કું�વ� મા�!	 પ્રો���ર્ભ કું�%એ છે%એ અન	 આપણ	 પણ આ 4�કું�ન%
મા���કું�તે �	વ�ન��  લિચેલિVનતે કું�%એ છે%એ.  હવ	,  આપણ	  1  અન્વ	ષણ કું�વ��  પ�4	,  તે	થે% આપણ	 4��  કું�%એ છે%એ,  આપણ	
કુંતે��મા��થે% 1 ન	 દ5� કું�%એ છે%એ અન	 વ્યુવલિ"થેતે �%તે	 તેપ� કું�%એ છે%એ કું	 તે	 દ�	કું આઉ!ગો�ઇંગો ધ�� છે	 અન	 જો� તે	 �ક્ષ્યુ
લિ4��બિંબીદ� પહ	�	થે% જો મા���કું�તે �%ધ	�� નથે%,  તે� અમા	 તે	 ઉમા	�%4��.  તે�, 1  થે%  10  ન� ક્રોમામા�� પ્રોથેમા બી	 છે	, 1  ન��  પ્રોથેમા
પ���4%, તે	 મા���કું�તે �%ધ% નથે%, તે	થે% અમા	 તે	ન	 કુંતે��મા�� ઉમા	�%એ છે%એ અન	 મા���કું�તે �%ધ	�� એ�	(Array)મા�� મા���કું�તે
�	વ� મા�!	 લિચેલિVનતે કું�%એ છે%એ. તે	વ% જો �%તે	, અમા	 3 ન	 લિચેલિVનતે કું�%એ છે%એ, અન	 પછે% આપણ	 4 લિચેલિVનતે કુંયુ�^ છે	,
આ લિ"થેલિતેમા��,  અમા	 45ન્યુ  1 ન�� �4�ધન કુંયુ�^ છે	.  તે	થે%,  હવ	,  આપણ	 કુંતે�� પ� પ�છે� જોઈએ છે%એ,  જો� ત્યુ�� હજો�  પણ
4�ધખો�ળ કું�વ�ન�� બી�કું% છે	, જો	ન% પ�	 છે	  મા���કું�તે �%ધ% છે	  અન	 ત્યુ�� અમા	 પ્રોથેમા 4�ધ એ!�	 કું	 2 પ�દ કું�%એ છે%એ.
તે	થે%,  હ� �  કુંતે��મા��થે%  2  ન	  દ5�  કુંરુ�  છે� �  અન	  અમા	  4�ધ્યુ��  છે	  કું	  તે	  બીહ��ન�  પ���4%ઓ છે	 .  હવ	,  આ ડિકું"�મા��  2  ન�
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આઉ!ગો�ઇંગો પ���4) 1 અન	 3 છે	. પ��તે�, 1 અન	 3 બી�ન	 મા���કું�તે �%ધ	�� હ�વ�થે%, અમા��	 કું�ઈ કું�યુ) નથે% અન	 અમા	 કુંતે��
પ�  પ�છે�  જોઇએ છે%એ.  આગોળન��  તેબીક્કું�મા��,  આપણ	  કું�%  3  પ�દ  કું�%એ છે%એ અન	  આપણ	  તે	  બીહ��  જોન���
પ���4%ઓ તે�ફ ધ્યુ�ન આપ%એ છે%એ. ફ�%, તે	 બીહ�� જોન��� પ���4%ઓ 1 અન	 2 છે	, બી�ન	 �લિવધ� પહ	��થે% જો મા���કું�તે
�%ધ% છે	, તે	થે% કું�ઇ કું�વ�ન�� બી�કું% નથે%. અમા	 કુંતે��મા�� પ�છે� આવ%એ અન	 4 પ%કુંઅપ �ઈએ અન	 તે	ન� અન્વ	ષણ કું�વ�ન�
પ્રોયુ� કું�%એ.  તે	થે%, 4  પ�	 પ���4%  1 છે	,  જો	ન� પહ	�	થે% જો મા���કું�તે �	વ�મા�� આવ્યુ� છે	,  ત્યુ��બી�દન� પ���4%  5 છે	,
કું��ણ કું	  5 કુંતે��મા�� આપણ	 ઉમા	��યુ	�% નવ% છે	  અન	 આપણ	 તે	ન	 મા���કું�તે તે�%કું	 લિચેલિVનતે કું�%એ છે%એ,  તે� તે	ન% પ�	
પ��4%ઓ છે	.  તે	થે%,  આપણ	 તે	ન	 પણ ઉમા	�%4��.  કુંતે�� અન	 મા���કું�તે તે�%કું	 તે	ન	 લિચેલિVનતે કું��.  હવ	,  આપણ	  4 અન્વ	ષણ
કું�વ�ન��  મા�પ્તે કું�% �%ધ�� છે	.  તે	થે%,  આપણ	 કુંતે�� પ� પ�છે� જોઈએ છે%એ અન	 આગો�મા% વ"તે�ન% 4�ધ કું�%4��,  જો	  આ
ડિકું"�મા�� 5 છે	. તે	થે%, 5 ન	 પ��4%ઓ 4, 6 અન	 7 માળ્યુ��; 4 પહ	��થે% જો મા���કું�તે �	વ�મા�� આવ% છે	, પ��તે� 6 નવ�� છે	 અન	
તે	થે% 7 છે	. હવ	, અમા	 પ�છે� જાઓ અન	 8 ન�� અન્વ	ષણ કું�%એ, તે	થે% 8 પ�	 પ��4%ઓ 4, 6 અન	 9 છે	; 4 અન	 6 જો5ન� છે	,
પ��તે�  9  નવ�� છે	,  અમા	 કુંતે��મા��  9  ઉમા	�%એ છે%એ.  હવ	,  આપણ	 પ�છે� જાવ અન	  6  ન�� અન્વ	ષણ કું�%એ,  કું��ણ કું	  6  એ
કુંતે��ન� મા�થે�ન� લિ4� છે	. તે	થે%, હવ	, આપણ	 6 ન� પ���4%ઓન	 જો�ઈએ છે%એ, 6 ન� પ��4%ઓ 5, 7, 8 અન	 9 છે	. તે	થે%,
જ્યુ��	 આપણ	 કુંતે��મા��થે% 6 ન	 દ5� કું�%એ છે%એ, ત્યુ��	 આપણ	 કું�ઈ કું�વ�ન�� નથે%, આપણ	 પ�છે� જોઈએ અન	 4�ધ% 4કું%એ,
ત્યુ�� કું�ઈ નથે% કું�વ�મા�� આવ	 છે	, કું��ણ કું	 6 ન� બીધ� પ��4%ઓ પહ	�	થે% જો મા���કું�તે �%ધ% છે	. પછે%, અમા	 7 પ�દ કું�%એ
છે%એ; ફ�% એકુંવ�� આપણ	 4�ધ% કું�ઢી%એ છે%એ કું	 7 ન� બીધ� પ��4%ઓ પહ	�	થે% જો મા���કું�તે �%ધ�� છે	. છે	વ!	, અમા	 9
પ�દ કું�%એ છે%એ અન	 અમા	 9 પ�દ કું�%એ છે%એ, અમાન	 ��ગો	 છે	 કું	 તે	ન% પ�	 પ���4% 6, 8 અન	 10, 10 નવ�� છે	, તે	થે%
10 મા�કું) કું�	 છે	 અન	 તે	ન	 કુંતે��મા�� ઉમા	��. છે	લ્�	, અમા	 10 પ� જાઓ, અમાન	 ��ગો	 છે	 કું	 તે	મા�� મા�ત્રો એકું પ���4% 9 છે	, જો	ન�
પહ	�	થે% જો મા���કું�તે �	વ�મા�� આવ% છે	, આ તેબીક્કું	 કુંતે�� ખો��% થેઈ ગોઈ છે	 અન	 અલ્ગો�ડિ�ધમા મા�પ્તે થેઈ ગોયુ�� છે	 . હવ	,
આ ડિકું"�મા��,  આપણ	 બીધ� લિ4��બિંબીદ�ઓન% મા���કું�તે �%ધ% છે	 ,  જો	  5ચેવ	  છે	,  કું	  જો	  5ચેવ	  છે	  કું	  આ �	બીમા��  પ્રોત્યુ	કું
લિ4��બિંબીદ� વ�"તેવમા�� તે	ન�થે% પહ\ચે% 4કું�યુ તે	વ�� છે	. જો� આપણ	 વધ� લિ4��બિંબીદ� ઉમા	યુ�) હ�યુ, ઉદ�હ�ણ તે�%કું	, જો� આપણ	
આ ગ્રા�ફમા�� ઘ!કું ઉમા	યુ�^ હ�યુ; તે	 ગ્રા�ફન	 હ�ઈ 4કું	 તે	વ� ઘણ�� ઘ!કું�થે% અમાન	 ��કુંવ� મા�!	 કું�ઈ નથે%, તે	 વધ� 11, 12, 13 અન	
14  ન% લિ4ખો�� છે	.  ત્યુ��બી�દ  1  થે% 4રૂ થેતે% આ પ્રોડિક્રોયુ�  11, 12, 13  અન	  14  છે��% દ	4	  અન	 અવ્યુ�ખ્યુ�લિયુતે તે�%કું	
લિચેલિVનતે થે4	.
("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ) ��: 08:54)
તે	થે%, અહW બી%એફએ(BFS) મા�!	 વધ� ઔપચે�ડિ�કું કું�� છે	, તે	થે% બી%એફએ(BFS) એ એકું કું�યુ) છે	 જો	  તે	 દ�%� કું�	 છે	,
જ્યુ��થે%  આપણ	  ગ્રા�ફન	  અન્વ	ષણ કું�વ� મા��ગો%એ છે%એ.  તે	થે%,  જો	મા આપણ	  કુંહ્યા��  હતે��  કું	  લિ4��બિંબીદ�ઓ  1  થે%  n  તે�%કું	
ઓળખો�યુ છે	, આપણ% પ�	 આ એ�	(Array)ન% મા���કું�તે �%ધ% છે	, જો	  0 થે% 4રૂ થે�યુ છે	  અન	 આપણ% પ�	 લિ4ષ)કું�ન	
હજી પણ 4�ધવ� મા�!	 લિચેલિVનતે કું�વ� મા�!	 એકું કુંતે�� છે	, આ ખો��% છે	. તે	થે%, અમા	 લિચેલિVનતે કું�%ન	 પ્રો���ર્ભ કું�%એ છે%એ કું	
જો	  1 ન% બી��બી� મા���કું�તે �%ધ%. તે	થે%, વ!?ક્ હ� � લિચેVન છે	 જો	  મા���કું�તે �%ધ% અન	 અમા	 કુંતે��મા�� ઉમા	યુ�). હવ	, જ્યુ�� �ધ%
કુંતે�� ખો��% નથે%, આપણ	 ન%ચે	 આપ	� �5પ મા�� આગોળ વધ%એ છે%એ, આપણ	 કુંતે��ન� મા�થે�ન	 બીહ�� કું�ઢી%એ છે%એ, તે	
લિ4�ચ્છે	દ છે	  કું	 તે	 પછે% તે	 4�ધવ�મા�� આવ4	.  તે	 દ�	કું મા�!	 આઉ!ગો�ઇંગો ડિકુંન��%ઓ છે	,  જો� તે	 એવ% વ"તે� છે	  જો	  પહ	���
મા���કું�તે �%ધ% ન હ�યુ, તે� અમા	 તે	ન	 મા���કું�તે તે�%કું	 લિચેલિVનતે કું�%એ છે%એ અન	 અમા	 તે	ન	 કુંતે��મા�� ઉમા	�%એ છે%એ. તે	થે%,
આ બી��બી� અલ્ગો�ડિ�ધમા  મા�!	 કું�� છે	, અમા	 ફક્તે હ�થે દ્વ��� ચે��વ%એ છે%એ અન	 તે	 %ધ� જો 4��તે છે	 . મા���કું�તે �%ધ	��
લિ4��બિંબીદ�ઓ અન	 કુંતે��ન� K	કું ��ખોવ� મા�!	 બી	 �	!� "Kક્ચે) અન	 એ�	(Array) છે	 જો	 4�ધવ�મા�� ફ�ઇ�ન% જોરૂ� છે	.
("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ) ��: 10:00)
તે	થે%, અમા	 કું	વ% �%તે	 ઍલ્ગો�ડિ�ધમાન% જોડિ!�તે�ન�� લિવશ્�	ષણ કું�%એ છે%એ
((માયુન��દર્ભ): 10:05)),
�5પન	 જો�વ�ન�� એકું �%તે છે	. તે	થે%, યુ�દ ��ખો� કું	, જ્યુ��	 આપણ% પ�	 આ જો	વ% ઍલ્ગો�ડિ�ધમા હ�યુ
((�	ફ�!�ઇમા: 10:10))
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જો	 �5પ ધ��વ	 છે	, �5પ �મા�ન્યુ �%તે	 તે	 "થે�ન છે	  જ્યુ�� આપણ	 તે	ન	 જો�વ�ન�� છે	 . તે	થે%, આપણ% પ�	 એકું પ�ન��વતે)ન છે	 ,
જ્યુ�� આપણ% પ�	 1 થે% n ન� �5પ છે	; જ્યુ�� આપણ	 \પ%એ છે%એ, આ તે	 j બી��બી� 0. તે	થે%, આ કું�ઈકું છે	 જો	  ક્રોમામા�� n
માયુ �	 છે	. અન	 હવ	, આપણ% પ�	 અહW �5પ છે	, જ્યુ�� આપણ	 કુંતે��મા��થે% વ"તે�ઓ કું�ઢી%એ છે%એ અન	 આપણ	 અહW
વ"તે�ઓ કું�%એ છે%એ. તે	થે%, આપણ	 માજોવ�� પ�4	 કું	, આ �5પ એક્ઝા	ક્યુ�! કું	વ% �%તે	 ચે��4	 અન	 આ આ�તેડિ�કું �5પ કું	વ% �%તે	
એક્ઝા	ક્યુ�! થે4	. તે	થે%, દ�	કું લિ4��બિંબીદ� બી��બી� એકુંવ�� કુંતે��મા�� પ્રોવ	4	 છે	. તે	થે%, તે	 એકું જો માયુ	 દ�ખો� થે�યુ છે	,
((માયુન��દર્ભ) ��: 10:47))
પછે% તે	 કુંહ	 છે	  કું	 આ બી�હ્યા �5પ અહW ક્રોમામા�� માયુ �	4	.  કું��ણ કું	,  આ�	ખોન	 જો��	 છે	  તે	વ�� મા�નવ��,  દ�	કું કુંણ) એકું વ��
મા���કું�તે �	વ�મા��  આવ4	 અન	 જ્યુ��	  તે	 કું��કું�� કુંતે��મા�� પ્રોવ	4વ� મા�!	  જો4	 અન	 તે	 બી��બી� એકુંવ�� કુંતે��ન� મા�થે�મા��
આવ4	.  હવ	,  દ�	કું લિ4�ચ્છે	દ મા�!	,  આપણ	 તે	 બીધ�ન	 પ��4%ઓન	 "કું	ન કું�વ�� પ�4	.  તે	થે%,  આપણ	 જો	  કુંહ્યા�� તે	 હતે�� કું	,  આ
ક્રોમામા��  n  હ4	,  જો� તેમા��%  પ�	  અ�જાન%  (adjacency)  મા	ડિKક્ હ�યુ.  કું��ણ કું	  તેમા��	  j  મા�!	  પહ�ળ�ઈન% પ્રોથેમા
એન્K%મા��થે% જોવ�ન% જોરૂ� છે	  અન	 આ મા�!	 આખો% પ�લિક્તે જો�વ% જો�ઈએ,  તે	થે% આ ઓ�)�  n છે	.  તે	થે%,  તે	થે%,  આ ગ્રા�ફ
જો���યુ	� છે	,  દ�	કું કુંણ)મા�� પહ	�� કુંતે��મા�� આવ4	.  તે	થે%,  આપણ	 કુંતે�� �5પ બી��બી�  n  વખોતે કું�%4��.  અન	 દ�	કું જો	  જો	
કું�ઢીવ�મા�� આવ	 છે	 તે	 મા�!	, આપણ	 તે	 બીધ�ન	 પ��4%ઓન% તેપ� કું�વ�ન% જોરૂ� છે	 . તે	થે%, તે	 કુંદ n ન�� "કું	ન હ4	 અન	 તે	થે%,
તે	 એકું�દ� n ચે�� છે	, આ બી	 ન	"!	� �5પ્ કુંદ n છે	.
("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ) ��: 11:43)
તે	થે%,  આ "પFપણ	 એકું પડિ�લિ"થેલિતે છે	,  જ્યુ�� જો� અમા��% પ�	 ખો5બી જો ધ�� હ�યુ,  તે� અમા	 અ�જાન% (adjacency)
5લિચે �જો5આતેન� ઉપયુ�ગો કું�%ન	 જોડિ!�તે�ન	 �ધ��% 4કું%એ છે%એ જો	  અ�જાન% (adjacency) મા	ડિKક્ �જો5આતેમા�� છે	.
તે	થે%, ડિકુંન��%ઓન% �ખ્યુ� m અન	 m એ n "ક્વ	�) કું�તે� ઘણ% ન�ન% છે	. તે	થે%, જો� એમા તે	 પ�તે	 જો પ્રોમા�ણમા�� કુંહ	 છે	, તે�
આપણ	  j  �થે	  �કુંળ�યુ	�  5લિચેમા��  4��  કું�%  4કું%એ,  જો	  જો	ન�  પ���4%ઓન	  જો�વ�ન��  છે	.  તેમા��	  તેમા���  અ�જાન%
(adjacency) મા	ડિKક્મા�� બીધ% ઓ�)� એન એન્K%ઝાન� બીધ� લિ4��બિંબીદ�ઓ જો�વ�ન% જોરૂ� નથે%, આન	 ડિ�ગ્રા% કુંહ	વ�મા�� આવ	
છે	. તે	થે%, લિ4��બિંબીદ�ન% �%ગ્રા% તે	ન�થે% જો���યુ	�� ઘણ� લિ4��બિંબીદ�ઓ છે	. તે	થે%, જો� આપણ	 આ કું�%એ, તે� આપણ	 જો	  4�ધ%4��
તે	 છે	 કું	, આ�તેડિ�કું �5પન� પ�ન��વતે)નન% અ�દ�, પ��4%ઓ મા�!	 "કું	નWગોન� દ�	કું પગો���મા�� માયુન� પ્રોમા�ણ� ડિ�ગ્રા% j �	 છે	.
હવ	, અ�બીત્ત j ન% ડિ�ગ્રા%, એકું ન��થે% બી%જામા�� બીદ��યુ છે	, તે	થે% આપણ	 આ કું	વ% �%તે	 યુ�ગ્યુ �%તે	 ગોણ%4��. તે	થે%, જો� તેમા	
તે	ન	 જો��% કું�	� �5પ ગોણતે� નથે%,  પ��તે� માગ્રા ચેક્રો લિ4����બીન% માગ્રા પ્રોડિક્રોયુ�મા�� તે	ન	 ગોણ�4�,  તે� આપણ	 જો	  જો�4�� તે	
ગ્રા�ફમા�� દ�	કું ધ�� મા�!	, ફ�મા) હ� � કું�મા� જો	 . ત્યુ�� એકું માયુ હ4	 અન	 હ� � પ્રોડિક્રોયુ� કું�%4 અન	 હ� � જા 5લિચે જો�ઈ4 અન	 ત્યુ�� એકું
માયુ હ4	 અન	 પ્રોડિક્રોયુ� થે4	 અન	 હ� � જો�4 કું	 હ� � આમા�� છે� �. બી%જા 4બ્દ�મા�� કુંહ%એ તે�, જો� હ� � બીધ� લિ4��બિંબીદ�ઓન% બીધ%
બી�જો�ન% 5લિચેન	 �ઈ4, તે� દ�	કું ધ��ન	 બી	 વખોતે �જો5  કું�વ�મા�� આવ4	 અન	 ધ�� આઇજો	  એન્K% જો	  તે�%કું	 દ	ખો�4	 અન	 હ� �
અન	 એન્K%  I  મા�!	ન% 5લિચે અન	 જો	  મા�!	ન% 5લિચે.  તે	થે%,  જ્યુ��	,  પ�ન��વતે)ન દ%ઠ ગોણતે�% કું�વ% �ળ નથે%,  હ� � તેમા�મા
પ�ન��વતે)ન�મા�� ગોણું� છે� �, હ� � પ્રોત્યુ	કું ધ��ન	 બી��બી� બી	 વ�� અન્વ	ષણ કું�%4. તે	થે%, 2 મા%!�ન	 એમા આદ	4 આપ્યુ� છે	, તે	થે%
માગ્રા પ�ન��વતે)ન દ�લિમાયુ�ન પ��4%ઓન% 4�ધખો�ળ એકું વખોતે થે�યુ છે	.  તે	થે%,  આન� અથે) 4�� છે	  કું	,  મા���કું�તે �	વ�યુ	��
દ�	કું "થેળન% મા���કું�તે �	વ�ન�� પ્રોથેમા પ�ન��વતે)ન માયુ વધ� વધ� માયુ �	 છે	, જ્યુ��	 આપણ% પ�	 ઓ એન �5પ હ�યુ છે	,
જો	ન� પ� આપણ	 એમા પગો��� �ઈએ છે%એ, તે	 પ5ણ)પણ	 એન પગો���ઓ તે�ફ જાયુ છે	 , તે	થે% તે	 �પ5ણ) એન પ્� મા% છે	 . .
તે	થે%,  પહ�ળ�ઈન% પ્રોથેમા 4�ધન% જોડિ!�તે�,  જો� તેમા	 અ�જાન%  (adjacency)  5લિચેન� ઉપયુ�ગો કું�% �હ્યા�� છે�,  તે� તે	
અ�જાન% (adjacency)  મા	ડિKક્ મા�!	 ઓ n પ્� મા% લિવરુદ્ધ ઓ�)� n "ક્વ	�) પ� જાયુ છે	.  તે	થે%,  જો� આપણ% પ�	
થે��� ડિકુંન��%ઓ હ�યુ તે� તે	  પહ�ળ�ઈ પ્રોથેમા 4�ધ મા�!	  અ�જાન%  (adjacency)  5લિચેન� ઉપયુ�ગો કું�વ� મા�!	  ઘણું�
અથે)પ5ણ) બીન�વ	 છે	.
("��ઇ�માયુન� �દર્ભ) ��: 14:08)
હવ	, ગ્રા�ફમા�� ઇનપ�! કુંદ �મા�ન્યુ �%તે	 એમા અન	 એન પ� �ઈ જાયુ છે	 . બી%જા 4બ્દ�મા��, બી�ન	 પડિ�મા�ણ� એકુંબી%જાથે% "વતે�ત્રો
છે	; કું��ણ કું	 આપણ	 લિ4��લ્ન� મા5હ ઘણ� ડિકુંન��%ઓ �થે	 ખો5બી જો થે��� ડિકુંન��%ઓ બીન�વ% 4ક્યુ� હ�તે. તે	થે%, �મા�ન્યુ
�%તે	 એમા અન	 એન એકું�થે	 ઇનપ�! કુંદ �	વ�મા�� આવ	 છે	 . તે	થે%, ઓ�)� એમા પ્� એન ખો�	ખો� �	ખો%યુ અલ્ગો�ડિ�ધમાન� છે	 .
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તે	થે%, આ શ્રે	ષ્ઠ 4ક્યુ છે	, કું��ણ કું	 આપણ	 �મા�ન્યુ �%તે	 પ્રોડિક્રોયુ� કું�વ� મા�!	 ઇનપ�! વ��ચેવ�� પ�4	 નહW. તે	થે%, �	ખો%યુ માયુમા��,
પહ�ળ�ઈ પ્રોથેમા 4�ધ કું�વ�મા�� ક્ષમા હતે�.
("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ) ��: 14:40)
તે	થે%,  આપણ	 બીધ��  પહ�ળ� પ્રોથેમા 4�ધમા��  બી%જો� �  કું�ઈકું કું�% 4કું%એ છે%એ,  જો	  આપણ	 ઓળખો% �%ધ��  છે	  તે	  છે	  કું	  જો	
લિ4��બિંબીદ�ઓ �મા�ન્યુ "ત્રો�તે �થે	 જો���યુ	�� છે	  તે	 �મા�ન્યુ �%તે	 સ્રો�તે વ!?ક્મા��થે% એકું છે	  જ્યુ��થે% તેમા	 પહ�ળ�ઈ પ્રોથેમા
4�ધ 4રૂ કું�� છે�. તે�, આપણ	 કું	વ% �%તે	 ઓળખો% 4કું%એ, આપ	� લિ4ષ)કું મા�!	 "ત્રો�તે 4�ખો�મા��થે% કું	વ% �%તે	 જોવ��. તે�, જો�
આપણ	 માk અન	 બી%એફએ(BFS) 4રૂ કુંયુ�^ હ�યુ તે� હ� � જો	  1 બી��બી� 1 ન% મા���કું�તે �%ધ%, આપણ	 જાણ%એ છે%એ કું	 હ� �
અન	  j  જો���યુ	� છે	,  પ��તે� આપણ	 પ�થેન	 જાણતે� નથે%.  તે	થે%,  આપણ	 યુ�દ ��ખો% 4કું%એ કું	 આપણ	 �ળતે�થે% 4�� કું�%
4કું%એ, જ્યુ�� આપણ	 દ�	કું લિ4�ચ્છે	દ લિચેલિVનતે કુંયુ�^ છે	 . તે	થે%, જ્યુ��	 આપણ	 મા���કું�તે �%ધ	� કુંતે��ન� લિચેVન તે�%કું	 લિચેલિVનતે
કું�%એ છે%એ, ત્યુ��	 તે	 લિચેલિVનતે કું�વ�મા�� આવ	 છે	  કું��ણ કું	 તે	 પહ	��થે% જો મા���કું�તે �	વ�યુ	�� પ���4% જો	ન� પ���4% છે	 .
તે	થે%, જ્યુ��	 આપણ	 કુંહ% 4કું%એ કું	 k એ આઇજો	 લિચેલિVનતે થેયુ	� છે	, તે� અમા	 લિપતેl 4બ્દન� ઉપયુ�ગો કું�%4��. તે	થે%, આપણ	
કુંહ%4�� કું	  k ન�� મા�તે�લિપતે� j  છે	,  જ્યુ��	 મા�તે�લિપતે� બિં�ક્ન	 અન��	 છે	;  આપણ	 k થે% મા5ળ "ત્રો�તે વ!9ક્ તે�ફ પ�છેળન�
પ�થેન	 ફ�%થે% બીન�વ% 4કું%એ છે%એ.
("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ) ��: 15:38)
તે	થે%, આ એપ કું�� કું�વ�� ખો5બી જો �ળ છે	 , તે	થે% આપણન	 ફક્તે એકું �%!% ઉમા	�વ% પ�4	, તે	થે% આપણ	 બી	 ��ઈન કું�%4��.
તે	થે%, 4રૂઆતેમા�� આપણ	 કુંહ%એ છે%એ કું	 પ્રોત્યુ	કું લિ4��બિંબીદ� મા�!	 મા�તે�લિપતે� અલિનલિશ્ચેતે છે	 . તે	થે%, આપણ	 ઓછે� 1 જો	વ�
મા5લ્યુન	 કુંહ્યા�� હતે��,  કું��ણ કું	 આપણ	 ન\ધ્યુ��  છે	  કું	 લિ4��બિંબીદ�ઓન�� ન�મા  1  થે%  n છે	,  અન	 પછે% જ્યુ��	 આપણ	 એકું અક્ષ��4
લિચેલિVનતે કું�%એ છે%એ, કું��ણ કું	 આપણ	 ધ��કું જો	 .કું	. ન% 4�ધ કું�% �હ્યા� છે%એ, લિપતેl k એ j હ4	. તે�, આપણ	 કું	 = બી��બી� j
ન% લિપતેlન	 \પ%એ છે%એ, બી�કું%ન� કું�� પહ	��ન% પહ�ળ�ઈન% પ્રોથેમા 4�ધ મા�ન છે	, તેમા	 લિ4����બી�ન	 કું	વ% �%તે	 લિચેલિVનતે
કું�%એ તે	ન� K	કું ��ખોવ� મા�!	 તેમા	 તે	ન	 ફક્તે આ નવ� એ�	(Array) પ	�k! ઉમા	��.  તે	થે%,  આપણ	 પ�થેન% �ચેન� કું�% 4કું%એ
છે%એ.
("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ) ��: 16:16)
તે	થે%, આપણ	 પ�છેળ જોઈ 4કું%એ છે%એ, તે	થે% કું	 જો	 જો	  દ્વ��� લિચેલિVનતે થેયુ	� છે	, જો	 બી%જા કું�ઈ વ"તે� દ્વ��� લિચેલિVનતે થે4	
અન	 બી%જો� � . તે	થે%, આ દ્વ��� ન%ચે	ન% કું�%ઓન	 અન��%ન	, આપણ	 કું�ઈપણ K થે% આ પ�થે વ!9ક્ પ� પ�છે� જોઈ 4કું%એ
છે%એ અન	 તે	થે%, આપણ	 પ�થેન	 ફ�%થે% ગો�ઠવ% 4કું%એ છે%એ. બી%જી વ"તે� જો	  આપણ	 પહ�ળ�ઈ પ્રોથેમા 4�ધમા�� કું�% 4કું%એ
છે%એ તે	 "તે�ન� K[કું ��ખો	 છે	. તે	થે%, યુ�દ ��ખો�, અમા	 કુંહ્યા�� હતે�� કું	 પહ�ળ�ઈન% પ્રોથેમા 4�ધ ખો�	ખો� ગ્રા�ડિફકું "તે�ન	 "તે� દ્વ���
4�ધ	 છે	. સ્રો�તેથે% એકું પગોલિથેયુ�� �ધ% બીધ� લિ4��બિંબીદ�ઓ તે�ફ જો�એ છે	 , તે� તે	 લિ4����બી આમા��થે% એકું પગોલિથેયુ�� દ5� છે	 , તે	થે%
"તે� 2 પ�, "ત્રો�તેથે% બી	 પગોલિથેયુ�� દ5� છે	 અન	 બી%જો� � . તે	થે%, આ વ�ક્યુન% મા�ત્રો મા���કું�તે �	વ�ન	 બીદ�	, આપણ	 કુંહ% 4કું%એ કું	
તે	 કુંયુ� "તે�ન% મા���કું�તે �	 છે	 . તે�, 4રૂઆતેમા�� આપણ	 કુંહ%એ છે%એ કું	 બીધ� "તે�� અલિનલિશ્ચેતે છે	 , અન	 પછે% દ� વખોતે	
જ્યુ��	 આપણ	 નવ% લિ4�ચ્છે	દન% મા���કું�તે �	તે� હ�યુ છે	, ત્યુ��	 તે	 જો	  વ!?ક્ન% મા���કું�તે �	 છે	 તે	ન� કું�તે� 1 "તે� વધ��	 છે	.
તે�, છે	વ!	 આપણ	 કુંહ%એ કું	, જો� �	વ� જો	  કું�ઈ �ખ્યુ� પlષ્ઠન	 અ�ઇન કું�	 છે	, તે� તે	 મા5ળ શ્વ	તે ��ગોથે% !% "!	પ્ દ5� હ�વ��
આવશ્યુકું છે	.
("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ) ��: 17:15)
તે	થે%,  આન	 લિપતેl કું�� �થે	 �ળતે�થે% કું��મા�� ઉમા	�% 4કું�યુ છે	 .  તે	થે%,  છે	લ્�� માયુ,  અમા	 આ \પણ% મા�તે�લિપતે� મા�!	
ઉમા	�%.  હવ	,  આપણ	 �	વ� મા�!	  એ�ઈનમા	ન્! પણ ઉમા	�%એ છે%એ,  તે	થે% આપણ	 4રૂઆતેમા��  કુંહ%એ છે%એ કું	  પ્રોત્યુ	કું
લિ4��બિંબીદ�ન�� "તે� અલિનલિશ્ચેતે છે	.  તે	થે%, તે	 ઓછે� 1 જો	વ� અલિવવ	કું% મા5લ્યુ છે	.  જ્યુ��	 આપણ	 કુંહ%એ છે%એ કું	 4રુઆતેન%
4રુઆતેન� "તે� 0 છે	,  અન	 હવ	 જ્યુ��	 પણ આપણ	 કું�ઈ નવ% શ્રે	ણ%ન% મા���કું�તે �ઈએ છે%એ,  જો� તે	 "તે� છે	,  જો� તે	
મા���કું�તે �	વ�મા�� આવ	 છે	, તે� તે	 હ�વ�� જો�ઈએ "તે�. તે	થે%, આ "તે� ઓછે� 1 છે	, તે	થે% તે	 "તે� 1 ઓછે� છે	, તે	ન� અથે) એ
થે�યુ કું	 મા���કું�તે નથે%, તે	થે% "તે� ઓછે� 1 ન� અથે) નથે%. અગો�ઉન% વ"તે�ન% જો	મા જો, મા���કું�તે �%ધ	� K ન% જો	મા જો 0 છે	
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અન	 જો� આમા હ�યુ તે� આપણ	 કું	 જો	  "તે�ન% મા���કું�તે �%ધ% હતે% તે	ન� કું�તે� "તે� એકું કું�તે�� વધ��	 હ�વ�� જો�ઈએ અન	
અ�બીત્ત, અમા	 કુંહ્યા�� હતે�� કું	 મા�તે�લિપતે� પહ	�� હતે�.
("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ) ��: 18:17)
તે	થે%,  આપણ	 આ બીધ� કું�મા� આપણ� અગો�ઉન� ઉદ�હ�ણમા�� જો�ઈ 4કું%એ છે%એ,  �મા�ન્યુ �%તે	 આપણ	  1  થે% પ્રો���ર્ભ
કું�%એ છે%એ અન	 આપણ	 લિચેલિVનતે કું�%એ છે%એ કું	 તે	 0 જો	!��� "તે� છે	  અન	 તે	મા�� જો��% નથે%. હવ	, જ્યુ��	 આપણ	 2, 3
અન	 4 ઉમા	�%4�� ત્યુ��	 તે	 બીધ� "તે� 1 પ� હ4	 અન	 તે	 બીધ�ન	 તે	 1 હ4	, કું��ણ કું	 આપણ% પ�	 1 થે% અન્વ	ષણ છે	. પછે%,
પહ	��ન% જો	મા,  આપણ% 5લિચેમા�� નવ��  કું�ઈપણ ઉમા	�	���  નથે%. ,  પlષ્ઠ 5લિચેમા�� કું�ઈપણ ઉમા	�	  નથે%.  હવ	, 4 5  અન	 પ5ણ�^કું
ઉમા	�4	,  અત્યુ�� �ધ% આ 2,  "તે� 2 થે4	 અન	 મા�તે�લિપતે�  4 હ4	,  જો	  5ચેવ	 છે	  કું	 માk મા��% 4�ધમા��  4 મા��થે%  5 અન	  8
ખો�%દ્યા� છે	. પછે%, 5 થે%, માન	 6 અન	 7 માળ4	. તે	થે%, હવ	 "તે� 3 પ� છે	, કું��ણ કું	 5 પ�તે	 "તે� 2 પ� હતે��, તે	થે%, 6 અન	 7
"તે� 3 પ� છે	 અન	 તે	માન� મા�તે�લિપતે� 5 છે	, 8 મા��થે%, હ� � જોઈ4 9, 9 એ �	વ� 3 પ� પણ છે	, કું��ણ કું	 8 પહ	��થે% "તે� 2
પ� હતે��, તે	થે% 9 �	વ� 3 છે	 અન	 તે	 8 મા� છે	. અન	 અ�તે	, આપણ	 4�ધ%4�� કું	 10 "તે� 4 પ� છે	  અન	 તે	 મા�તે�લિપતે� 9 છે	
તે	થે%,  હવ	, અમા	 જો�ડિ�યુ� 4�ધ% 4કું� છે�.  તે	થે%, આપણ	 કુંહ% 4કું%એ કું	, માન	 10 થે% માળ્યુ��, હ� �  9 મા��થે% આવ્યુ�, તે	થે% 9 8
મા��થે% આવ્યુ�, તે	થે% 8, 4 મા��થે% 4, 4 થે% આવ્યુ�. તે	થે%, પ�થે ખો�	ખો� 10 થે% 9 થે% 8 થે% 4 �ધ% 1 છે	. તેમા	 ખો�	ખો� જો�ઈ
4કું� છે�, અમા��% પ�	 10 થે% 9 થે% 8 થે% 4 �ધ%ન� પ�થે છે	. તે	થે%, તેમા	 પ�થે મા�લિહતે% અન	 તે	 જો માયુ	 અ�તે� મા�લિહતે%ન	
ફ�%થે% બીન�વ% 4કું� છે�, જ્યુ��	 તેમા	 પહ�ળ�ઈ પ્રોથેમા 4�ધન% ગોણતે�% કું�% �હ્યા� છે�.
("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ) ��: 19:57)
તે	થે%,  પહ�ળ�ઈ પ્રોથેમા 4�ધ જો� આપણ	  આ "તે�ન% પ5ર્તિતે  ઉમા	�તે�  હ�ઈએ,  તે� તે	  ખો�	ખો� દ�	કું  ન��ન	  ડિકુંન��%ઓન%
�ખ્યુ�ન� �દર્ભ)મા�� pથે% !5�કું� મા�ગો) આપ	 છે	. હવ	, �મા�ન્યુ �%તે	, આપણ	 જો�4�� કું	, જો� તેમા��% પ�	 મા�ન કિંકુંમાતે નથે%, તે�
અમા��% પ�	 ધ�� પ� લિવલિવધ ખોચે) છે	 ,  પછે% pથે% !5�કું� �"તે�ન	 ધ��ન% �ખ્યુ� મા�!	 ફક્તે !5�કું�તેમા 4બ્દન% જોરૂ� નથે%.
આપણ	 દ�	કું પ�થે �થે	 �કુંળ�યુ	� ખોચે) ઉમા	�વ� પ�4	 જો	ન	 ર્ભ����કુંવ�ળ� ગ્રા�ફ કુંહ	વ�મા�� આવ	 છે	.  પ��તે�,  એકું વજોનવ�ળ�
ગ્રા�ફમા�� જો	  ગ્રા�ફ છે	  તે	 અમા��% પ�	 હમાણ��  જો �ળ ધ�� છે	 .  બ્રે	�થે ફ"!) ચે)(બી%એફએ(BFS)) (Breadth First
Search  (BFS))  પહ	�%  4�ધમા��  સ્રો�તે  વ!9ક્ન�  ડિકુંન��%ઓન%  �ખ્યુ�ન�  �દર્ભ)મા��  !5�કું�  પ�થેન%  ગોણતે�%  કું�વ�ન�
ઉમા	�વ�મા�� ��ર્ભ છે	.
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ડિ�ઝા�ઇન અન	 એન�લિ�લિ ઓફ એલ્ગો�ડિ�ધમ્ (Design and Analysis of Algorithms)
પ્રો�ફ	� મા�ધવન મા�કું��દ (Prof. Madhavan Mukund)

ચે	ન્નઈ મા	થે	મા	ડિ!કું� ઇલિન્"!ટ્યુ�! (Chennai Mathematical Institute)
 વ%કું - 03 

મા�ડ્યુ�� - 04 
�	ક્ચે� - 21

�	પ્થે ફ"!) ચે)(�%એફએ(DFS)) (Depth first search (DFS))

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ) ��: 00:09)

તે	થે%, આપણે	 જો�યુ�� છે	  કું	 બ્રે	અ�થે ફ"!) ચે) (breadth first search)ન� ઉપયુ�ગો કું�%ન	 કુંન	લિક્!લિવ!% કું	વ% �%તે	 અન્વ	ષણે
કું�વ%. તે	થે%, ચે��� હવ	 બી%જી વ્યુ8હ�ચેન� જો�ઓ જો	 �મા�ન્યુ �%તે	 �	પ્થે ફ"!) ચે) (Depth first search) તે�%કું	 ઓળખા�યુ
છે	.  તે	થે%,  "તે� દ્વ��� બીધ� લિ<��બિંબીદ�ઓન�� "તે� <�ધવ�ન% જોગ્યુ�એ �	પ્થે ફ"!) ચે)  (Depth first search).  દ� વખાતે	
જ્યુ��	 આપણે	 નવ% કું�% <�ધ%એ છે%એ,  ત્યુ��	 આપણે	 તે�તે જો અન્વ	ષણે કું�%એ છે%એ કું	 તે	 પગો��� છે	 .  તે	થે%,  અમા	 હવ	
વ!Aક્ 1 <રૂ કું�%એ છે%એ અન	 પહ	��થે% મા��� પ���<% જો	ન% મા���કું�તે �ઈએ છે%એ જો	  હજો�  �ધ% અન્વ	ષણે નથે% કું�તે��.
જ્યુ��	 અમા	 માજો8તે%ન	 "થેલિગોતે કું�%એ છે%એ અન	 તે	ન� બીદ�	  j  ન	 <� મા�!	 અન્વ	ષણે કું�%એ છે%એ,  અન	 તેમા	 આગોળ
વધતે� નહC ત્યુ�� �ધ% તેમા	 આ કું�વ�ન�� ચે��� ��ખા<�. તે	થે%, જ્યુ��	 તેમા	 પ�છે� ફ�વ�ન�� �<�ધન કું�વ� મા�!	 કું<�� નવ�� ન હ�યુ
ત્યુ��	 અ!વ�ઇ જાયુ છે	, કું��ણે કું	 તેમા	 પહ	��થે% જો કું	!��કું લિ<��બિંબીદ� છે��% દ%ધ% છે	, કું��ણે કું	 "પ	ન્� કું�વ�મા�� આવ% છે	.
તે	થે%, તેમા	 પ�છે� નજીકુંન� લિન��લિબીતે લિ<�ચ્છે	દ પ� પ�છે� જાઓ છે�, જો	મા કું	 હજો�  પણે એકું અજાણ્યુ� પ���<% છે	 , અન	 પછે%
તેમા	 તે	  લિ<�ચ્છે	દન% આગોળન� અજાણ્યુ� પ���<%ન	 અન્વ	ષણે કું��.  તે	થે%,  ��હ જો�વ% તે	 લિવ<	 લિવચે��%એ છે	  કું	 જો	  બીધ�
લિ<��બિંબીદ� બી�કું% છે	 જો	  હવ	 "થેલિગોતે છે	 તે	 હવ	 "!	કું(stack)મા�� છે	. તે	થે%, જ્યુ��	 તેમા	 ગ્રા�ફમા�� ઊં�� અન	 ઊં��ણેમા�� જાઓ છે�
ત્યુ��	 "!	કું(stack) �ધ% લિબીલ્� કું��, અન	 પછે% જ્યુ��	 પણે તેમા	 માIતે મા�લિપ્તે પ� "!	કું(stack) મા	ળવ� ત્યુ��	 બી	કું અપ ��
અન	 તેમા	 "!	કું(stack)મા�� વ"તે�ઓન	 પહ	�� પ્રોડિJયુ� કું��.
("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ) ��: 01:08)
તે�, પહ	�� ચે��� આપણે	 આપણે� આ�	ખા પ� હ�થે દ્વ��� આ અલ્ગો�ડિ�ધમાન� અમા� કું�%એ, તેમા	 જો�ઓ "યુ��� કું�� �ખા�
તે	 પહ	��� તે	 કું	વ% �%તે	 કું�યુ) કું�	 છે	. તે	થે%, આ વખાતે	 આપણે	 4 થે% <રૂ કું�% �હ્યા� છે%એ. તે	થે%, પ્રોથેમા પગો��� એ મા���કું�તે તે�%કું	
4 લિચેલિLનતે કું�વ�� છે	. તે	થે%, અમા	 મા���કું�તે �%ધ	� તે�%કું	 લિચેLન 4 ન	 તે����ડિકુંતે કું�%એ છે%એ અન	 અમા	 ઓળખા%એ છે%એ કું	
તે	ન% પ�	 પ���<%ઓ 1, 3, 5, અન	 6 પહ	�� 3 પ��<%ઓ છે	. તે	થે%, અમા	 તે	માન	 એકું ઑ�)� આપ%એ છે%એ જો	  1 થે% <રૂ
થે�યુ છે	; 1 ન% મા���કું�તે �%ધ% નથે%. તે	થે%, અમા	 તે	ન	 મા���કું�તે તે�%કું	 લિચેલિLનતે કું�%એ છે%એ. અન	 અમા	 "!	કું(stack) પ� 4
મા8ક્યુ�,  અન	  4 ન�� અમા�%કું�ણે "પ	ન્� કુંયુ�N,  કું��ણે કું	 હવ	 અમા	 પગો���  1 મા�� અન્વ	ષણે કું�વ� જોઈ �હ્યા� છે%એ.  તે	થે%,  હવ	
આપણે	 1 મા�� જોઈએ, તે� આપણે	 જો�યુ�� કું	 1 મા�� આમા��ન� 2 પ��<%ઓ 2, 3, અન	 4 છે	. 2, જો� "!	કું(stack) પ� 2 હ�ઈ
<કું	,  કું��ણે કું	  તે	  2  ન હ�ઈ <કું	,  તે� ડિ!પ્પણે%  2  ન% મા���કું�તે �%ધ%.  તે	થે%,  તેમા	 પહ	�� મા���કું�તે �%ધ% ન હતે%,  અમા	
"!	કું(stack) પ� 1 મા8કું%એ છે%એ, કું��ણે કું	 હવ	 અમા	 "પ	ન્� કું�% �હ્યા� છે%એ. તે	થે%, હવ	 આપણે	 2 ન� પ���<%ઓ તે�ફ
નજો� કું�%એ છે%એ.  તે	થે%, 2  ન% પ��<%ઓ 1  અન	  3  છે	, 1  ન% મા���કું�તે �%ધ% છે	  , 3  નથે%.  તે	થે%,  હવ	 આપણે	  3  ન%
મા���કું�તે �%ધ% અન	 લિન��લિબીતે તે�%કું	 લિચેલિLનતે કું�%<��. હવ	 જ્યુ��	 આપણે	 3 ન% �ખ્યુ�મા�� આવ%<��, ત્યુ��	 તે	મા�� 2 પ��<%ઓ
1 અન	 2 હ<	, પ��તે� તે	 બી�ન	 પહ	�	થે% જો મા���કું�તે �%ધ	� છે	. તે	થે%, આમા બીનવ� મા�!	 કું�ઈ નથે%. તે	થે%, આપણે	 જોવ�� જો�ઈએ
અન	 આપણે	 પ�છે�� લિ<ષ)કું પ� પ�છે� જોવ��  જો�ઈએ જો	  આપણે	  2  એ!�	 કું	  "પ	ન્� કુંયુ�N  છે	 ,  અન	 અન્વ	ષણે કું�વ��  તે	
પ��<%ઓ છે	. 2 ન% પ�છેળ જોવ� મા�!	, તે	થે% અમા	 પહ	�	થે% જો જાહ	� કુંયુ�N હતે�� કું	 1 કું�વ�� ન હતે��, અમા	 પહ	��થે% પ્રોડિJયુ� કું�%
�%ધ% છે	. તે	થે%, આપણે	 4 તે�ફ જો�વ�� પ�<	, પ��તે� 4 પહ	��થે% જો મા���કું�તે �%ધ	� છે	. તે	થે%, માP 2 �થે	 કુંયુ�N છે	. તે	થે%, હવ	
આપણે	 પ�છે� જોવ�� જો�ઈએ અન	 "!	કું(stack)મા�� આગોળન� ર્ભ�ગોમા�� �ગ્રાહ કું�વ� પ�<	 જો	  "!	કું(stack)મા�� હતે� જો	  1
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ન�બી�ન� હતે�. હવ	 આપણે	 1 પ�છે� જોઈએ છે%એ, અન	 આપણે	 <�ધ% કું�ઢી%એ છે%એ કું	 1 થે% આપણે	 પહ	��થે% જો મા���કું�તે
�%ધ% હતે% 2, 3 કું	 જો	ન� આપણે	 1 ન% મા���કું�તે �%ધ% નથે%, તે	 પહ	��થે% કું�વ�મા�� આવ% છે	 તે	 મા�!	 લિચેલિLનતે થેઈ ગોઈ છે	 .
અન	 4 તે	 પણે છે	 જ્યુ�� આપણે	 1 થે% આવ્યુ�. તે	થે%, આ થેઈ ગોયુ��. તે	થે%, 1 પણે નકું�મા�� છે	. તે	થે%, હવ	 આપણે	 પ�છે� જોઇએ
અન	 4 થે% <રુઆતેમા�� પહ	�� <I�ખા�� પ� પ�છે� ફ�%<��, અન	 બી%જો� �  કું�ઈકું કું�વ�ન�� છે	  તે	 જો�ઓ. તે	થે%, 4 થે% પ�છે� આવ%ન	,
આપણે	 <�ધ% કું�ઢી%એ છે%એ કું	,  તે	ન% પ�	 પહ	�� પ��<%ઓન% <�ધ કું�તે��  વધ� પ���<%ઓ છે	.  તે	થે%,  હવ	 અમા	 ચે���
��ખા%એ છે%એ કું	 ત્યુ�� છે	
((માયુન��દર્ભ) ��: 03:18))
5, 6, અન	 8. તે	થે%, અમા	 5 પ�દ કું�%એ છે%એ અન	 જો�વ� માળતે� નથે%, અમા	 5 લિચેલિLનતે કું�%એ છે%એ
((માયુન��દર્ભ) ��: 03:27 ))
ફ�%થે% "પ	ન્� કું��. તે	થે%, 5 થે%, હવ	 આપણે% પ�	 4, 6 અન	 7 છે	. તે	થે%, હવ	 આપણે	 6 પ�દ કું�%<�� અન	 "પP� કું�%<��.
6 થે%, આપણે% પ�	 7, 5, 7 અન	 8 હ<	; 5 એ પહ	��થે% થેઈ ગોયુ�� છે	, પ��તે� 7 થેઈ ગોયુ�� નથે%. તે	થે%, આપણે	 7 પ�દ કું�%<��
અન	 "પP� કું�%<��. હવ	 7 થે%, અમાન	 ��ગો	 છે	 કું	 તે	ન% પ�	 પ��<%ઓ 5 અન	 6 છે	, જો	 બી�ન	 પહ	��થે% લિચેલિLનતે છે	. તે	થે%,
7 છે	
((માયુન��દર્ભ) ��: 03:56)).
તે�, આપણે	 પ�છે� આવ%<�� અન	 6 ન	 ફ�%થે% જો�<��, અન	 જો	  કું�ઈપણે કું�વ� જોવ�ન�� છે	  તે	 જો�વ�ન�� છે	, ત્યુ�� 8 છે	. તે	થે%, હવ	
આપણે	 8 ઉમા	�%<��, અન	 ફ�% "પ	ન્� કું�%<�� 8. હવ	 આપણે	 8 ન% વયુ	 છે%એ અન	 હવ	 આપણે	 પ8છે� કું	 8 મા��થે% <�� <�ધ%
<કું�યુ છે	, 8 4 મા��થે% પહ	�	થે% જો થેઈ ગોયુ�� છે	  - 4, 6, અન	 9 છે	. તે�, 4 પહ	��થે% જો થેઈ ગોયુ�� છે	, 6 પહ	��થે% થેઈ ગોયુ�� છે	,
પ��તે� 9 ન% જોરૂ� છે	. તે�, આપણે	 9 ઉમા	�%<�� અન	 8 ન	 "થેલિગોતે કું�%<��, પછે% આપણે	 9 તે�ફ જોઈ<��. તે�, 9 મા��થે% આપણે	
<�ધ% <કું%એ કું	 તે	 એકું નવ� પ���<% 10 છે	. તે�, આપણે	 10 ઉમા	�%<�� પછે% આપણે	 કું�% <કું%એ, કું��ણે કું	 10 ન	 કું�વ�ન�� કું�ઈ
નથે%. તે	થે%, અમા	 પ�છે� જાઓ અન	 9 પ્રોડિJયુ� કું��; 9 મા�� બી��વ�ન% કું�ઈ નવ% વ�તે નથે%, કું��ણે કું	 9 અમા	 બી%જા પ��<%ઓ
6 અન	 8 પહ	��થે% જો થેઈ ગોયુ� છે	, તેમા	 8 ન% પ�છેળ પ�છે� જાઓ છે�, 8 ન% પ�	 કુંહ	વ�� વધ� કું�ઈ નથે%, 6 થે% 6 પ�છે�
જો<	, 6 કુંહ	વ�� વધ� કું�ઈ નથે% 5, 5 મા�� કુંઇંકું કુંહ	વ�� વધ� નથે%, 4 થે% પ�છે� જો<	, હવ	 જ્યુ��	 આપણે	 આ �પ8ણે) મા�લિપ્તે <રૂ
કું�%<�� ત્યુ��	 તેમાન	 4 થે% 5 માળ<	. તે�, હવ	 આપણે	 જો�ઈએ છે%એ કું	 4 થે% 6 પહ	��થે% થેઈ ગોયુ�� છે	, તે	 2 થે% 6 ન% બી��બી�
છે	. 4 થે% 8 પહ	��થે% થેઈ ગોયુ�� છે	. તે	થે%, આ બી%જો� �  કું�ઈ આપણે	 4 થે% કું�% <કુંતે� નથે% અન	 તે	થે% આ મા�લિપ્તે થેઈ ગોઈ છે	.
("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ) ��: 05:00)
તે	થે%, આપણે	 "!	કું(stack)થે% "પષ્ટપણે	 જો	  કુંયુ�N તે	 વધ� ચેપળતે�પ8વ)કું કું�% <કું�યુ છે	, અમા	 ફક્તે પ�ન��વતે)ન કુંયુ�N. તે	થે%, જ્યુ��	
પણે આપણે	 નવ% વ!Uક્ જો	ન%  મા���કું�તે �ઇએ છે%એ,  ત્યુ��	  આપણે	  જો	એફન� �%એફએ(DFS)ન	  વતે)મા�ન કું�%ન�
"થેલિગોતે �%એફએ(DFS)ન	 બી���વ%એ છે%એ.  તે	થે%,  અમા	 આ "!	કું(stack)ન	 "પષ્ટ �%તે	 જાળવ% ��ખ્યુ� નથે% જો	  અમા	
લિમ્યુ��	! કું�% �હ્યા� છે%એ, કું��ણે કું	 તે	 પ�ન��વર્તિતેતે ફ�ક્<ન કુંWલ્ દ્વ��� લિનલિXચેતે રૂપ	 જાળવ% ��ખા<	.
("��ઇ�માયુન� �દર્ભ) ��: 05:27)
તે	થે%, અમા�મા�� મા8કુંવ� મા�!	 �%એફએ(DFS) એ ખા8બી જો �ળ અલ્ગો�ડિ�ધમાન� છે	. તે	થે%, <રૂઆતેમા�� આપણે	 કુંહ્યા�� કું	 પ્રોત્યુ	કું
લિ<ષ)કુંન% મા���કું�તે �	વ� મા�!	 0 છે	, અન	 યુ�દ ��ખા� કું	 આપણે	 �%એફએ(DFS) ન% પહ�ળ�ઈ પહ	�% <�ધમા�� છે%એ જ્યુ��
આપણે	 ક્યુ��થે% આવ્યુ� તે	 ટ્રૅZકું ��ખાવ� મા��ગો%એ છે%એ,  તે	થે% આપણે	 કુંહ%<�� કું	 બીધ�� ત્યુ�� અચે�ક્કું છે	.  હવ	 આપણે	 આ��ર્ભ
કું�%એ  છે%એ  કું	  આપણે	  <રૂઆતેન�  વ�ક્યુન�  �%એફએ(DFS)  ન	  કુંW�  કું�%એ  છે%એ.  તે	થે%,  જ્યુ��	  આપણે	
�%એફએ(DFS)ન	 <�કું�ચે8�કું�મા��થે% બી���વ%એ છે%એ, ત્યુ��	 અમા	 તે	ન	 લિચેલિLનતે કુંયુ�N છે	  તે	 મા�કું) કું�%એ છે%એ. તે	થે%, અમા	 તે	ન	
લિચેલિLનતે કું�વ� મા�!	 આ પ્રોથેમા વ"તે�ન% મા���કું�તે �ઈએ છે%એ. અન	 હવ	 દ�	કું અન્યુ લિ<�ચ્છે	દ મા�!	 કું	 જો	  તે	 �મા�ન્યુ લિવચે��
�થે	 જો���યુ	� છે	, આપણે	 તેપ� કું�%એ છે%એ કું	 જો	 વ�ક્યુ આપણે	 પહ	�	થે% જો મા���કું�તે �%ધ% છે	 કું	 નહC; જો� તે	 મા���કું�તે
�	તે% નથે%, તે� આપણે	 તે	ન% મા���કું�તે �	વ� મા��ગો%એ છે%એ. તે	થે%, આપણે	 કું	વ% �%તે	 મા���કું�તે �ઈ<��, અમા	 તે	ન� મા�તે�લિપતે�ન	
લિચેલિLનતે કું�%<��. અન	 પછે% અમા	 આ �%એફએ(DFS) ન	 "થેલિગોતે કું�%એ છે%એ અન	 તે	 �%એફએ(DFS) ન	 કુંW� કું�%એ
છે%એ.  તે	થે%,  આ આપણે	 "!	કું(stack)  �થે	 "પષ્ટપણે	 કું�% �હ્યા� છે%એ,  પ��તે�  તે	  પ�ન��વતે)ન કું�વ��  વધ� �ળ છે	.  તે	થે%,
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�%એફએ(DFS) એ ખા8બી,  ખા8બી જો �ળ પ�ન��વર્તિતેતે એલ્ગો�ડિ�ધમા છે	,  હ� � દ�	કું અનપ	લિ[તે પ���<%ન	 જો�એ છે	  અન	 તે	
પ�ન��વર્તિતેતે �%તે	 દ�	કું અનપ	લિ[તે પ�  �%એફએ(DFS) છે	
("��ઇ�માયુન� �દર્ભ) ��: 06:30)
તે�,  ઊં��ણેન% પ્રોથેમા જોડિ!�તે� <��  છે	?  �રુ,  દ�	કું લિ<�ચ્છે	દ બી��બી� એકુંવ�� લિચેલિLનતે અન	 <�ધવ�મા�� આવ	 છે	 .  તે	થે%,
આપણે	 જો	 ન�� �%એફએ(DFS) કું�%એ છે%એ, એકુંવ�� દ�	કું જો	  મા�!	. તે	થે%, આ ઓ�)� n છે	
((માયુન��દર્ભ): 06:42)),
વ�"તેવમા�� બી��બી� n કું�લ્ છે	  જો� બીધ�� ળ�ગો પહ]ચે	 છે	.  હવ	 જ્યુ��	 આપણે	 j  ન% �%એફએ(DFS)ન	 ચે�ક્કું j  મા�!	
બી���વ%એ છે%એ,  ત્યુ��	  આપણે	  j  ન�  બીધ�  પ���<%ઓન%  તેપ� કું�વ�ન%  જોરૂ�  છે	 .  આપણે	  જો�યુ��  કું	  જો�  આપણે	
અ�જાન% (adjacency) મા	ડિટ્રૅક્ ધ��વતે� હ�ઈએ; તે	ન� અથે) છે	  કું	, આપણે	 પ�લિક્તે j તે�ફ જો�વ�� જો�ઈએ, અન	 આપણેન	
આ પ�લિક્તેમા�� દ�	કું એન્ટ્રૅ% જો�વ�ન% જોરૂ� છે	. તે	થે%, આ Jમામા�� એન માયુ �	 છે	. તે	થે%, અમા��% પ�	 ઓ�)� n કું�લ્ છે	 અન	
દ�	કું કુંW� ઓ�)� n વખાતે �	 છે	. તે�, આપણે% પ�	 ઓ�)� n ચે�� માયુ છે	. બી%જી તે�ફ, જો� તેમા	 ઉપયુ�ગો કું�� છે� અન	
અ�જાન% (adjacency)ન	 8લિચે છે�,  તે� જ્યુ��	 આપણે	  j  ન� પ���<%ઓ તે�ફ નજો� કું�%એ છે%એ,  ત્યુ��	 અમા��	 ફક્તે
જો���યુ	�� ચે�ક્કું લિ<��બિંબીદ�ઓ પ� જો જો�વ�� જો�ઈએ અન	 આપણે	 પહ	�� કુંહ્યા�� છે	  કું	 જો� આપણે	 દ�	કું ધ��ન% ગોણેતે�%
કું�%<�� તે� બી	 વ��; એકું વ�� હ� �  j થે% અન	 એકુંવ�� j થે% i થે%. તે	થે%, કું�લ્ન% કું�� �ખ્યુ�, પ��<%ઓન	 "કું	ન કું�વ� મા�!	ન�
પગો���ઓન% કું�� �ખ્યુ� અમા	 ધ��ન% �ખ્યુ�ન� Jમા બીન%<��. તે	થે%, એકું�દ� માયુ �	ખા%યુ એમા પ્� n હ<	 જો	મા કું	 �	પ્થે ફ"!)
ચે) (Depth first search). તે	થે%, જો� આપણે	 અ�જાન% (adjacency)ન	 8લિચેન� ઉપયુ�ગો કું�%એ તે� ઇનપ�!ન� કુંદમા��
પ્રોથેમા ઊં��ઈ બી�ન	 <�ધ અન	 �	પ્થે ફ"!) ચે) (Depth first search) �	ખા%યુ છે	.
("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ) ��: 07:45)
તે	થે%, ઊં��ણેમા�� પ્રોથેમા <�ધ અન	 �	પ્થે ફ"!) ચે) (Depth first search) વચ્ચે	ન� એકું મા�!� તેફ�વતે તે	 છે	 કું	 જો	  પ�થે પ્રોથેમા
<�ધ <�ધમા�� પહ�ળ�યુ	�� હ�યુ તે	 !8�કું� �"તે�ઓ નથે%.  તે�,  જો� આપણે% પ�	 એકું લિ^કું�ણે હ�યુ તે	 પહ	��� આપણે	 ગ્રા�ફ
જો�ઈ<�� તે� આપણે% પ�	 1, 2 અન	 3 હ<	; પછે% 1, 2, 3 ન� પ�થેન	 <�ધવ� મા�!	 કુંઈ ઊં��ણે પ્રોથેમા <�ધ કું�<	 જો	  2 થે%
પ�� થે�યુ છે	, જો� આપણે	 આ ન�ન� પ���<% �ઈએ તે� તે	 અન્વ	ષણે કું�વ�ન� માયુ છે	 . તે	થે%, જ્યુ��	 ખા�	ખા� 1 ર્ભ�ગોમા��
આવ	 છે	, ત્યુ��	 માન	 તે	 માળ<	 3 પહ	��થે% જો મા���કું�તે �	 છે	
((માયુન��દર્ભ): 08.14))
તે	થે%, એવ�� ��ગો	 છે	 કું	 ઊં��ણેમા�� પહ	�% <�ધ કું�ઈકું ઉપયુ�ગો% ન હ�ઈ <કું	, પ��તે� વ�"તેવમા�� આ <�ધખા�ળન� �"તે� આપણેન	
ઘણે% બીધ% મા�લિહતે% આપ	 છે	. તે	થે% ગ્રા�ફ લિવ<	 ઘણે% ઉપયુ�ગો% ��[લિણેકુંતે�ઓ વ�"તેવમા�� �	કું��`ગો કું�% <કું�યુ છે	 જો	મા�� ઓ�)�
�	કું��) કું�%ન	 �%એફએ(DFS) છે	 જો	  લિ<��બિંબીદ� છે	. તે	થે%, આ મા�!	 આપણે	 �%એફએ(DFS) દ�%� કું�%એ છે%એ, આપણે	
કું�ઈકું ન�બીરિં�ગો કુંહ%એ છે%એ.  તે	થે%,  અમા	 એકું કું�ઉન્!� જાળવ% ��ખા%એ છે%એ જો	  દ� વખાતે	 જ્યુ��	 આપણે	 કું��કું�� દ�ખા�
કું�%એ છે%એ ત્યુ��	 �%એફએ(DFS) પ્રો���ર્ભ થે�યુ છે	 અન	 જ્યુ��	 તે	 કું8દ<	. તે	થે%, આપણે	 દ�	કું વ!Aક્ �થે	 ગ્રા�ફ 2 મા8લ્યુ�મા��
જો���યુ	��  છે%એ;  જોયુ��	  માP  પહ	�%  વખાતે  જો	એફન�  �%એફએ(DFS)  કુંયુ�N  ત્યુ��	  કું�ઉન્!�ન��  મા8લ્યુ,  અન	  જો	એફન%
�%એફએ(DFS) ચે��વતે% વખાતે	 કું�ઉન્!�ન�� મા8લ્યુ.
("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ) ��: 09:00)
તે�, આ �%તે	 આપણે	 આપણે� એલ્ગો�ડિ�ધમામા�� આ કું�%<��. તે	થે%, અમા	 આ કું�ઉન્!�ન	 0 થે% પ્રો���ર્ભ કું�%ન	 પ્રો���ર્ભ કું�%એ છે%એ,
હવ	 જ્યુ��	 પણે હ� � �%એફએ(DFS) ન� ઉપયુ�ગો કુંરુ� છે� �,  ત્યુ��	 હ� � જો	  કુંરુ� છે� �  તે	 પ્રોથેમા વ"તે� એ છે	  કું	 હ� � કું�ઉન્!� વ	લ્યુ�
અ�ઇન કુંરુ� છે� �  જો	  કું�ઇકું 3 ન% �ખ્યુ�ન	 બી���વ	 છે	. તે	થે%, વ�"તેવમા�� માP <રૂ કું�	�� �%એફએ(DFS) પહ	��� કું�ઉન્!�ન%
�ખ્યુ� છે	,  અન	 પછે% હ� �  ગોણેતે�%મા�� વધ��� કુંરુ� છે� �.  તે	વ% જો �%તે	 જ્યુ��	 હ� �  બીહ�� ન%કુંળવ� જોઇ �હ્યા� છે� ,  હ� � પ�"!ન%
મા�ન �ખ્યુ� પ�"! કુંરુ� છે� �, અન	 ફ�%થે% હ� � ગોણેતે�%મા�� વધ��� કુંરુ� છે� � . તે	થે%, આ તે	 છે	 ... તે	થે%, વચ્ચે	ન� ઘણે�� બીધ� યુ�દગો��
કુંW�
(માયુન�ઉલ્�	ખા કું��: 09:33)).
તે	થે%, આ મા�દ્દો� એ જો નથે% �હ્યા� કું	 હ� � વધતે% જોતે% �ખ્યુ� �થે	 ગોણું� છે� �
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((માયુન��દર્ભ): 09:38))
વચ્ચે	 થેઈ �હ્યા�� છે	, અન	 તે	 આ Jમામા�� આ Jમામા�� છે	 કું	 જો	મા�� આ 2 ન�બી�� પ8વ) છે	 હ� � અન	 પ�"! કુંરુ� છે� � , જો� તેમા	 લિ<ષ)કું�મા��
છે� તે� હ� � ખા�	ખા� ઘણે% બીધ% મા�લિહતે% મા	ળવ% <કું�� છે� �.
("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ) ��: 09:48)
તે	થે%,  ચે��� આપણે	 આ ઉદ�હ�ણે જો�ઈએ જો	  આપણે	 પહ	�� કુંયુ�N હતે��.  તે	થે%,  આપણે	 પહ	�� 4 થે% <રુઆતે કું�%એ તે	વ��
લિવચે��%એ છે%એ. તે	થે%, આપણે	 કુંહ%<�� કું	 તે	ન� પ8વ) ન�બી� 0 છે	, કું��ણે કું	 ત્યુ�� <રૂ થે<	 અન	 પછે% આપણે	 વધ��� કું�%<�� અન	
પછે% આપણે	 1 મા�� જોઈ<��. તે�, જ્યુ��	 આપણે	 1 દ�ખા� કું�%એ, તે� �ખ્યુ� ગોણે�યુ 1 છે	. તે	થે%, તે	ન% પ8વ) �ખ્યુ� 1 છે	, અન	
પછે% આપણે	 2 પ� જોઈએ, તે	ન� પ8વ) ન�બી� 2 છે	; પછે% આપણે	 3 જોઈએ, તે	 પ8વ) �ખ્યુ� 3 છે	, અન	 પછે% તે�તે જો 3 જો�,
કું��ણે કું	 અમા��% પ�	 બીહ�� જોવ� મા�!	 કું�ઈ નવ� પ��<%ઓ નથે%.  તે	થે%,  તે	 પ�"! ન�બી� હવ	  4 છે	.  તે	થે%,  હ� � પહ	��ન%
�ખ્યુ� અન	 ન%ચે	 પ�"! ન�બી� પ� �ખા�� છે� �. જ્યુ��	 હ� � 2 થે% પ�છે� આવ�� છે� �  અન	 માન	 ��ગો	 છે	 કું	 આ કું�વ�ન�� બી%જો� �  કું�ઈ નથે%,
તે� તે	 બી	મા��થે% ન%કુંળ% જાયુ છે	. તે	થે%, તે	ન�� પ�"! ન�બી� 5 થે�યુ. તે�, ધ્યુ�ન ��ખા� કું	 અહC, હ� � પગો���  2 પ� દ�ખા� છે� �  અન	
��બી% બી�જો�  5 ન% વચ્ચે	 માP 3 અન	 4 ક્યુ��કું કુંયુ�N છે	. તે	વ% જો �%તે	 હ� � 1 થે% પ�છે� આવ%<, અન	 હ� �
((માયુન��દર્ભ): 10:36))
તે	મા�� કુંહ	વ� મા�!	 નવ�� કું�ઈ નથે%. તે	થે%, હવ	 હ� � પગો��� 6 પ� 1 છે��%<, પછે% હ� � 4 મા�� પ�છે� આવ%<, પણે હ� � 4 થે% મા�પ્તે
થેતે� નથે%, કું��ણે કું	 હ� � 5 કું�% <કું�� છે� �. તે	થે%, હ� � પગો��� 7 પ� 5 દ�ખા� કુંરુ� છે� �, 5 થે% હ� � 6 મા�� પગો��� 6 તે�%કું	 દ�ખા� કુંરુ� છે� �, 6
થે% હ� � પગો��� 9 પ� 7 દ�ખા� કુંરુ� છે� �, હવ	 7 થે% હ� � બી%જા ક્યુ��યુ જોઈ <કુંતે� નથે%, તે	થે% હ� � 7 ન% કું8દકું� �ઉં છે� �  અન	 હ� � 6 મા�
પ�છે� � આવ	 છે	, જ્યુ��	 6 થે% હ� � આગોળ જો�ઉં છે� � અન	 માન	 8 માળ	 છે	. તે	થે%, 8 દ�ખા� કું��. તે	થે%, હ� � હતે� તે	 માયુ	 10. તે	થે%,
હવ	 હ� �  8 થે% 8 પગોલિથેયુ�� દ�ખા� કુંરુ� છે� �, 8 થે% હ� �  12 મા� Jમા��કુંમા�� 9 દ�ખા� કુંરુ� છે� �, 9 થે% 9 મા� Jમા��કું 13 મા�� પગો��� 10
દ�ખા� કુંરુ� છે� �, જ્યુ��	 હ� � 10 મા� Jમા��કું કુંરુ� છે� �  અન	 હ� � 9 થે% 9 છે��% દઉં છે� �, તે� હ� � 8 થે% 16 છે��% દઉં છે� �, 7 7 , હ� � 18 થે%
5 છે��% દઈ<, અન	 હ� �  4 ન% વયુ	 પ�છે� આવ%< અન	 અ�તે	 હ� � મા�પ્તે થેઈ<, આર્ભ��. તે	થે%, મા��% પ�	 દ�	કું �થે	, દ�	કું
ન�� હવ	 3 મા8લ્યુ�ન�� આ 2 મા8લ્યુ� અન	 4 પગો��� છે	. તે	થે%, હ� � પ8વ) અન	 પ�"! વ	લ્યુ8 કું�%, આ પ8વ) અન	 પ�"! મા8લ્યુ ખા8બી
માદદરૂપ થેઈ <કું	 છે	.
("��ઇ�માયુન� �દર્ભ) ��: 11:46)
તે	થે%, ગ્રા�ફ્ ચેJ છે	 કું	 નહC તે	 લિવચે��%ન	 આપણે	 <�ધ% <કું%એ છે%એ. તે	થે%, આ એકું ચેJ છે	. તે	થે%, ગ્રા�ફમા�� આ જો	વ�� �8પ છે	
કું	  નહC તે	 આપણે	 <�ધ% <કું%એ છે%એ કું	 જો�વ� મા�!	 જોવ��  છે	  કું	  નહC.  તે	થે%,  આ લિવલિ<ષ્ટ અ[��< છે	,  કું��ણે કું	 જો� હ� �
ગ્રા�ફમા��થે% આ 4 ન	 દ8� કુંરુ� છે� �, તે	 ગ્રા�ફમા�� જો	  પહ	�� બીધ�� જો���યુ	��� છે	 તે	 બીધ�� �ધ% પહ]ચેવ� મા�!	 હવ	 જો���યુ	��� નથે%. તે	થે%,
હવ	 1 2 3 થે% આમા�� મા	ળવવ� મા�!	 આન� કું�ઈ �"તે� નથે%
((માયુન��દર્ભ): 12:06)).
તે	થે%, તે	ઓ આવ� કું! લિ<ષ)કું� છે	. તે	થે%, આ લિવલિવધ વ"તે�ઓ છે	 જો	ન� ઉપયુ�ગો આ �%એફએ(DFS) ન�બી��ન% માદદથે% કું�%
<કું�યુ  છે	,  આપણે	  આમા��ન�  કું	!��કું  પછે%ન�  વ્યુ�ખ્યુ�નમા��  ગોણેતે�%ઓમા��થે%  જો�<��,  પ��તે�  આ  �%એફએ(DFS)  ન	
વ�"તેવમા�� વધ� ઉપયુ�ગો% �<�ધન વ્યુ8હ�ચેન� બીન�વ	 છે	, બી%એફએ (BFS)પ� આપણેન	 !8�કું� પ�થે આપ	 છે	, પ��તે� બી%જી
બી�જો� , �%એફએ(DFS) મા�લિહતે%ન% �પલિg તે�%કું	 આપ	 છે	 જો	 આ પ�ન��વતે)ન
((�દર્ભ)આપ�: 12:31)
મા�� ગો�પ્તે �%તે	 છે� પ�વ	�% છે	)
�<�ધન જો	  ગ્રા�ફન� લિવલિવધ મા�ળખા�કું%યુ ગો�ણેધમાhન	 વધ� અથેવ� ઓછે� મા�ક્તે કું�વ� મા�!	 લિવ"ફ�! કું�<	. �%એફએ(DFS)
કું�% �હ્યા� છે%એ, આપણે	 તે	ન� લિવ<	 ઘણે% બીધ% �પ્રોદ વ"તે�ઓ <�ધ% <કું%એ છે%એ.
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ડિ�ઝા�ઇન અન	 એન�લિ�લિ ઓફ એલ્ગો�ડિ�ધમ્ (Design and Analysis of Algorithms)
પ્રો�ફ	� મા�ધવન મા�કું��દ (Prof. Madhavan Mukund)

ચે	ન્નઈ મા	થે	મા	ડિ!કું� ઇલિન્"!ટ્યુ�! (Chennai Mathematical Institute)
વ%કું -03 

મા&ડ્યુ(� - 05 
�	ક્ચે� - 22

બી%એફએ (BFS) અન	 �%એફએ (DFS) ન% એલિ+�કું	શન�

અમા	 બ્રે	�થે ફ"!. ચે. (Breadth First Search) અન	 �	+થે ફ"!. ચે. (Depth first search) ન� ઉપયુ�ગો કું	વ% �%તે	 કું�વ�
તે	 જો�યુ�� છે	, સ્રો�તેથે% �ઈન	 એકું તે�ફન� મા�ગો. છે	  કું	 નહીં6 તે	 શ�ધવ�ન% પ્રોથેમા શ�ધ. �ક્ષ્યુ વ!8ક્. પ��તે� આ બી	 કું�યુ.વ�હીં%મા��
એકું વધ� ઘણું� કું�% શકું	 છે	.
("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ. ��: 00:10)
તે	થે%, યુ�દ ��ખો� કું	 ગ્રા�ફ એ લિશ��બિંબીદ�ન� મા(હીં છે	 અન	 ડિકુંન���ન� મા(હીં છે	 જો	  લિશ��બિંબીદ�ઓ વચ્ચે	 જો���ણ ધ��વ	 છે	 , અન	
આ કુંદ�ચે લિનદ8લિશતે અથેવ� લિનદ8લિશતે હીં�ઈ શકું	 છે	.
("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ. ��: 00:20)
હીંવ	, જ્યુ��	 આપણ	 પહીં�ળા�ઈ પ્રોથેમા શ�ધ કું�%એ છે%એ, ત્યુ��	 આપણ	 એકું લિશખો�થે% શરૂ થેતે� �	વ� એક્"+���	શન્ન�� "તે�
કું�%એ છે%એ, જ્યુ��	 આપણ	 નવ% કું!8ક્ પ� દ� વખોતે	 ઊં��ણપ(વ.કું પ્રોથેમા શ�ધ કું�%એ છે%એ, ત્યુ��	 અમા	 �શ�ધનન	 લિ"વચે
કું�%એ છે%એ તે	 લિશ�ચ્છે	દ અન	 જ્યુ��	 પણ આપણ	 કું�ઈ અ�લિતેમા અ�તે �ધ% પહીંGચે%એ છે%એ ત્યુ��	 અમા	 બીHકુંઅપ �ઈએ
છે%એ. અન	 ઊં��ણન% ��ક્ષલિણકુંતે�ઓમા��ન% એકું પહીં	�% શ�ધ કું�	 છે	 કું	 અમા	 આ ક્રલિમાકું પ્રોડિક્રયુ�મા�� બીહીં�� ન%કુંળા� લિશ����બીમા��
દ�ખો� થેતે� ક્રમાન	 ટ્રૅHકું ��ખો% શકું%એ છે%એ. તે	થે%, ચે��� હીંવ	 જો�ઈએ કું	 ન%ચે	ન�� ગ્રા�ફન� આ મા�ળાખો� લિવશ	 વધ� જાણવ� મા�!	
આપણ	 કું	વ% �%તે	 બી%એફએ (BFS) અન	 �%એફએ (DFS) ન� ઉપયુ�ગો કું�% શકું%એ.
("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ. ��: 00:48)
તે	થે%, ડિદશ�લિવહીં%ન ગ્રા�ફન� એકું મા(ળાર્ભ(તે ગો�ણધમા. વણજો&��યુ	� છે	  કું	 કું	મા, શ�� આપણ	 દ�	કું લિશર્ષ.કુંમા��થે% દ�	કું બી%જા ર્ભ�ગોમા��
જોઈ શકું%એ છે%એ.  તે	થે%,  તેમા	 આ બી	 લિચેત્રો�મા�� જો�ઈ શકું� છે� કું	 ��બી% બી�જો�ન� ગ્રા�ફ જો���યુ	� છે	,  કું��ણ કું	 તેમા	 પ્રોત્યુ	કું
લિશ�ચ્છે	દમા��થે% દ�	કું બી%જા ર્ભ�ગોમા�� જોઈ શકું� છે�. બી%જી તે�ફ, જોમાણ	 બી�જો�  પ� કું	!��કું લિશ��બિંબીદ�ઓ અન્યુ લિશ��બિંબીદ�ઓથે%
પહીંGચે% શકુંતે� નથે%. ઉદ�હીં�ણ તે�%કું	, કું�ઈ 2 થે% 7 અથેવ� 6 થે% બી%જા ક્યુ��યુ જોઈ શકુંતે�� નથે%. હીંવ	, જ્યુ��	 આપણ% પ�	
અણધ�યુ�. ગ્રા�ફ છે	  જો	  વણજો&��યુ	� થેઈ ગોયુ�� છે	, ત્યુ��	 આપણ	 જો���યુ	�� ઘ!કું� શ�� છે	  તે	 શ�ધવ� મા�!	 પણ � ધ��વ� છે�
.... તે	થે%, આપણ	 તે	 લિશ��બિંબીદ�ઓન	 એકુંલિત્રોતે કું�વ� મા�!	 જો( થે બીન�વવ�� છે	  જો	  એકુંબી%જા �થે	 એકું એકુંમામા�� જો���યુ	�� છે	
અન	 શ�ધ% કું�ઢે	 છે	. આમા��ન� કુંયુ� એકુંમા� છે	 અન	 તે	મા�� કું	!�% એકુંમા� છે	, જો	મા�� લિશ����બી એકું જો યુ�લિન!ન� છે	.
("��ઇ�માયુન� �દર્ભ. ��: 01:32)
તે	થે%, પ્રોથેમા �ક્ષ્યુ પ� જો���યુ	� ઘ!કું�ન	 ઓળાખોવ� મા�!	 બી%એફએ (BFS) અથેવ� �%એફએ (DFS) ન� ઉપયુ�ગો કું�વ�
છે	. તે	થે%, આ કું�વ�� ખો(બી �ળા છે	 જો	  ન�� �	બી� 1 અથેવ� કું�ઈપણ અન્યુ ન��થે% પ્રો���ર્ભ થે�યુ છે	 . હીંવ	, અમા	 આ ન��મા��થે%
બી%એફએ(BFS)  અથેવ� �%એફએ(DFS)  ચે��વ%એ છે%એ અન	 આ પ્રોડિક્રયુ�મા�� આપણ	 મા���કું�તે �%ધ	� �ખ્યુ�બી�ધ
ન�ડ્ન	 લિચેલિRનતે કું�%શ��,  જો� આ બિંબીદ�એ કું�ઈ લિશ����બી હીં�યુ તે� પ્રોથેમા ન��થે% શરૂ થેતે� બી%એફએ  (BFS)  અથેવ�
�%એફએ (DFS) દ્વ��� મા���કું�તે �	વ�મા�� આવતે% નથે%, તે	ન� અથે. એ કું	 તે	ઓ તે	 જો કુંન	ક્! થેયુ	�� ઘ!કુંથે% �બી�લિધતે નથે%.
તે	થે%,  બીતે�વવ�ન�� �ળા છે	  કું	 જો	  લિચેલિRનતે થેયુ	� લિચેRન છે	  તે	 જો���યુ	� ઘ!કુંન% બી��બી� છે	 .  તે	થે%, જો���યુ	� ઘ!કું,  જો	મા��
શરૂઆતેન� ન�� છે	, તે	થે% હીંવ	 આપણ	 પ�છે� જોઈએ છે%એ અન	 અમા	 (લિચેમા�� પ્રોથેમા ન��ન	 જો�ઈએ છે%એ જો	 લિચેલિRનતે થેયુ��
નથે% અન	 તે	 ન��મા��થે% બી%એફએ (BFS) અથેવ� �%એફએ (DFS) ન	 ખો(બી પ્રો���ર્ભ કું�	 છે	.  તે	થે%,  આપણ	 એકું નવ�
જો���યુ	� ઘ!કું મા	ળાવ%શ��, જો	મા�� તે	 લિશ��બિંબીદ�ઓ હીંશ	 જો	  પ્રોથેમા ન��મા��થે% પહીંGચે% શકું�યુ તે	વ�� છે	 જો	  લિચેલિRનતે અન	 જો���યુ	�
છે	. હીંવ	, ત્યુ�� ન�ડ્ છે	 જો	  અવ��કુંલિનતે છે	 , અમા	 તે	મા��ન� એકુંમા��થે% ફ�%થે% પ્રો���ર્ભ કું�%એ છે%એ અન	 આગોળા વધ%એ છે%એ.

86



તે	થે%, આપણ	 હીંવ	 શ�� કું�% શકું%એ તે	 છે	 , આપણ	 દ�	કું �%એફએ (DFS) ન	 અ�ગો ન�બી�� �થે	 �	બી� કું�% શકું%એ છે%એ,
તે	થે% અ�તે	 આપણ	 દ�	કું ર્ભ�ગો �થે	 �કુંળા�યુ	�% હીં�ઈ શકું%એ છે%એ, તે	 ઘ!કુંન% �ખ્યુ� જો	ન	 આપણ	 શ�ધ્યુ�� છે	.
("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ. ��: 02:51)
તે	થે%,  ચે��� આપણ	 આન� એકું ઉદ�હીં�ણ જો�ઈએ,  તે	થે% ધ��� કું	 આપણ% પ�	 આ ગ્રા�ફ છે	,  ઉદ�હીં�ણ તે�%કું	 ઉદ�હીં�ણ
તે�%કું	, આપણ% બી%એફએ (BFS) મા�� અલિતેડિ�ક્તે વ	�%એબી� અથેવ� ઘ!કું�ન% �ખ્યુ� કું�વ� મા�!	 �%એફએ (DFS) કું��
કું�મ્+યુ�!થે% શરૂ થે�યુ છે	. તે	થે%, અમા	 શરૂઆતેમા�� કું�મ્+યુ�! 1 કુંહ્યું�� અન	 કુંદ�ચે આપણ	 �%એફએ અથેવ� બી%એફએ ન� ન��
1 થે% શરૂ કું�%એ. તે	થે%, આ પ્રોડિક્રયુ�મા�� આપણ	 1, 2, 5, 9 અન	 10 ન% મા���કું�તે �ઈશ�� અન	 આ બીધ� મા�!	 આપણ	 જો	  જો	
મા�ન ર્ભ�ગોન�� ઘ!કું કુંહીં%શ��  .  હીંવ	,  આ બિંબીદ�એ આપણ	 માજીશ�� કું	 બીધ� ન�ડ્ન% મા���કું�તે �	વ�મા�� આવ% છે	 ,  ફક્તે 12
ન�ડ્મા��થે% મા�ત્રો 5 જો મા���કું�તે �	વ�મા�� આવ% છે	. તે	થે%, આપણ	 ન�ન�� ન�� પ� જોઈએ જો	  3 ન% મા���કું�તે �	તે% નથે% અન	
ફ�%થે% શરૂ થે�યુ છે	, પ��તે� આપણ	 ફ�%થે% શરૂ કું�%એ તે	 પહીં	��� આપણ	 2 ન% ગોણતે�% કું�%એ છે%એ. હીંવ	, આપણ	 બી%એફએ
અથેવ� �%એફએ શરૂ કું�% શકું%એ ન�� 3 અન	 આપણ	 જો	  પણ પહીંGચે% શકું%એ તે	 બીધ��ન% મા���કું�તે �ઈએ,  અન	 આમા��
પ્રોડિક્રયુ� અમા	 ઓળાખો%શ�� કું	 આ 6  ન�ડ્ ઘ!કું  2  મા�� છે	,  આ માયુ	 ન��  6  હીંજો�  પણ લિચેલિRનતે થેયુ	� નથે%.  તે	થે%,  અમા	
બી%.એફ.એ.  અથેવ� �%એફએન� ત્રો%જા ��ઉન્�ન	 ફ�% શરૂ કું�%એ છે%એ જો	મા��  કું�મ્પ  3  જોણ�વ	  છે	  જો	  ત્રો%જા ઘ!કુંન	
ઓળાખો	 છે	.  હીંવ	,  ત્યુ��  વધ�  અવ��કુંન ન�ડ્ નથે%,  તે	થે%  અમા	  બી%એફએ  (BFS)  અન	  �%એફએ  (DFS)  ન� આ
પ�ન��વર્તિતેતે એલિ+�કું	શનન� પડિ�ણ�મા રૂપ	 બી�ધ કું�% શકું%એ છે%એ અન	 ત્યુ��થે%, અમા	 તેમા�મા ઘ!કું� ઓળાખો% કું�ઢ્યુ� છે	  અન	
તે	માન	 ક્�"!� કું�% છે	. તે	થે%, તે	 બીધ� ઘ!કું� મા�ન ઘ!કુંમા�� અથેવ� મા�ન ઘ!કું ન�બી� �થે	 �કુંળા�યુ	�� છે	.
("��ઇ�માયુન� �દર્ભ. ��: 04:11)
અન	 ગ્રા�ફન% અન્યુ �પ્રોદ મા�ળાખો�કું%યુ લિમા�કુંતે તે	 ચેક્ર ધ��વ	 છે	 કું	 નહીં6 તે	 છે	 . તે	થે%, એકું લિવશ્�	ર્ષકું ગ્રા�ફ એ એકું ��બી�� ગ્રા�ફ
છે	, જો	મા�� તેમા	 કું�ઈપણ ન�� પ� પ્રો���ર્ભ કું�% શકુંતે� નથે% અન	 ડિકુંન��%ઓન�� અન�ક્રમાલિણકું� અન��% શકું� છે� અન	 ન�� પ�
પ�છે� આવ% શકું� છે� અન	
(જોમાણ%બી�જો� : 04:29))
ચેક્ર �થે	 ગ્રા�ફ. તે	થે%, ઉદ�હીં�ણ તે�%કું	, 5, 9 અન	 10 ચેક્ર "વરૂપ� છે	, ત્યુ�� બી%જા ચેક્ર પણ છે	, ઉદ�હીં�ણ તે�%કું	, ઘણ� ચેક્ર છે	,
3, 4, 7, 8 ન�� એકું �પ(ણ. ચેક્ર છે	, જો	મા�� એકુંમા�મા�� 3 �થે	 ન�ન� ચેક્ર પણ છે	, 4, 8 અન	 3, 7, 8 અન	 7, 8, 11 એ એકું
ચેક્ર પણ છે	.
("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ. ��: 04:46)
તે	થે%, આપણ	 જ્યુ��	 બી%એફએ ચે��વતે� હીં�ઈએ ત્યુ��	 આપણ	 તે	 કું�% શકું%એ છે%એ તે	 એકું એજો છે	  જો	ન� ઉપયુ�ગો એ
વતે�.ળા�ન� ટ્રૅHકું ��ખોવ� છે	 જો	  વ�"તેવમા�� મા���કું�તે �%ધ	� લિશ����બી�ન	 લિચેલિRનતે કું�વ� મા�!	 વપ��યુ છે	 . હીંવ	, જો� તેમા	 ��ઇ
પ� એકું જો	વ� લિવશ્�	ર્ષણ�ત્માકું ગ્રા�ફ છે�, તે� તેમા	 ચેકું�% શકું� છે� કું	 ગ્રા�ફમા��ન� દ�	કું ન��ન� વ�"તેવમા�� બી%એફએ (BFS)
શ�ધન� ર્ભ�ગો રૂપ	 ઉપયુ�ગો કું�વ�મા�� આવશ	. બી%જી બી�જો� , જો� તેમા	 ગ્રા�ફ પ� બી%એફએ ચે��વ� છે� જો	  ચેક્ર ધ��વ	 છે	, તે�
તેમા	 જો�શ� કું	 કું	!��કું ધ��ન� ઉપયુ�ગો કું�વ�મા�� આવતે� નથે%, કું��ણ કું	 જ્યુ��	 તેમા	 તે	 ડિકુંન��%ઓન�� અન્વ	ર્ષણ કું�વ�ન� પ્રોયુ�
કું�� છે�, ત્યુ��	 તેમાન	 ��ગો	 છે	  કું	 �ક્ષ્યુ વ!8ક્ પહીં	��થે% જો મા���કું�તે �%ધ	� છે	. દ�ખો�� તે�%કું	, 10 થે% પ��શ%મા�� પહીં	��થે%
10 ન% મા���કું�તે �%ધ% છે	 જ્યુ��	 અમા	 9 અન્વ	ર્ષણ કું�વ�ન�� શરૂ કું�%એ છે%એ ત્યુ��	 અમા	 ધ�� 9, 10 ન� ઉપયુ�ગો કું�તે� નથે%.
તે	વ% જો �%તે	, અમા	 એજો 4, 8 ન� ઉપયુ�ગો કું�તે� નથે%, કું��ણ કું	 તે	 પહીં	��થે% પ��શ%ઓન� મા(હીં તે�%કું	 મા���કું�તે �	વ�યુ છે	
3 ન�,  યુ�દ ��ખો�,  પહીં�ળા�ઈન% પ્રોથેમા શ�ધમા�� આપણ	  3 ન% શ�ધ કું�%એ છે%એ તે	 બીધ� એકું પગો��� પ��શ%ઓ છે	.  તે	થે%,
આપણ	 %ધ% 4, 8 અન	 7 ન% મા���કું�તે �%ધ% શક્યુ� નથે%, તે	થે% જ્યુ��	 આપણ	 4 �ધ% આવ%એ છે%એ ત્યુ��	 આપણ	 એજો
4, 8  ન� ઉપયુ�ગો કું�વ�ન% જોરૂ� નથે%,  જ્યુ��	 આપણ	  7 પ� આવ%એ છે%એ ત્યુ��	 અમાન	  7, 8  અન	 તે	થે% વધ� ઉપયુ�ગો
કું�વ�ન% જોરૂ� નથે%.  તે	થે%,  આ ડિકુંન��%ઓ છે	  જો	  છે��%  દ%ધ%  છે	 .  હીંવ	,  તે	  જો�વ�ન��  �ળા છે	  કું	  જો� તેમા��%  પ�	  n
લિશ����બીવ�ળા� ગ્રા�ફ છે	 અન	 તે	 જો���યુ	� છે	 અન	 તે	મા�� ચેક્ર નથે%, તે� તે	 બી��બી� n ઓછે� 1 ધ�� હીંશ	, આ પ્રોકું��ન� ગ્રા�ફન	
વYક્ષ કુંહીં	વ�યુ છે	. તે	થે%, વYક્ષ�ન% ઘણ% વ્યુ�ખ્યુ�ઓ છે	, પ��તે� વYક્ષ� મા(ળાર્ભ(તે �%તે	 જો���યુ	�� લિવશ્�	ર્ષણ�ત્માકું ગ્રા�ફ છે	 , જો���યુ	��
મા�ધ્યુમા� તેમા	 દ�	કું જોગ્યુ�એથે% દ�	કું જોગ્યુ�એ જોઈ શકું� છે�, લિવશ્�	ર્ષણ�ત્માકું અથે. એ છે	 કું	 ત્યુ�� કું�ઈ આ�!%ઓ નથે% અન	 n

87



લિશ����બી પ� કું�ઈપણ જો���યુ	� લિવશ્�	ર્ષણ�ત્માકું ગ્રા�ફ બી��બી� n ઓછે� 1 ધ�� હીંશ	  . તે	થે%,  કું�ઈપણ ગ્રા�ફમા�� જો� આપણ	
બી%એફએ  (BFS)  ન��  અન્વ	ર્ષણ કું�%એ છે%એ,  તે� જો	  બી�ફ્ વ�"તેવમા��  વ�પ�	  છે	  તે	  એકું વYક્ષ બીન�વશ	  અન	  આન	
બી%એફએ (BFS)  વYક્ષ કુંહીં	વ�મા�� આવશ	.  હીંવ	,  બી�કું%ન� ડિકુંન��%ઓ લિવશ	 શ��  થેશ	 તે	 આન	 વYક્ષ�ન� ડિકુંન��%ઓ કુંહીં	વ�મા��
આવશ	, જો	 તેમા	 ખો(બી જો �ળાતે�થે% તેપ� કું�% શકું� છે� તે	 છે	 કું	 કું�ઈપણ ન�ન ટ્રૅ% એજો એ ચેક્ર �ચેવ� મા�!	 પહીં	��થે% જો
વYક્ષન% ધ�� �થે	 જો���ઈ જોશ	. બી%જા શબ્દ�મા�� કુંહીં%એ તે�, જ્યુ��	 આપણ	 બી%એફએ ચે��વ%એ છે%એ ત્યુ��	 જો� આપણ	
શ�ધ% શકું%એ કું	 કું	!��કું લિશ����બી અથેવ� કું	!��કું ડિકુંન��%ઓ છે	  જો	ન� ઉપયુ�ગો ન થે�યુ છે	, અન્યુ શબ્દ�મા�� કું�ઈ પણ વYક્ષ�
નથે%, તે� આ ગ્રા�ફમા�� ચે�ક્કુંપણ	 એકું ચેક્ર હીંશ	. તે	થે%, એકું ચેક્ર હીં�વ�ન�� બી%એફએ કું�તે% વખોતે	 ન�ન ટ્રૅ% એજોન	 શ�ધવ�
મા�ન છે	,  તે� ન� ટ્રૅ% એજો ધ�� એ છે	  કું	 આપણ	 અલ્પલિવ��મા શ�ધ% શકું%શ�� અન	 હીં� � શ�ધ% શકું��  છે� �  કું	  j  એ પહીં	�	થે% જો
મા���કું�તે �	વ�યુ છે	. તે	થે%, અમા	 મા��% પ�	 નથે% જોતે�, હીં� � બી%એફએ (BFS) મા�� અલ્પલિવ��માન� ઉપયુ�ગો કું�તે� નથે%.
("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ. ��: 07:11)
તે	થે%, ચે��� આપણ	 એજો વ"તે� કું�%એ, પણ �%એફએ (DFS) અન	 ચે��� પ્રો% અન	 પ�"! ન�બી.ન% ગોણતે�% કું�%એ. તે�,
આપણ	 કું	!��કું પ્રો	લિક્! 	! મા	ળાવ%શ��, તે	થે% આપણ	 �%એફએન	 વ!8ક્ 1 પ� &!. કુંયુ�^ છે	  અન	 આપણ	 લિચેલિRનતે કું�%એ
છે%એ કું	 તે	 કું�ઉન્!� છે	,  તે	થે% આપણ	  0 વ�	 વ	�!	ક્ 0, વ!8ક્ 1 દ�ખો� કું�%એ,  તે� આ 0 ન% પહીં	�% �ખ્યુ� છે	.  પ્રોથેમા
પ���શ% 1 થે% 2 ન�� અન્વ	ર્ષણ કું��, તે	થે% તે	ન% પ�	 પહીં	��� ન�બી� 1 છે	, પ��તે� 2 ન	 વધ� ફળાતે�ઓ નથે%. તે	થે%, અમા	 2 થે%
બીહીં�� ન%કુંળા%એ છે%એ,  તે	થે% તે	ન% પ�	 પ�"! ન�બી� 2 છે	,  તે	થે% અમા	 દ� વખોતે	 દ�ખો� કું�%એ ત્યુ��	 યુ�દ ��ખો� કું	 અમા	
કું�ઉન્!�ન	 વધ��%એ છે%એ,  દ� વખોતે	 જ્યુ��	 આપણ	 બીહીં�� ન%કુંળા%એ છે%એ ત્યુ��	 અમા	 કું�ઉન્!�ન	 વધ��%એ છે%એ.  તે�,
આપણ	 એકું ઇન્ક્ર%મા	ન્! એલિક્ઝા! વ!8ક્ 2 દ�ખો� કું�%એ છે%એ એકું પગોલિથેયુ�� પ� પ�છે� આવ	 છે	 અન	 તે	 અન્વ	ર્ષણ કું�	 છે	 તે	
આગો�મા% પ���શ% છે	 જો	  5 છે	 જો	  આપણ	 માયુ 3 પ� દ�ખો� કું�%એ છે%એ, પછે% આપણ	 4 વ�	 વ	�!	ક્ 9 ખો	�%એ છે%એ
ત્યુ��બી�દ 9 વ�	 આપણ	 10 વ�	 જોઈએ. , હીંવ	 10 અજાણ્યુ� કું�ઈ પ���શ%ઓ નથે%. તે	થે%, આપણ	 6 ન� માયુ	 10 થે% બીહીં��
ન%કુંળા%એ છે%એ, 9 મા��  આગોળા કું�ઈ પ��શ%ઓ નથે%,  તે	થે%  7  માયુ	  7  ન% બીહીં�� ન%કુંળા�  5  ન% વયુ	  પ�છે� આવ	 છે	,
ત્યુ��બી�દ 5 પ�	 કું�ઈ પ��શ%ઓ નથે%, તે	થે% અમા	 5 થે% બીહીં�� ન%કુંળા%એ છે%એ અન	 અ�તે	 આપણ	 1 થે% બીહીં�� ન%કુંળા%એ
છે%એ. તે	થે%, પગો��� 9 આપણ	 પ્રો�	બિંગો 1 પ(ણ. કું�% દ%ધ% છે	. હીંવ	, આપણ	 પ્રોથેમા વ!`ક્ પ� જોઈએ છે%એ જો	  ન�મા નથે%
એ!�	 કું	 3, આપણ	 ત્યુ��થે% નવ� �%એફએ (DFS) મા�� ફ�%થે% પ્રો���ર્ભ કું�%એ છે%એ. તે	થે%, આપણ	 3 મા��થે% 10 માયુ	 10
દ�ખો� કું�%શ��, 11 માયુ	  4 તે�ફ જોશ	,  હીંવ	  4 આપણ	  12 માયુ	  8 પ� જોઈએ છે%એ, 8  થે% આપણ	 તે	ન� aથે% ન�ન�
પ���શ%ઓ તે�ફ નજો� કું�%એ છે%એ જો	  7 ન% છે	  અન	  7 થે% 13 આપણ	 11 વખોતે જોઈએ છે%એ. 14, હીંવ	 11 અન	 7
બી�ન	ન% શ�ધ કું�વ� મા�!	 કું�ઈ નવ� પ��શ%ઓ નથે%. તે	થે%, આપણ	 11 થે% 7 ન% બીહીં�� ન%કુંળા% શકું%એ છે%એ, હીંવ	 પ��શ%ઓ
અન્વ	ર્ષણ નથે% કું�તે�, તે	થે% અમા	 8 દૃશ્યુથે% બીહીં�� ન%કુંળા% જોવ�� જો�ઈએ 12. તે	થે%, આપણ	 12 મા� ક્રમા	 12 દ�ખો� કું�%એ,
પછે% 12 થે% બીહીં�� ન%કુંળા%શ�� અન	 હીંવ	 8 મા�+તે થેઈ ગોયુ�� છે	, તે	થે% અમા	 8 થે% બીહીં�� ન%કુંળા%શ��. હીંવ	, અમા	 પ�છે� 4, 4;
દ	ખો%તે% �%તે	,  તે	મા�� કું�ઈ અન્યુ લિશ����બી નથે%,  તે	થે% આપણ	  3 પ�છે� આવ%એ અન	 છે	વ!	,  આપણ	  21  ન� માયુ	  3  થે%
બીહીં�� ન%કુંળા%શ��, આ 0.6 પ� હીંજો�  પણ લિચેલિRનતે નથે%. તે	થે%, અમા	 6 થે% નવ� �%એફએ શરૂ કું�%એ છે%એ, તે	થે% અમા	 6
માયુ	 6 દ�ખો� કું�%એ છે%એ, પ્રોત્યુ	કું 6 પ�	 કું�ઈ પ��શ%ઓ નથે%, તે	થે% અમા	 23 વ�ગ્યુ	 બીહીં�� ન%કુંળા%એ છે%એ. તે	થે%, આ
પ્રોકું��ન� બી%એફએ (BFS) વYક્ષ�ન% �ગ્રાહીં પ	દ� કું�	 છે	. તે	થે%, જ્યુ��	 આપણ	 વણજો&��યુ	�	� ગ્રા�ફ પ� �%એફએ (DFS)
કું�%એ છે%એ,  ત્યુ��	 દ�	કું જો���યુ	� ઘ!કું ઝા�� પ	દ� કું�શ	.  હીંવ	,  જો� આપણ	 ડિકુંન��%ઓ તે�ફ નજો� કું�%એ કું	 જો	  આપણ	
અન્વ	ર્ષણ કુંયુ�^ ન હીંતે��, તે� આ ફ�%થે% વYક્ષન% બીહીં��ન� ડિકુંન��%ઓ બીન�વશ	. તે	થે%, આપણ	 તે	ન	 અ�ગો ��ગો પ� દ��% શકું%એ
છે%એ, તે	થે% અમા��% પ�	 5 અન	 10 ન% વચ્ચે	ન% ધ�� છે	 જો	ન	 અમા	 અન્વ	ર્ષણ કું�% શક્યુ� નથે%, કું��ણ કું	 અમા	 5 ન�� �શ�ધન
કુંયુ�^ છે	  કું	 કું	મા  10 %ધ%થે%  9 અન	 તે	થે% આગોળા.  તે	થે%,  ફ�% એકું વ�� બી%એફએન% જો	મા,  જો� આપણ	 વYક્ષ� ન હીં�યુ તે�
�%એફએ મા�+તે થેઈ જાયુ, પછે% આપણ% પ�	 ચેક્ર હીં�યુ છે	. તે	થે%, લિનદ8લિશતે ગ્રા�ફ પ� બી%એફએ અન	 �%એફએ બી�ન	
લિબીન-વYક્ષ ધ��ન% હીં�જો�% દ્વ��� એકું ચેક્ર જાહીં	� કું�% શકું	 છે	.
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તે	થે%, લિનદ8લિશતે ગ્રા�ફ્ �થે	ન% આ લિ"થેલિતે થે��% વધ� પ(�કું છે	 , તે	થે% ચે��� જો�ઈએ કું	 જ્યુ��	 આપણ	 લિનદ8લિશતે ગ્રા�ફમા�� ચેક્ર
હીં�યુ ત્યુ��	 શ�� થે�યુ છે	. તે	થે%, એકું લિનદ8લિશતે ગ્રા�ફમા�� આપણન	 ડિકુંન��%ઓ �થે	ન� તે%��, તે%��ન	 અન��વ�ન% જોરૂ� છે	. તે	થે%,
ઉદ�હીં�ણ તે�%કું	, 1, 3, 4, 1 જો	 ચેક્ર છે	, કું��ણ કું	 આપણ	 બીદ��વ વગો� ડિદશ�મા�� જોઈ શકું%એ છે%એ, જ્યુ�� 1, 6, 2, 1 એ
કું�ઈ ચેક્ર નથે%, કું��ણ કું	 અન	 2 થે% 2 તે�ફ ડિદશ� બીદ�વ�ન% �%તે 1 ન	 જો	  હીં� � જોઈ શકુંતે� નથે%. તે	થે%, ચે��� આપણ	 એકું
�%એફએ (DFS) કું�%એ અન	 આ ગ્રા�ફમા�� પ�!. �ઇકુંલ્ન	 શ�� જોણ�વ% શકું%એ તે	 જો�ઓ. તે	થે%, આપણ	 હીં�મા	શ�� શ્વ	તે 1
�થે	 પ્રો���ર્ભ કું�%એ છે%એ, તે	થે% 1 પ�	 ફ્રી% ન�બી� 0 છે	, તે	 ન�ન� પ���શ% 2 છે	, 2 ન� ન�ન� પ���શ%મા�� 5 છે	, 5 ન� ન�ન�
પ���શ%મા�� 6 છે	, 6 ન� ન�ન� પ���શ%મા�� 7 છે	, હીંવ	 7 મા��થે% કું�ઈ બીહીં�� ન%કુંળાતે% ધ�� નથે%. તે	થે%, આપણ	 6 મા��થે% 6 ન�
ટ્રૅ	કું શ�ધ% શકું%એ છે%એ જો	  આપણ	 2 ન% ઉપ� જોઈ શકું%એ જો	  પહીં	�� જો�ઈ છે	, તે	થે% આપણ	 6 છે%યુ	. 6. હીંવ	, આપણ	 5
ન% વણ%એ છે%એ, 5 હીંજો�  પણ આઉ!ગો�ઇંગો એજો છે	 જો	  8 છે	, તે	થે% આપણ	 8. 8. હીંવ	, 8 થે% આપણ	 કું�ઇ પણ કું�% શકુંતે�
નથે%, તે	થે% અમા	 8 થે% પ�છે� 5 પ� પ�છે� ફ��, હીંવ	 5 ન% શ�ધ કું�વ� મા�!	 કુંશ�� બી�કું% નથે%. તે	થે%, આપણ	 5 છે��%શ�� તે	વ% જો
�%તે	 આપણ	 2 ન	 છે��% દઈશ��, આપણ	 હીંકું�� કું�%શ��માન	 1 થે% પ�છે�, હીંવ	 1 વ�ગ્યુ	 આપણ	 આ ��બી	 પ�થે શ�ધ% કું�ઢે%એ
છે%એ. તે	થે%, હીંવ	 આપણ	 જો�ઈ શકું%એ છે%એ કું	 આપણ	 જો�ઈ શકું%એ છે%એ અન	 અન્યુ ઘ!��� 3 થેઈ જાયુ છે	. તે	થે%, અમા	 3
અન્વ	ર્ષણ કું�%એ છે%એ, 3 એ 4 ન�� અન્વ	ર્ષણ કું�શ	, પ��તે� 4 8 અથેવ� 1 ન� જોઈ શકું	 છે	, કું��ણ કું	 1 પહીં	��થે% જો�યુ�� છે	 અન	
સ્રો�તે 8, તે	થે% 4 બીહીં�� ન%કુંળા% જોશ	, તે	થે% 3 બીહીં�� ન%કુંળા% જોશ	 અન	 પછે% 1 બીહીં�� ન%કુંળા% જોશ	. તે	થે%, આ એકું જો���યુ	�
ગ્રા�ફ હીં�વ�ન��  જોણ�યુ છે	,  પ��તે� તે	મા�� ચેક્ર છે	,  તે	થે% હીંવ	 જો� આ ડિકુંન��%ઓ પ� પ્રોથેમા જો�વ�� હીં�યુ,  તે� ખોfચે�યુ	�% ધ�� એ
પહીં	��ન% જો	મા વYક્ષન% ડિકુંન��%ઓ છે	. હીંવ	, જો� તેમા	 ધ��ન% ધ��ણ� કું�� છે� કું	 જો	  આ�	ખોન� ર્ભ�ગો નથે%, તે� તે	 3 જો(થે�મા��
આવ% છે	. તે	થે%, પ્રોથેમા પ્રોકું��ન� ધ�� જો	  વYક્ષન� ર્ભ�ગો નથે% તે	 આપણ	 આગોળાન� ર્ભ�ગો કુંહીં%એ છે%એ, તે	થે% આગોળાન� ધ��
એ એકું ધ�� છે	 જો	  વYક્ષન% ન%ચે	 ન��મા�� ન%ચે	 ન�� બીન�વ	 છે	 . તે�, ઉદ�હીં�ણ તે�%કું	, આપણ% પ�	 1 થે% 6 ન� ન�� છે	. તે	થે%,
આ ધ�� એકું વYક્ષ ધ�� છે	 જો	 વYક્ષન% ધ�� નથે%, પ��તે� તે	 આગોળાન� ર્ભ�ગો છે	 કું��ણ કું	 1 ર્ભ�ગોમા�� આશ�	 6 હીંતે%. તે	વ% જો �%તે	
ન��  5  થે%  7  થે%,  કું��ણ કું	 આપણ	 ખો�	ખો� આ ગ્રા�ફ શ�ધ% શકું%એ છે%એ 5, 6, 7,  તે	થે%  5  થે%  7  વYક્ષ નથે%.  તે	થે%,  આ
આગોળાન� ધ�� છે	, બી%જી શ્રે	ણ%ન% ધ�� જો	  ગ્રા�ફમા�� છે	  જો	  વYક્ષમા�� નથે%, પ�છેળાન% ધ�� છે	, તે	 વYક્ષ ઉપ� જાયુ છે	. તે	થે%, 6
મા��થે% એજો 2 ન% પ�છેળા છે	 જો	ન� આપણ	 ઉપયુ�ગો ન કુંયુh, કું��ણ કું	 બી	 પહીં	��થે% જો અન્વ	ર્ષણ કું�વ�મા�� આવ% છે	. તે	વ% જો
�%તે	  4  થે%  1  �ધ%  1  ત્યુ��  ધ�� છે	  જો	  અમા	 અન્વ	ર્ષણ કું�% શક્યુ� નથે%,  કું��ણ કું	 તે	  પહીં	��થે% જો ત્યુ�� હીંતે��.  ત્યુ��  બી%જી
ડિકુંન��%ઓ છે	 જો	 વYક્ષમા�� નથે%, પ��તે� તે	 ગ્રા�ફમા�� છે	 અન	 આ 6 થે% 2 ન% વચ્ચે	ન% ડિકુંન��%ઓ છે	. તે	થે%, આ પ�છેળાન� ર્ભ�ગોથે%
આગોળાન� ર્ભ�ગો છે	  અન	  4 પ�છે�� ર્ભ�ગોથે% પહીં	��ન% વ!`ક્ કું�� છે	. 1 થે%,  તે	થે% આન	 એજો ધ�� કુંહીં	વ�મા�� આવ	 છે	.
તે	થે%, ગ્રા�ફમા�� પ�છે�� ધ�� જો	  �%એફએ (DFS) ટ્રૅ%મા�� ન%ચે�� લિશ��બિંબીદ�થે% ઉચ્ચે લિશખો� �ધ% જાયુ છે	 . અન	 છે	વ!	, ત્યુ��
અમા�કું ધ�� છે	 જો	 આગોળા પ�છેળા કું�ઈ આગોળા નથે%, પ��તે� મા�ગો.દર્તિશકું�ઓ છે	. તે	થે%, આ 8 થે% 7 અન	 4 થે% 8 ન% ડિકુંન��%ઓ
છે	, તે	થે% આ ક્ર�, તે	થે% 4 8 ન% ન%ચે	 નથે% અન	 4 ન% ન%ચે	 8 છે	, 7 8 થે% ન%ચે	 નથે% કું��ણ કું	 5 અન	 તે	થે% ન%ચે	 બી�ન	 છે	.
તે	થે%, આ આપણ	 ક્ર� ધ��ન	 બી���વ%એ છે%એ, હીંવ	 દ�%� કું�વ�ન�� �ળા છે	 કું	 ક્ર� એજો જોમાણ%થે% જોમાણ% બી�જો�  જોશ	.
બી%જા શબ્દ�મા�� કુંહીં%એ તે�, તે	 મા�ત્રો ઉચ્ચે �ખ્યુ�થે% ન%ચે�� ક્રમા��કું પ� જો જાયુ છે	 , કું��ણ કું	 જો� તેમા	 હીંમાણ�� આન� જો	વ�
ધ��ન	 દ��વ� મા��ગોતે� હીં�, તે� તે	ન� અથે. એ થેશ	, પ��તે� 2 થે% 4 ન% ધ�� હીંતે%. તે	થે%, આપણ	 બીદ�	 ચે�થે� રુ!ન% શ�ધ કું�%શ��
વજોન કું�તે�� પ�છે� જાઓ અન	 અન્વ	ર્ષણ કું��.  તે	થે%,  આપણ	 ઘ�ન% ડિકુંન��%ઓ ન મા	ળાવ% શકું%એ જો	  ન%ચે�� ન�બી��થે%
ઉચ્ચે ક્રમા��કું �ધ% જાયુ છે	, તે	 ઉચ્ચે ક્રમા��કુંથે% ન%ચે�� ન�બી�� �ધ% જોવ�� જો�ઈએ. તે	થે%, હીંવ	 આપણ% પ�	 એકું નથે%, પ��તે�
ત્રોણ પ્રોકું��ન�� ન�ન ટ્રૅ% ધ��, લિનદ8લિશતે કું	ન% જો	મા જ્યુ��	 આપણ	 3 ધ�� અન	 ન�ન ટ્રૅ% ધ�� વચ્ચે	ન� "પષ્ટ ર્ભ	દ ધ��વતે� હીંતે�,
અહીં6 આપણ% પ�	 3 પ્રોકું��ન� ન�ન વYક્ષ ધ�� છે	. હીંવ	, આમા��ન� એકુંમા�� ચેક્ર �થે	 અન�રૂપ છે	, તે	થે% જો� હીં� � આ 1, 3 ધ��
તે�ફ જો�ઉં, તે� આ 1 6 ધ��. તે	થે%, આ 1 6 ધ�� ખો�	ખો� કું�ઈ ચેક્ર બીન�વતે�� નથે%, કું��ણ કું	 આપણ	 પહીં	��થે% જો�યુ�� છે	 કું	 આ
એકું ચેક્ર નથે%. તે	થે%, તે	 ચેક્ર પ(ણ. કું�વ� મા�!	, તે	 લિનદ8લિશતે ચેક્રન	 માળાતે� 	! લિહીંતેન� પ�થે હીં�યુ તે� તે	 આવશ્યુકું છે	. હીંવ	, એ
જો�વ�ન�� �ળા છે	  કું	 આ એકુંમા�ત્રો પડિ�લિ"થેલિતે છે	  જ્યુ�� આન% �થે	 પ�છેળાન� ર્ભ�ગો હીંશ	,  કું��ણ કું	 પ�છેળાન� ર્ભ�ગો છે	,
આપણ	 જાણ%એ છે%એ કું	 ત્યુ��  2  થે%  6  �ધ%ન� મા�ગો. આવ	 છે	  અન	 પછે% આ ફ�મા. પ�છેળાન� ર્ભ�ગોન	 અન��	 છે	.  એકું
લિનદ8લિશતે ચેક્ર.  તે	વ% જો �%તે	,  આપણ	 જાણ%એ છે%એ કું	 ન%ચે	ન� પ�છેળાન� ર્ભ�ગોમા��  1 થે% 4 �ધ%ન� મા�ગો. આવ	 છે	  જો	ન�
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આપણ	 %ધ� જો અન��	 છે	. બી%જી તે�ફ, જો� આપણ	 તે	ન� મા�!	 અન્યુ પ્રોકું��ન� ડિકુંન��%ઓન	 જો�વ�� જો�ઈએ તે� તે	ન� અથે.
છે	, તે� અહીં6 આપણ% પ�	 આ �"તે� છે	 જો	  અહીં6 બી%જા પ�થેન% મા��તે� છે	. તે	થે%, એકું �થે	 માળા%ન	 આ બી�ન	 જો� દ� જો� દ�
મા�ગોh 1 થે% 6 મા�� જોઈ �હ્યું� છે	, પ��તે� ત્યુ�� કું�ઈ છે� પ�વ% નથે%, એ જો �%તે	 આપણ	 જો�ઈ શકું%એ છે%એ કું	 જો� અમા��% પ�	
આ જો	વ� ક્ર� ધ�� હીં�યુ, તે� આપણ% પ�	 અહીં6થે% કું	!��કું પ�થે આવ% �હ્યું� છે	 અન	 કું	!��કું પ�થે જોઈ �હ્યું� છે	 . ત્યુ��થે%.
પ��તે� ફ�%થે%, આ 2 જો�દ� જો� દ� �"તે�ઓ 5 થે% 7 �ધ% પહીંGચ્યુ� અન	 તે	ઓ ચેક્ર પ� આધ�ડિ�તે નથે%. તે	થે%, થે��� લિવશ્�	ર્ષણ
કું�%ન	 કું	 ફક્તે પ�છેળાન� ર્ભ�ગો� ચેક્ર બીન�વ	 છે	 અન	 આ વ�"તેવમા�� કું�ઈકું છે	 જો	  તેમા	 �લિબીતે કું�% શકું� છે� કું	 અમા	 ઔપચે�ડિ�કું
�લિબીતે નહીં6 કું�%એ, પ��તે� હીંમાણ�� જો આપણ	 જો	 �%તે	 કુંયુ�^ તે	 દ�%� કું�	 છે	.
("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ. ��: 15:56)
પ��તે�, લિનદ8લિશતે ગ્રા�ફમા�� એકું ચેક્ર હીં�યુ છે	, જો� ફક્તે �%એફએ બી	કું ધ��ન� પ્રોર્ભ�વ કું�	 છે	, તે� હીંવ	 તે	 જોણ�વ	 છે	 કું	 આ પ(વ.
અન	 પ�"! ન�બીરિં�ગો એ ડિકુંન��%ઓન� પ્રોકું��� �થે	 વગો`કુંYતે કું�વ� મા�!	 ખો(બી જો ઉપયુ�ગો% છે	 . ત્યુ�� ગ્રા�ફમા��. તે	થે%, બી�ન	 વYક્ષ
અન	 આગોળાન�� ડિકુંન��%ઓ મા�!	, તેમા	 જો�શ� કું	 જો� તેમા	 આ ક્રમા��કુંન
((માયુન��દર્ભ.: 16:19)
પ� પ�છે� જાઓ છે� કું	)
આ વ"તે�ઓ એકું ઇલિન્!ગ્રા� બીન�વ	 છે	 જો	  તેમા	 0 થે% 15 �ધ% લિવચે��% શકું� છે� 0 થે% 15 	! કું�� જો	  તે	માન	 11 થે% 14 �ધ%
શ�ધ	 છે	, તે	 પગો��� 2 થે% 9 �ધ% 3 ન�� અન્વ	ર્ષણ કું�	 છે	, હીં� � 5 અન	 તે	થે% વધ�ન% તેપ� કું�%શ. તે	થે%, જો� તેમા	 લિપ્રો અન	 પ�"!
ન�બી� જો�ઓ છે� જો	 માf પહીં	��ન% �ખ્યુ�ન	 શ�ધવ�ન�� શરૂ કુંયુ�^ છે	 અન	 માf પ�"! અન	 અન્યુ જો	 કું�ઈ ન%ચે	 હીંતે�� તે	 અ�ગો	ન% તેપ�
કું�વ�ન�� મા�+તે કુંયુ�^ છે	. તે	થે%, ફ��વ�. ધ�� મા�!	 આપણ	 આ�તેડિ�કું અ�તેગો.તે કું�તે�� મા�!% હીં�ઈશ��. કું��ણ કું	, હીં� � આ માયુગો�ળા�
દ�લિમાયુ�ન ન%ચે	 ગોયુ� હીંતે� તે	 પ(રુ� થે�યુ તે	 પહીં	��� હીં� � પ�છે� આવ્યુ�. તે	થે%, 0 થે% 15 થે% 3 અલ્પલિવ��મા, આગોળાન� ધ��ન	
શ�મા	� કું�વ� મા�!	. તે	થે%, આપણ	 ઇલિન્!ગ્રા� 3, 6 0 ન% અ�દ� છે	, 15 આ પણ છે	
((�દર્ભ.માયુ: 17:05))
વYક્ષન% ધ�� મા�!	 �ચે�� છે	,  કું��ણ કું	 વYક્ષમા�� ધ�� પણ હીં� � આગોળા જોઇ �હ્યું� છે� �  પછે% હીં� � આ દ�ખો� કુંયુ�. પછે% ન%ચે	 ન��
દ�ખો� કુંરુ� છે� �. તે	થે%, તે	 પછે%થે% શરૂ થેવ�ન�� બિંબીદ� છે	 અન	 તે	 "પષ્ટ �%તે	 લિનદ8શ કું�	 છે	.
("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ. ��: 17:16)
તે	થે%,  બી�ન	 વYક્ષન% ધ�� અન	 આગોળાન� ર્ભ�ગો� મા�!	,  જો� હીં� � તેમા��% પ�	થે% વ% પ� જાઉં છે� �  તે� શરૂઆતેન� ન�� �થે	ન�
અ�તે���મા�� તેમા	 બી%જાન	 મા�વશ�. પણ, આ એકું જો અ�દ� બી	ઠા� હીંશ	, પ્રો% વ% પ�"! વ% તેમા��� પહીં	�� પ�"!ન% અ�દ� બી	ઠા�
હીંશ	, તે	થે% મા��% પ�	 આ લિચેત્રો હીંશ	. તે	થે%, આ તેમા��� મા�!	 આ�તેડિ�કું પ(વ. હીંશ	 અન	 આ અ�તે��� પ(વ. છે	. તે	ન�થે% લિવપડિ�તે
બી��બી� લિવરુદ્ધ ડિકુંન��%ઓ મા�!	  એકું અલ્પલિવ��મા પ્રો���લિર્ભકું લિવ��મા છે	  અન	  મા�!�  અ�તે���મા��  જાયુ છે	 .  તે	થે%,  ન�ન�
ઇલિન્!ગ્રા� એજો �થે	 પ્રો���ર્ભ બિંબીદ� હીંશ	, પછે% મા�!� ઇલિન્!ગ્રા� એ અ�લિતેમા બિંબીદ� હીંશ	. તે	થે%, જો� હીં� � મા��� �%એફએ વYક્ષમા��
ધ�� તે�ફ જો�ઉં છે� � અન	 જો� હીં� � વYક્ષ તે�ફ જો�ઉં છે� �  અન	 પ�"! ન�બી�� એ અ�લિતેમા બિંબીદ� �થે	 �કુંળા�યુ	� હીં�યુ તે� હીં� � આગોળાન%
ધ�� અન	 પ�છેળાન% ધ��ન� શબ્દ� નક્કું% કું�% શકું�� છે� �  અન	 અ�તે	, તે	 ક્ર� ધ�� મા�!	 અ�તે���� લિનષ્ક્ર%યુ છે	
((માયુન��દર્ભ. ��: 18:02)).
તે	થે%, આપણ	 અહીં6 જો�ઈ શકું%એ છે%એ કું	 આપણ	 � પ� પહીંGચેતે� પહીં	�� 4 vertex 7 ન	 પ્રો�	 કું�વ�ન�� મા�+તે કું�%
દ%ધ��  છે	,  અ�તે��� 7, 8  અન	  4, 5  વચ્ચે	 કું�ઈ આ�તે�છે	દ નથે%.  તે	વ% જો �%તે	 આપણ	  4 ન% �ખ્યુ� પહીં	�� જો પ્રોડિક્રયુ�  8
મા�+તે કું�% દ%ધ% છે	 તે	થે% જો તે	 છે	 એકું ક્ર� ધ��, તે	ઓ વYક્ષન% લિવલિવધ શ�ખો�ઓ પ� છે	. તે	થે%, ત્યુ�� કું�ઈ આ�તે�છે	દ 7, 8
અન	 12, 13 નથે%, તે	થે% કું�ઈ લિનદ8લિશતે ગ્રા�ફમા�� એકું ચેક્ર હીં�યુ છે	 , જો� ફક્તે �%એફએ બી	કું ધ��ન	 છેતે% કું�	 છે	, અન	 આપણ	
ધ��ણ�  કું�%  શકું%એ છે%એ કું	  ડિકુંન��%ઓ તે�ફ આગોળા વધ%ન	  ધ��,  પછે�તે ધ��  અથેવ� ક્ર� ધ���  છે	  ધ��ન� અ�લિતેમા
બિંબીદ�ઓન% પ(વ. અન	 પ�"! ક્રમા��કુંન.
("��ઇ�માયુન� �દર્ભ. ��: 18:35)
હીંવ	, ચેક્રન% ઓળાખો કું�વ% માહીંત્વપ(ણ. છે	, કું��ણ કું	 અમા��% પ�	 ચેક્ર નથે%, કું��ણ કું	 અમા��% પ�	 ચેક્રન� ખો(બી � વગો. છે	
જો	ન	 કુંહીં	વ�યુ છે	  કું	 �યુલિક્�કું ગ્રા�ફ્ મા��	બિં�ગો ડિ�પ	ન્�ન્%ઝા(dependancies) મા�!	 ઉપયુ�ગો% છે	. દ�ખો�� તે�%કું	, જો� તેમા	
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ઓફ� કું�	�� અભ્યુ�ક્રમા�ન� મા(હીંન% (લિચે (લિચેબીદ્ધ કું�વ� મા��ગો� છે� અન	 તે	માન% પ�	 પ(વ. આવશ્યુકુંતે�ઓ છે	 , તે� પછે%
મા��	� કું�વ� મા�!	ન� કું�દ�તે% મા�ગો. આ ડિદશ�મા�� લિનદ8લિશતે ગ્રા�ફ પ� ઉપયુ�ગો કું�%ન	 પ(વ. આવશ્યુકુંતે�ઓન�� પ્રોલિતેલિનલિધત્વ કું�	 છે	 ,
ઉદ�હીં�ણ તે�%કું	 જો� તે	ઓ બી%જોગોલિણતેથે% ધ�� ધ��વ	 છે	  �કું	તે �થે	 ગોણતે�% કું�વ� મા�!	 બી%જોગોલિણતે એ કું	લ્ક્યુ��	શન મા�!	
પ(વ. આવશ્યુકું છે	, તે	મા�� ચેક્ર નહીં6 હીં�યુ. કું��ણ કું	 આપણ% પ�	 બી	 અભ્યુ�ક્રમા� હીં�ઈ શકુંતે� નથે% જો	  એકુંબી%જા મા�!	 પ(વ.
આવશ્યુકું છે	;  અન્યુથે�,  અમા	 ઇનપ�! �	વ� મા�!	 ઇનપ�! નહીં6 કું�%એ.  તે	થે%,  અમા	 પછે%ન� ર્ભ�ર્ષણમા�� !(�કું માયુમા�� લિનદ8લિશતે
એ�યુકુંલિ�કું ગ્રા�ફ અથેવ� �%એજી(DAGS )ન	 જો�શ��.
("��ઇ�માયુન� �દર્ભ. ��: 19:16)
લિનદ8લિશતે ગ્રા�ફમા�� કુંન	લિક્!લિવ!% લિવશ	 શ��? તે	થે% લિનદ8લિશતે ગ્રા�ફમા�� કુંન	લિક્!લિવ!% એ ગ્રા�ફ વચ્ચે	ન% આ ધ�� હીં�વ�ન�� મા�ત્રો એકું પ્રોશ્ન
નથે%, પ��તે� તે	માન	 યુ�ગ્યુ ડિદશ�મા�� ��ખોવ�થે%. તે�, આપણ	 કુંહીં%એ છે%એ કું	 બી	 ગો��ઠા� એકુંદમા જો���યુ	�� છે	 , જો� હીં� � પ�થે દ્વ���
i થે% j પ� જોઈ શકું�� છે� �  અન	 હીં� � j થે% i
(પ�છે��માયુ: 19:38)
થે% પ�છે� આવ% શકું�� છે� �. તે	થે%, મા�ત્રો કું	!��કું તે�ફન� ડિકુંન��%ઓ મા�!	 એકું ડિદશ� હીં�યુ તે	 મા�!	 પ(�તે�� નથે% કું	 હીં� � i થે% j પ� જોઈ
શકું�� છે� �  અન	 j થે% i થે% પ�છે� �  આવ�� છે� �  તે	 ડિકું"�મા�� ખોતે જો���યુ	��� છે	 . તે	થે%, તે	 તે��ણ આપ	 છે	  કું	 લિનદ8લિશતે ગ્રા�ફ હીં�મા	શ��
કુંન	ક્! કું�	�� ઘ!કું�મા�� કુંઇ �%તે	 ડિ�માપ�ઝા થેઈ શકું	 છે	 . ખોતે જો���યુ	�� ગ્રા�ફ પ�	 એવ% પ્રો�પ!` છે	 કું	 જો	  ઘ!કુંમા�� ન�ડ્ન%
દ�	કું જો�� એ ઘ!કુંમા�� દ�	કું ન��થે% ખોતે �%તે	 જો���યુ	�% હીં�યુ છે	  જો	  તેમા	 ઘ!કુંમા�� દ�	કું અન્યુ ન�� પ� જોઈ શકું� છે� અન	
પ�છે� આવ% શકું� છે�.
("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ. ��: 20:04)
તે	થે%, ઉદ�હીં�ણ તે�%કું	, તે	 આ ગ્રા�ફન	 જો�શ	 અન	 પછે% ખોતે જો���યુ	�� ર્ભ�ગો� છે	, એકું ચેક્ર 1, 3, 4 છે	, આપણ	 1, 2, 3 થે%
4 �ધ% જોઈ શકું%એ છે%એ અન	 પ�છે� આવ%શ��. તે	થે%,
((માયુન��દર્ભ.: 20:14))
થે%,  આ ચેક્ર આપણ	 કું�ઈપણ અન્યુ ન�� પ� પ�છે� આવ% શકું%એ છે%એ.  તે	વ% જો �%તે	  2, 5  અન	  6  "વરૂપ� ખોતે
જો���યુ	�� ઘ!કું છે	, 7 તે	ન� પ� એકું માજોબી(તે કુંન	ક્! ઘ!કું દશ�.વ	 છે	. કું��ણ કું	, આપણ	 ગોમા	 ત્યુ�� જોઈ શકુંતે� નથે% અન	 8
પણ માજોબી(તે કુંન	ક્! ઘ!કું છે	,  કું��ણ કું	 આપણ	 હીંજી �ધ% છે( !%એ છે%એ કું	 આપણ	 આ ગ્રા�ડિફકું મા�ળાખો�થે% પ�છે� આવ%
શકું%એ નહીં6.  તે	થે%,  આ ગ્રા�ફ 4 ખોતે જો���યુ	�� ઘ!કું� છે	,  તે� તે	 તેપ�	 છે	  કું	 પ(વ. અન	 પ�"! ન�બી��ન� ઉપયુ�ગો કું�%ન	
�%એફએ ન�બીરિં�ગોન� ઉપયુ�ગો કું�% શકું�યુ છે	 , કુંમ્+યુ�!.ન	 એકુંદમા ર્ભવ્યુ આલ્ગો�ડિ�ધમા આપવ�મા�� આવ	 છે	 અન	 દ�ગો�+તે�
પ્રો�પ!` પ	પ�ડિ�લિમાડિટ્રૅઓઉ અન	 વ�લિઝા��ન%  (Dasgupta property Papadimitriou and Vazirani)  દ્વ��� �ખો�યુ	�
પ�"તેકું અન	 જો� તેમાન	 � હીં�યુ તે� તે	 પ�"તેકુંમા�� તે	 જો�ઈ શકું	 છે	.
("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ. ��: 20:52)
તે	થે%, તેમા	 ગોણતે�% કું�% શકું� તે	ન� કું	!��કું નક્કું� ઉદ�હીં�ણ� જો�યુ� છે	, ત્યુ�� ઘણ% અન્યુ ગો�ણધમાh છે	  કું	 જો	  તેમા	 બી%એફએ
(BFS)  અન	 �%એફએ (DFS)  ન� ઉપયુ�ગો કું�%ન	 ગોણતે�% કું�% શકું� છે�.  હીંમાણ�� પ(�તે��,  આ વ"તે�ઓન	 એ!%ક્યુ��	શન
પ�ઇન્ટ્ કુંહીં	વ�મા�� આવ	 છે	, જો� તેમા	 આ�	ખો જો	વ� દ	ખો�યુ છે	 , જ્યુ�� મા��% પ�	 કું	!��કું શ્વ	તે છે	  જો	  લિનણ�.યુકું છે	 , જો� હીં� �
આ ગ્રા�ફન	 ઘ!કું�ન	 વણજો&��યુ	� કું�વ� મા�!	 પણ કું�ઢે% ન�ખો�� છે� � , તે� હીં� � બી%એફએ (BFS) ન� ઉપયુ�ગો કું�%ન	 આવ� લિશર્ષ.કું�
ઓળાખો% શકું�� છે� �. �%એફએ (DFS) અન	 ખો� કું�%ન	 �%એફએ (DFS) ન� ઉપયુ�ગો કું�%ન	. એ જો �%તે	, જો� મા��% પ�	
એવ% લિ"થેલિતે હીં�યુ કું	 જ્યુ�� મા��% પ�	 એજો ધ�� હીં�યુ, જ્યુ�� હીં� � આ ધ��ન	 દ(� કું�%શ, તે� ગ્રા�ફ વણજો&��યુ	� થેઈ જોશ	, પછે%
હીં� � ફ�%થે% �%એફએન� ઉપયુ�ગો કું�%ન	 એજો ધ��ન	 ઓળાખો% શકું�� છે� �. હીંવ	, આ માહીંત્વપ(ણ. છે	, કું��ણ કું	 જો� તે	 કું�ઈ પ્રોકું��ન�
�ચે�� ન	!વકું. અથેવ� કું	!��કું રૂ! ન	!વકું.ન�� પ્રોલિતેલિનલિધત્વ કું�	 છે	, આમા�� ��કું��� છે	, તે� આ લિનણ�.યુકું પ�ઇન્! છે	, જો� આ એકું
છે( !�છે	�� છે	  અન	 અકું"મા�તે કું�ઈ ટ્રૅ�ડિફકું નથે% અન	 ��બી% બી�જો�ન� ઘણ� ર્ભ�ગોમા��થે% જાયુ છે	 . અન	 જોમાણ% બી�જો�ન� ઘણ�
ર્ભ�ગો� અથેવ� આ એકું ન	!વકું. વ�યુ� છે	  જો	  આ કું	બી� કું�પ% જાયુ છે	, પછે% ઘ!કું�ન	 કું��ણ	 ન	!વકું. વણજો&��યુ	� થેઈ જોશ	.
તે	થે%, આ પ્રોકું��ન� ગો�ણધમાh બી%એફએ (BFS) અન	 �%એફએ (DFS) દ�લિમાયુ�ન પણ ગોણતે�% કું�% શકું�યુ છે	 . તે	થે%, તે	
માજોવ�� માહીંત્વપ(ણ. છે	, જ્યુ�� બી%એફએ અન	 �%એફએ મા�ત્રો તે	 શ�ધવ� મા�!	 જો���યુ	�� નથે% કું	 શ�મા	� છે	 કું	 નહીં6, તેમા	

91



��% મા�લિહીંતે% મા	ળાવ% શકું� છે� અન	 આ �	ખો%યુ !�ઇમા એલ્ગો�ડિ�ધમ્ છે	  અન	 આ તે	 બીધ� ઑપ�	શન છે	  જો	  કું�% શકું�યુ છે	
બી%એફએ અન	 �%એફએ દ�લિમાયુ�ન. તે	થે%, તેમા	 ખો(બી અ�કું��કું �%તે	 ગ્રા�ફમા�� લિવલિવધ ગો�ણધમાhન% ગોણતે�% કું�% શકું� છે�
અન	 આ બી	 શ�ર્ષણન� ઉપયુ�ગો કું�% શકું� છે�, આ વધ� કું�યુ.ક્ષમા પ્રોડિક્રયુ�ઓ ડિ�ઝા�ઇન કું�શ	 અથેવ� અન્યુ વ"તે�ઓન% ઓળાખો
કું�વ�ન% જોરૂ� પ�શ	.
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ડિ�ઝા�ઇન અન	 એન�લિ�લિ ઓફ એલ્ગો�ડિ�ધમ્ (Design and Analysis of Algorithms)
પ્રો�ફ	� મા�ધવન મા�કું��દ (Prof. Madhavan Mukund)

ચે	ન્નઈ મા	થે	મા	ડિ!કું� ઇલિન્"!ટ્યુ�! (Chennai Mathematical Institute)
મા�ડ્યુ�� - 06 
�	ક્ચે� - 23

��યુ�	ક્!	� એ�યુલિક્�કું ગ્રા�ફ્(�)એજીએ) (Directed Acyclic Graphs (DAGs))

હવ	  આપણે	  ��યુ�	ક્!	�  એ�યુલિક્�કું  ગ્રા�ફ્(Directed  Acyclic  Graphs)  અથેવ�  �)એજીએ(DAGs)  ત�)કું	
ઓળખા�ત� ખા2બ જ �પ્રોદ અન	 માહત્વપ2ણે6 વગો6ન� ગ્રા�ફ ત�ફ ધ્યુ�ન આપ)એ છી)એ.
("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ6 ��: 00:08)
ત	થે),  ગ્રા�ફન� આ વગો6ન	  પ્રો	ડિ�ત કું�વ� મા�!	,  ચે��� આપણે	 એવ) મા"યુ�ન) તપ� કું�)એ જ્યુ��  આપણે) પ�	 કું	!��કું
અવ��ધ �થે	 કું�યુ6 કું�વ� મા�!	 એકું કું�યુ6 છી	. ધ��� કું	, અમા	 એકું લિવદ	શી) ફ� પ� જઈ �હ્યા� છી)એ, પછી), અમાન	 પ�પ�!6ન)
જરૂ� છી	, અમાન	 ડિ!ડિકું! ખા�)દવ�ન) જરૂ� છી	, આપણે	 લિવઝા�ન) જરૂ� છી	, આપણે	 કું	!��કું મા��ફ�) વ)મા� ખા�)દવ� મા��ગો)એ
છી)એ, કુંદ�ચે આપણેન	 કુંદ�ચે કું	!��કું લિવદ	શી) લિવલિનમાયુન) પણે જરૂ� છી	 . તમા	 અમા��� યુજમા�ન� મા�!	 કું	!��કું ર્ભ	!� ખા�)દવ�
મા��ગો� છી�.
("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ6 ��: 00:36)
હવ	, આ કું�યુ> એકુંબ)જા પ� ચે�ક્કું �)ત	, એકું પ�પ�!6 વગો�, તમા	 કું�ઈ ડિ!ડિકું! ખા�)દ) શીકુંત� નથે), કું�ઈ મા��ફ�) વ)મા�
પણે ખા�)દ) શીકુંત� નથે), એકુંબ)જા પ� આધ�ડિ�ત છી	. લિવઝા� મા�!	, તમા��	 ડિ!ડિકું! અન	 વ)મા� બ�ન	 ઉપ�બ્ધ થેવ�ન) જરૂ� છી	
અન	 લિવઝા� લિવન�, બBકું તમાન	 લિવદ	શી) લિવલિનમાયુ આપશી	 નહC. અન	 અ�ત	, તમા	 તમા��� યુજમા�ન� મા�!	 ર્ભ	!� ખા�)દવ� મા��ગોત�
નથે), લિવ�યુ કું	 ફ� પ�લિD થે�યુ. ત	થે), જ્યુ�� �ધ) તમા��) પ�	 લિવઝા� લિહતન) આ બધ) બ�બત� ન હ�યુ ત્યુ�� �ધ), તમા	
ર્ભ	!મા�� ��કું�ણે કું�વ� મા��ગોત� નથે).
("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ6 ��: 01:06)
ત	થે), અમા��� ધ્યુ	યુ એ છી	  કું	 આપણે	 આ છી ડિEયુ�ઓ, પ�પ�!6 મા	ળવવ), ડિ!ડિકું! ખા�)દવ), વ)મા� મા	ળવવ), લિવઝા� મા	ળવવ),
લિવદ	શી) લિવલિનમાયુ ખા�)દવ) અન	 ર્ભ	!� ખા�)દવ) ત	 આ અવ��ધ� આપ્યુ� છી	.  અમા��� યુજમા�ન�.  આપણે	 કુંયુ�� અન�Eમા કું�વ��
જ�ઈએ, જ	થે) જ્યુ��	 પણે આપણે	 કું�ઈ કું�યુ6 પ� �પકું6 કું�વ� હ�યુ, ત્યુ��	 કું�યુ6 મા�!	 જરૂ�) અવ��ધ �ત�ષા�યુ છી	.
("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ6 ��: 01:31)
ત	થે), તમા	 અપ	ક્ષા� ��ખાશી� કું	 અમા	 આ�	ખાન� ઉપયુ�ગો કું�)ન	 મા��	� કું�)શી��. આ ગ્રા�ફમા��, લિશી��બિંબદ�ઓ કું�યુ> હશી	 અન	 પછી)
તમા��) પ�	 !) 1 થે) !) 2 ત�ફ �કું	ત થેશી	, જ� !) 1 !) 2 પહ	��� આવવ�� આવશ્યુકું છી	, ત� બ)જા શીબ્દ�મા�� !) 2 !) પ�
આધ�� ��ખા	 છી	, તમા	 !) 2 ન કું�) શીકું� ત્યુ�� �ધ) !) 1 પ2ણે6 થેઈ ગોયુ�� છી	. ત	થે), ડિ!ડિકું! ખા�)દત� પહ	��� પ�પ�!6 મા	ળવવ��
ઉદ�હ�ણે ત�)કું	,  ત	થે) !)  1 પ�પ�!6 મા	ળવવ�મા�� આવ	 છી	,  !)  2 ડિ!ડિકું! મા	ળવ) શીકું	 છી	.  એ જ �)ત	,  તમા��	 એકું લિવદ	શી)
લિવલિનમાયુ ખા�)દત� પહ	��� લિવઝા� ખા�)દવ� જ જ�ઇએ. ત	થે), લિવદ	શી) લિવલિનમાયુ ખા�)દવ� મા�!	 લિવઝા� મા	ળવવ�ન) ધ��ણે� હશી	.
("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ6 ��: 02:13)
ત	થે), જ� આપણે	 �ખા	�) અવ��ધ�ન	 જ�યુ	�) હ�યુ ત� આ ત	 ગ્રા�ફ છી	  જ	  આપણેન	 માળ્યુ�� હત��, ત	થે) અમાન	 	ટ્ �થે	ન)
માયુ�6દ�ઓ હત),  અમાન	 ડિ!ડિકું! ખા�)દવ� મા�!	  પ�પ�!6ન) જરૂ� છી	 ,  અમાન	 ખા�)દવ� મા�!	  પ�પ�!6ન) જરૂ� છી	  વ)મા�
મા	ળવવ� મા�!	,  અમાન	 ડિ!ડિકું! અન	 વ)મા�ન) જરૂ� છી	.  ત	થે),  લિવઝા� ત�ફ લિનદLશી કું�ત) બ	 અવ��ધ છી	.  પછી),  તમા��	 લિવદ	શી)
લિવલિનમાયુ ખા�)દવ� મા�!	 લિવઝા�ન) જરૂ� છી	  અન	 અ�ત	,  તમા	 કુંહ્યા�� હત�� કું	 ડિMપન) પ�લિD થે�યુ છી	  અન	 આ તબક્કું	 આ તબક્કું	
જ્યુ��	 આપણે	 આ તબક્કું	 કું�યુ6 કું�)એ છી)એ ત્યુ��	 અમા	 એકું ર્ભ	! ખા�)દ)શી��, ત� આપણે	 ધ��) શીકું)એ કું	 આ ફ� પ�લિD થેયુ	�
છી	, કું��ણે કું	 પ્�	ન પ� જત� અ!કું�વવ�� કું�ઈ અવ��લિધત નથે). ત	થે), આ એકું ગ્રા�ફ છી	 જ	ન� અમા��� ધ્યુ	યુ છી	 અન	 હવ	 આ છી
ઓપ�	શીન્ન	 અન��વ�ન� છી	, આ �)ત	 આપણે	 જ્યુ��	 પણે કું�યુ6 કું�વ� મા��ગો)એ છી)એ, ત	 જ	 પણે છી	 ત	ન� પ� આધ�� ��ખા	
છી	.  ત	થે),  અમા	  જ�ઈ શીકું)એ છી)એ કું	  તમા��	  કું�ઈપણે કું�વ�  મા�!	  પ�પ�!6ન)  જરૂ� છી	 ,  ત	થે)  અમા��	  હ�મા	શી��  પ�વ�6
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મા	ળવવ�ન) જરૂ� છી	.  હવ	,  ત્યુ��  �ધ) ડિ!ડિકું! ખા�)દવ�ન) અન	 વ)મા� ખા�)દવ�ન) વચ્ચે	 કું�ઈ લિનર્ભ6�ત� નથે),  જ	  અત્યુ��
�ધ)મા�� અવ��ધ છી	. ત	થે), પ�વ�6 પછી) તમા	 પ્રોથેમા ડિ!ડિકું! ખા�)દ) શીકું� છી� અન	 પછી) વ)મા� ખા�)દ) શીકું� છી� અથેવ� તમા	
પ્રોથેમા વ)મા� ખા�)દ) શીકું� છી� અન	 પછી) ડિ!ડિકું! ખા�)દ) શીકું� છી�. ત	થે), ત્યુ�� જ� દ) જ� દ) ઓ�6રિં�ગો શીક્યુ છી	  કું	 જ	  અવ��ધન��
ઉલ્��ઘન કું�ત) નથે),  બ)જી ત�ફ લિવઝા� મા�!	 અમાન	 બન્ન	ન) જરૂ� છી	.  ત	થે),  ડિ!ડિકું! અન	 વ)મા� બ�ન	 પછી) વ)ઝા� આવવ��
આવશ્યુકું છી	, પ��ત� ફ�)થે) લિવઝા� પ2ણે6 કુંયુ�6 પછી), લિવદ	શી) લિવલિનમાયુ ખા�)દવ� અન	 ર્ભ	!� ખા�)દવ�ન) વચ્ચે	 કું�ઈ માયુ�6દ� નથે).
ત	થે), તમા	 લિવદ	શી) લિવલિનમાયુ પહ	��� ર્ભ	! અથેવ� ર્ભ	! પહ	��� લિવદ	શી) લિવલિનમાયુ કું�) શીકું� છી�, ત	થે) આ લિવલિશીD ઉદ�હ�ણેમા��
ત્યુ�� ડિ�કુંરિં�ગો ડિ!ડિકું! અન	 વ)મા�ન� �ર્ભલિવત રૂપ	 બ	 �ર્ભલિવત �"ત�ઓ છી	 અન	 ર્ભ	!� અન	 લિવદ	શી)ઓન	 ફ�)થે) ગો�ઠવવ�ન� બ	
�ર્ભલિવત �"ત�ઓ છી	. લિવલિનમાયુ. ત	થે), એકું�દ� ચે�� અ�ગો અ�ગો અન�Eમા છી	 જ	 આ અવ��ધ� �થે	 ��ગોત છી	.
("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ6 ��: 03:51)
ત	થે), ગ્રા�ફન� આ વગો6 એકું માહત્વપ2ણે6 વગો6 છી	 અન	 ત	મા�� બ	 માહત્વપ2ણે6 �લિવધ�ઓ છી	, ત	 એકું છી	, ત	 લિનદLલિશીત છી	. કું��ણે કું	,
આ લિનર્ભ6�ત� એકું કું�યુ6થે) બ)જા કું�યુ6મા�� હ�યુ છી	,  ત	 માપ્રોમા�ણેત� આધ�ડિ�ત નથે) અન	 ત્યુ�� કું�ઈ ચેE નથે).  જ�ઓ,  જ�
તમા��) પ�	 ચેE હ�યુ ત� ત	 કું�યુ>ન�� જ2 થે એકુંબ)જા પ� લિનર્ભ6� �હ	શી	, ત	થે) પ્રો���ર્ભ કું�વ�ન� કું�ઈ �"ત� નથે), કું��ણે કું	 દ�	કું
કું�યુ6 ચેEમા�� બ)જ� �  કું�ઈકું પ� આધ�ડિ�ત છી	. ત	થે), પ્રો���ર્ભ કું�વ� મા�!	 તમા��	 ક્યુ��કું ચેEન	 ત��) ન�ખાવ�� પ�શી	, પ��ત� તમા	 ત	ન	 ત��)
શીકુંત� નથે), કું��ણે કું	 દ�	કું કું�યુ6 ચેEમા�� બ)જ� �  કું�ઈકું પ� આધ�ડિ�ત છી	. ત	થે), આ ગ્રા�ફમા�� ધ�� પ� ડિદશી�ઓ હશી	 અન	 ત	 આ
ગ્રા�ફમા�� કું�ઈપણે ચેE હ�ઈ શીકુંશી	 નહC.
("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ6 ��: 04:28)
ત	થે), અમા	 આ�	ખાન	 લિનદLલિશીત એ�યુકુંલિ�કું ગ્રા�ફ ત�)કું	 ઓળખા�વ)એ છી)એ, ત	થે) લિનદLલિશીત એ�યુકુંલિ�કું ગ્રા�ફ એ મા�ત્ર એકું
લિનદLલિશીત ગ્રા�ફ છી	, જ	મા�� કું�ઈ પણે લિશી��બિંબદ�થે) કું�ઈ ડિદશી�મા�� કું�ઈ પ�થે નથે). ત	થે), જ� માB કું�ઈ વ!Sક્ વ) શીરૂ કુંયુ�T હ�યુ, ત�
ત	 કું	 ન હ�વ�� જ�ઈએ કું	 હ� � એકું જ ડિદશી�મા�� લિનદLલિશીત ડિકુંન��)ઓન) અન�Eમાલિણેકું�ન	 અન��) શીકું�� અન	 કું�ઈકું �)ત	 �) પ�
પ�છી�  આવ)  શીકું��.  ત	થે),  આ ત્યુ��  હ�વ��  જ�ઈએ નહC,  ત	થે)  આ ચેE ન હ�વ��  જ�ઈએ,  અમા	  ��યુ�	ક્!	�  એ�યુલિક્�કું
ગ્રા�ફ્(Directed Acyclic Graphs) ન�માન�� !2�કું�� ન�મા �)એજી ત�)કું	 �ખા)એ છી)એ.  ત	થે),  ઘણે) વ�� �ળત� આપણે	
આ ગ્રા�ફન	 �)એજીએ(DAGs) ત�)કું	 બ���વ)શી��.
("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ6 ��: 05:02)
ત	થે),  મા"યુ� જ	  આપણે	 આપણે� ઉદ�હ�ણેમા�� ચેચે�6 કું�) હત) ત	 છી	  કું	 આપણે	 કું�યુ>ન� મા2હ આપ્યુ� છી	  અન	 આપણે	
અવ��ધ�ન	  ધ્યુ�નમા��  ��ખા)ન	  Eમામા��  ત	ન	  �ખાવ� મા��ગો)એ છી)એ,  અવ��ધ કું�ઈ  નથે) પ��ત�  ,  ધ��.  ત	થે),  �મા�ન્યુ �)ત	
આપણેન	 લિશી��બિંબદ�ઓન� મા2હ આપવ�મા�� આવ	 છી	, આ આપણે� કું�યુ> અમા2ત6 �)ત	  1 થે) n છી	  અન	 આપણે	 વ��ચેવ�� છી	,
આપણે� 1 ન	 n ન	 આ �)ત	 �ખા)એ કું	 અવ��ધન�� આદ� છી	 . આન� માત�બ એ છી	 કું	, આપણે	 �ખ્યુ�ઓન) શ્રે	ણે) �ખા)શી�� જ	
1 થે) n ન� Eમાચેયુ છી	. આ �)ત	, જ્યુ��	 પણે જ	કુંન) અવ��ધ હ�યુ ત્યુ��	 ધ�� જ	કું	 �જ2  કું�	 છી	, ત	 પછી) આપણે	 જ	  Eમા��કુંન
કું�)એ છી)એ ત	 j એ પહ	�� જ આવવ�� આવશ્યુકું છી	. ત	થે), ત	 ન હ�ઈ શીકું	 કું	 આપણે	 પહ	�� અમા��) માયુ�6દ� મા�જબ k પહ	���
j  કું�વ�� પ�શી	,  પ��ત� જ	  Eમામા�� આપણે	 ઉત્પન્ન કુંયુ�T ત	  k મા��  j  પહ	�� થે�યુ છી	. ત	થે),  અ�લિતમા અન�Eમામા�� લિશીષા6કું�ન� હ�કુંમાન	
�).એ.એ.જી.  દ્વ���  આપવ�મા��  આવ	�)  અવ��ધ�ન�  આદ�  કું�વ�  જ  જ�ઇએ,  ત	થે)  લિવલિવધ  કું��ણે��  આન	
!�પ���લિજકું�)(topologically) �)એજીન	 X!6 કું�વ�મા�� આવ	 છી	.
("��ઇ�માયુન� �દર્ભ6 ��: 06:02)
ત	થે), પ્રોથેમા લિન�)ક્ષાણે એ છી	 કું	 જ� લિનદLલિશીત ગ્રા�ફમા�� એકું ચેE હ�યુ, ત� તમા	 ત	ન	 "થે�લિનકું "ત�	 ઑ�6� કું�) શીકુંશી� નહC. કું��ણે
કું	, જ� ત	ન) પ�	 ચેE હ�યુ ત� ઉદ�હ�ણે ત�)કું	, જ	 અન	 કું	 જ	  લિવચે��	 છી	 ત	 ચેE પ� લિશી��બિંબદ� છી	 , ત� તમા��) પ�	 j થે) k
થે) પ�થે અન	 k થે) j ન� પ�થે હશી	. હવ	, ત	 જ�વ�ન�� �ળ છી	 કું	 !�પ���લિજકું� ઓ�6રિં�ગો અવ��ધ એ પ�થે �ધ) લિવ"તZત છી	
કું	 જ� મા��) પ�	 ધ�� પહ	�� ડિકું પહ	��� j છી	, ત� હ� � જાણું� છી� � કું	 j એ અ�લિતમા અન�Eમામા�� k પહ	�� જ દ	ખા�યુ છી	, ત	 પણે j થે)
k ન� પ�થે ધ��વ	 છી	, પછી) j થે) k થે) લિનર્ભ6�ત� Eમા છી	. ત	થે), j એ પહ	�� જ દ	ખા�યુ છી	. હવ	, જ� મા��) પ�	 ચેE હ�યુ ત�
ત	 કુંહ	 છી	 કું	 j એ પહ	�� આવવ�� આવશ્યુકું છી	 અન	 કું	 જ	 પહ	�� જ જ�ઈએ. ત	થે), આન	 ત��) ન�ખાવ�ન� કું�ઈ �"ત� નથે)
((માયુન��દર્ભ6: 06:45)),
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ત	થે) આપણે	 આ પડિ�લિ"થેલિત �થે	 અ�ત ��વ)શી�� જ્યુ�� આપણે	 આ કું�માન� મા2હન	 અવ��ધન� આદ� મા�!	 ઓ�6� આપ)
શીકુંત� નથે). ત	થે), આ ગ્રા�ફમા�� ચેE છી	, ત� ત	 "પD છી	 કું	 ત્યુ�� કું�ઈ "થે�લિનકું Eમામા�� શીક્યુ નથે).
("��ઇ�માયુન� �દર્ભ6 ��: 06:58)
ત	થે), આપણે	 શી�� મા�ન)એ છી)એ; જ� કું	, �)એજ	 મા�!	 ત્યુ�� કું�ઈ ચેE નથે), ગ્રા�ફ વ�"તવમા�� એ�યુકુંલિ�કું છી	 ત્યુ��બ�દ આપણે	
ત	ન	 !�પ���લિજકું�)(topologically) �)ત	 ઓ�6� આપ) શીકું)એ છી)એ. ત	થે), આ વ્યુ2હ�ચેન� ન)ચે	 પ્રોમા�ણે	 લિશી��બિંબદ�ઓન	
Eમામા��  ગો�ઠવવ�ન��  છી	,  તમા	  પહ	��  બધ�  લિશી��બિંબદ�ઓન)  2લિચે  કું��  જ	ન)  કું�ઈ  લિનર્ભ6�ત�  નથે).  અમા���  પહ	��ન�
ઉદ�હ�ણેમા��, જ	 વ!Lક્ન) કું�ઈ લિનર્ભ6�ત� નથે) ત	 પ�પ�!6 મા	ળવવ�મા�� આવ) હત), પ�પ�!6 મા	ળવવ� પહ	��� અમાન	 કું��ઇ
કું�વ�ન) જરૂ� નહ�ત),  ત	થે) અમા	 ત	  પહ	�� કું�) શીકું)એ છી)એ.  હવ	,  એકુંવ�� અમા	 એકુંદમા !�ચે પ� હ�ઈએ છી)એ કું	
લિનર્ભ6�ત� તમા	 કું�ઈપણે શ્વ	તત� જ�ઓ છી� જ	 ત	 બધ) જ લિનર્ભ6�ત� છી	 જ	 હવ	 �ત�ષાકું��કું છી	 અન	 પછી) અમા	 ત	ન	 અ�શી��ડિકુંત
કું�) શીકું)એ છી)એ.  ત	થે),  આપણે	 કું�ઈપણે ઇનકુંબિંમાગો ડિકુંન��)ઓ �થે	 વ્યુવલિ"થેત �)ત	 લિશી��બિંબદ�ન	 2લિચેબદ્ધ કું�) શીકું)એ
છી)એ, પછી) ત	 બધ�ન	 લિશી����લિબત કું�	 છી	 જ	ન) આવન��) ધ�� પહ	�	થે) જ �ખ્યુ� મા�!	 જવ�બદ�� છી	.
("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ6 ��: 07:45)
ત	થે), આ લિવચે��ન	 ઔપચે�ડિ�કું બન�વવ� મા�!	 આપણે	 કું	!�)કું પડિ�ર્ભ�ષા� �જ2  કું�)એ છી)એ, ત	થે) યુ�દ ��ખા� કું	 અણેધ�યુ�6
ગ્રા�ફ મા�!	, આપણે	 વ) ન) �)ગ્રા)ન� ઉપયુ�ગો વ) �થે	 જ���યુ	�� લિશી��બિંબદ�ઓન) �ખ્યુ�ન	 �દર્ભ6વ� મા�!	 કું�)એ છી)એ. ત	થે),
વ) હત) લિશી��બિંબદ�ઓ આગોળ ધ�� દ્વ��� જ���યુ	��� છી	 , ત� પછી) આપણે	 કુંહ)શી�� કું	 વ) ન) ડિ�ગ્રા) 4 છી	. હવ	, કું��ણે કું	 આપણે)
પ�	 લિનદLલિશીત ગ્રા�ફ છી	, ત	ન) પ�	 ડિકુંન��)ઓ પ� ડિદશી�ઓ છી	 , આપણે) પ�	 કું	!�)કું ધ�� છી	 જ	  આવ) �હ) છી	 અન	 અમા�કું
ધ�� જ	  બહ�� આવ) �હ) છી	. . ત	થે),  આપણે	 ડિ�ગ્રા)ન	 ઇન્�	ગ્રા) અન	 આઉ!�	ગ્રા)મા�� અ�ગો કું�)એ છી)એ.  ત	થે), ઇન્�	ગ્રા) એ
વ)મા�� લિનદLલિશીત વ)મા�� લિનદLલિશીત ધ��ન) �ખ્યુ� છી	, v ન) આઉ!�	ગ્રા) વ)મા��થે) લિનદLશી કું�ત) ઘણે) ધ�� છી	.
("��ઇ�માયુન� �દર્ભ6: 08:24)
ત	થે), અમા��� પ્રોથેમા દ�વ� એ છી	 કું	 દ�	કું �)એજી પ�	 છી	 ડિ�ગ્રા) 0 ન) �થે	 ઓછી�મા�� ઓછી� એકું લિશી��બિંબદ�, દ�ખા�� ત�)કું	,
ડિ�ગ્રા) 0 મા�� એકું શી�કું�દ્રD� છી	 જ	  કું�ઇ લિનર્ભ6�ત� ધ��વત�� નથે), ત	 કું�ઇ પણે પ� આધ�� ��ખા	 છી	, આમા�� જ	  કું�ઇકું લિનદLશી કું�	 છી	 ત	
કુંશી�� જ નથે). હવ	, આપણે	 આન� �લિબત) કું	વ) �)ત	 આપ)એ છી)એ કું	 આપણે	 કું�ઈ પણે વ!Sક્ વ) �થે	 પ્રો���ર્ભ કું�)એ
છી)એ જ	મા કું	  0  કું�ત� વધ��	 ડિ�ગ્રા) ધ��વ	 છી	,  કું��ણે કું	 ત	ન�મા�� ત	 કું�ઇકું લિનદLશી કું�	 છી	,  ત� ત	મા��  અમા�કું ધ�� આવવ� જ
જ�ઈએ, ત� ચે��� આપણે	 બ) 2 મા�� બ���વ)એ હવ	, ધ��� કું	 આ ડિ�ગ્રા) 0 મા�� નથે), ત� ત	 ત	ન� પ� લિનદLશી કું�ત) વ"ત� પણે
હ�વ) આવશ્યુકું છી	. ત	થે),  પછી) માન	 ત્ર)જ� ર્ભ�ગો માળ	 છી	,  ત	થે) આ �)ત	 જ� હ� � શી�ધ) �હ્યા� છી�  કું	 લિશી�ચ્છી	દન� �માન� 0
ડિ�ગ્રા) કું�ત� વધ� છી	, ત� અ�ત	, મા��	 મા��� ગ્રા�ફમા��ન� બધ� લિશી��બિંબદ�ઓન	 ગોણેત�) કું�વ) પ�શી	. હવ	, જ� ત્યુ�� હજી પણે કું�ઈ
કું	 નથે) કું	 નવમા� ર્ભ�ગોમા�� nth vertex મા�� n લિશી��બિંબદ� હ�યુ ત� પણે 0 ન� વધ��� થેત� નથે), ત� ત	મા�� આવત) ધ�� હ�વ)
આવશ્યુકું છી	,  પ��ત� ત	 નવ) કું!Lકુંથે) ન હ�ઈ શીકું	.  ત	થે),  ત	 અલિ"તત્વમા��ન� લિશી��બિંબદ�ઓમા��થે) એકું ત�ફ લિનદLશી કું�	 છી	  જ	
પહ	���થે) જ�યુ	�) છી	. ત�, જ� મા��) પ�	 તત અન�Eમા અથેવ� લિશી��બિંબદ� હ�યુ ત� જ	 પ્રોત્યુ	કું પ�છી�� એકું ત�ફ ડિ�ગ્રા) �થે	
0 ન) માકુંક્ષા નથે), ત	 પછી) હ� � ચેE �થે	 અ�ત કું�)શી, પ��ત� આ લિવ��ધ�ર્ભ� છી	, કું��ણે કું	 આપણે) પ�	 જ્ઞા�નકું�શી છી	 ગ્રા�ફ.
ત	થે), કું�ઈપણે લિનદLલિશીત એ�યુકુંલિ�કું ગ્રા�ફમા��, ત	 ડિ�ગ્રા) 0 �થે	 ઓછી�મા�� ઓછી� એકું લિશીખા� હ�વ�� આવશ્યુકું છી	 , જ	  કું�યુ6ન)
શીરૂઆત અથેવ� કું�યુ6ન) �ખ્યુ�મા��થે) વધ� લિનર્ભ6�ત� �થે	 કું�યુ6 �થે	 �બ�લિધત છી	.
("��ઇ�માયુન� �દર્ભ6 ��: 09:58)
ત	થે), આ એલ્ગો�ડિ�ધમાન� વધ� લિવ"તZત �"કું�ણે છી	  જ	  ત	 અગો�ઉ વણે6વ	�� છી	. ત	થે), અમા	 એકું પ�દ કું��અક્ષા��શી 0 �થે	,
આપણે	 કુંહ)એ છી)એ કું	 આવ� શી�કું�દ્રુપ કું�ઈ લિનર્ભ6�ત� નથે),  હવ	 આપણે	 ગોણેત�) કું�) છી	  કું��ણે કું	 હવ	 ત	 ગોણેત�) મા�!	
ઉપ�બ્ધ છી	  અન	 પછી) અમા	 ગ્રા�ફમા��થે) કું�ઢી) ન�ખ્યુ��  છી	 .  ત	થે),  જ્યુ��	 આપણે	 ગ્રા�ફમા��થે) ડિ�ગ્રા)  0  મા�� કું�ઈ શી2ન્યુત� કું�ઢી)
ન�ખા)એ છી)એ ત્યુ��	 ધ��	 છી	  કું	 જ્યુ��	 અમા��) પ�	 આ જ	વ) �)એજી છી	. ત	થે), ધ��� કું	 આપણે	 આન	 પ�દ કું�)એ છી)એ
અન	 અમા	 કું�ઢી) ન�ખા)એ છી)એ, પછી) "પDપણે	 �)એજી શી�� છી	. કું��ણે કું	, ત	 હજી પણે લિનદLલિશીત છી	 અન	 અમા	 એકું ચેE �જ2
કુંયુ�T નથે), ત	થે) ત	 પહ	�	થે) જ જ્ઞા�નકું�શી) છી	 અન	 ધ��ન	 કું�ઢી) ન�ખા)ન	 આપણે	 ચેE �જ2  કું�) શીકુંત� નથે). ત	થે), "પDપણે	 ત	
એકું �)એજી છી	, ત	થે) આપણે	 મા�ન મા�પદ�� ��ગો� કું�) શીકું)એ છી)એ, આ નવ� �)એજીમા�� ડિ�ગ્રા) 0 �થે	 ઓછી�મા�� ઓછી�
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એકું ડિ�ગ્રા) હ�વ� જ�ઈએ. ત	થે), આપણે	 ત	ન	 અ�કું�લિશીત કું�) શીકું)એ છી)એ અન	 ચે��� ��ખા)એ છી)એ, ત	થે) આપણે	 અ�દ�થે)
લિશી��બિંબદ�ન	 અ�કું�શીમા�� ��ખા)એ છી)એ ડિ�ગ્રા) 0 અન	 �).એ.જી. દ્વ��� ખા��) થેઈ જાયુ છી	, દ�	કું એન વ!Sક્ન) ગોણેત�) કું�વ�
મા�!	 આપણે	 �).એ.જી.મા��થે) કું�ઢી) ન�ખા)શી��.
("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ6 ��: 11:00)
ત	થે), ચે��� આપણે	 આ �)એજીન) વ્યુ2હ�ચેન�ન	 ��ગો� કું�)એ, ત	થે) આપણે	 પહ	�� દ�	કું લિશીષા6કુંન	 �	બ� કું�)ન	 પ્રો���ર્ભ કું�)એ
છી)એ ત	 ડિ�ગ્રા)મા�� છી	. ત	થે), વ��ચે)શી�� કું	 આપણે	 દ�	કું લિશીખા�ન) �)ગ્રા)મા�� 2ચેન કુંયુ�T છી	 . ત	થે), ઉદ�હ�ણે ત�)કું	 1 અન	 2 મા�� કું�ઈ
આવન��) ડિકુંન��)ઓ નથે).  ત	થે),  ત	ઓ ડિ�ગ્રા)  0  મા�� છી	,  વ	�!	ક્  3, 2  �)ગ્રા)મા��  2  ધ�� આવ	 છી	,  વ!Lક્  8  ન) અ�દ�  4
ડિકુંન��)ઓ આવ	 છી	 અન	 4 થે) 4 �)ગ્રા)મા�� છી	 અન	 ત	થે), હવ	 આપણે	 0 અ�શીમા�� Eમા��ડિકુંત Eમા��કું �	વ�ન�� અન	 દ2� કું�વ�� પ�શી	. .
ત	થે), આપણે) પ�	 1 અન	 2 વચ્ચે	ન) પ�દગો) છી	, ત	થે) ધ��)એ કું	 આપણે	 1 થે) પ્રો���ર્ભ કું�)એ છી)એ, ત	થે) અમા	 1 થે) શીરૂ
કું�)એ છી)એ જ	 આપણે	 દ2� કું�) દ)ધ) છી	 અન	 હવ	 જ્યુ��	 આપણે	 દ2� કું�)એ છી)એ ત્યુ��	 અમા	 ત	ન) બહ��ન) ધ��ન	 પણે દ2�
કું�)એ છી)એ. ત	થે), 3, 4 અન	 5 મા�� આવત� ધ�� 1 થે) ઘ!��	 છી	, કું��ણે કું	 1 �)!) 1 ગોઈ છી	, ત	થે) ત	મા�� આવત� ધ�� 1
દ્વ��� ઘ!��	 છી	 ત્યુ�� ડિ�ગ્રા)મા�� 1 પણે ઘ!��� થે�યુ છી	.
("��ઇ�માયુન� �દર્ભ6 ��: 11:57 )
ત	થે), 1 ન� મા�લિપ્ત પ� શી�� થે�યુ છી	 ત	 આપણે	 નcધ્યુ�� છી	 અન	 આપણે	 3, 4 અન	 5 ન) 2, 1 1 થે) 1 0 0 ન) ડિ�ગ્રા) ઘ!��)એ
છી)એ.
("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ6 ��: 12:04)
ત	થે), યુ�દ કું�� કું	 ત	 પહ	�� ઘ!��� અથેવ� 2 1 અન	 1, હવ	 આ ધ��� જ	  ત	માન) અ�દ� આવ) �હ) છી	  ત	 કું�ઢી) ન�ખાવ�મા��
આવ) છી	. ત	થે), જ્યુ��	 આપણે	 આન	 �દ્દ કું�)એ છી)એ, ત્યુ��	 આપણે	 ઇનકુંબિંમાગો ડિકુંન��)ઓન	 પણે �)�)! કું�)એ છી)એ.
("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ6 ��: 12:14)
ત� હવ	 આપણે) પ�	 1 0 0 છી	, હવ	 આપણે) પ�	 ત્રણે પ�દગો)ઓ છી	, બ	 મા2ળ છી	 જ	  ડિ�ગ્રા) 0 મા�� છી	 અન	 આપણે) પ�	
બ	 નવ� લિશી��બિંબદ�ઓ 4 અન	 5 છી	 જ	 જ� તમા	 કું�વ� મા��ગો� છી� ત	માન	 કુંX� કું��, જ	ન) પ2વ6શી�ત પ2ણે6 થેઈ ગોઈ છી	. ત	થે), કું�યુ>
1 એ મા�ત્ર 4 મા�!	 પ2વ6 લિવન�ત) કું��ઈ હત), !�"કું 1 એ ફક્ત 5 મા�!	 પ2ણે6 આવશ્યુકું ઇ�) છી	 જ	  ત	 પ2ણે6 થેઈ ગોયુ�� છી	. ત	થે), 4
અન	  5 અથેવ� હવ	 ઉપ�બ્ધ છી	,  ત	થે) આપણે	 કું�ઈ પણે 2, 4 અન	  5 પ�દ કું�) શીકું)એ ત	 કું�ઈ વ��ધ� નથે).  ત�,  ચે���
ધ��)એ કું	 આપણે	 4 પ�દ કું�)એ ત� ફ�)થે) આ બ	 ધ��� જશી	. ત	થે), આ 1 થે) ઘ!��	 છી	 અન	 આ ઘ!��	 છી	.
("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ6 ��: 12:48)
ત�, આપણે	 ત	 કું�) શીકું)એ છી)એ 4 અન	 4 ન) 6 થે) 6 ન) �)ગ્રા) ઘ!��)એ, 8 થે) 4 થે) 4 ન) 3 ઘ�ત. , હવ	 કુંદ�ચે !�"કું 2 ન	
દ2� કું�વ�ન� લિનણે6યુ છી	.
("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ6 ��: 13:00)
ત	થે), જ્યુ��	 તમા	 પ� 2 કું�� છી�, ત્યુ��	 3 ન) ડિ�ગ્રા) ઓછી) થે�યુ છી	 અન	 8 ડિ�ગ્રા)મા�� ઘ!��� થે�યુ છી	. ત	થે), નcધ �� કું	 8 ન	
હજ�  જ 5 અન	 7 ન) આવશ્યુકુંત�ઓમા�� બ�કું) છી	, ત	થે) ત	 હજી કું�) શીકું�ત�� નથે), પ��ત� 3 અન	 5 ઉપ�બ્ધ છી	.
("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ6 ��: 13:14)
ત	થે), કુંદ�ચે હ� � 5 કુંરું�, ત	થે) હવ	 8 વત્તા� 1 અન	 હવ	 કું�ઈ લિવકુંલ્પ નથે), 0 �)ગ્રા) �થે	ન� એકુંમા�ત્ર કું�યુ6 છી	  3. ત	થે), હ� � 3 કુંરું�
છી� �, ત	થે) હવ	 હ� � ત	 જ�ઈ શીકું�� છી� �  આ વ�"તવમા�� જ	  �)ત	 દ��વ�મા�� આવ	 છી	 ત	 એ છી	 કું	 ત	 Eમા છી	 , મા��	 6 પહ	�� 6, 6 પહ	��
6, 7 થે) 7 પહ	�� જ હ�વ�� જ�ઈએ. ત	થે), માન	 આ બિંબદ� પ� કું�ઈ લિવકુંલ્પ નથે). 3.
("��ઇ�!�ઇમા: 13 ન� �દર્ભ6 ��)
પછી), 6.
("��ઇ�માયુન� �દર્ભ6 ��: 13:33)
પછી), 7.
("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ6 ��: 13:34)
પછી) છી	લ્�	, 8.
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("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ6 ��: 13:36)
આ માયુ	 ગ્રા�ફ ગ્રા�ફ ખા��) છી	  અન	 માન	 લિશી����બન� અન�Eમા પ્રો�પ્ત કું�વ� પ�શી	 જ	  મા�ન્યુ !�પ���લિજકું� ઓ�6રિં�ગો છી	 ,
કું��ણે કું	 લિશી��બિંબદ� પ્રોત્યુ	કું જ��) જ	  મા��� મા2ળ ગ્રા�ફમા�� ધ�� છી	  ત	 Eમા છી	 .  ત	થે),  ધ��ન� ત	 "ત્ર�ત �ક્ષ્યુન) ધ��ન) આગોળ
દ	ખા�યુ છી	.
("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ6 ��: 13:52)
ત	થે), ચે��� આપણે	 કું	!��કું "યુ��� કું��ન	 એલ્ગો�ડિ�ધમા મા�!	 જ�ઈએ જ	  આપણે	 હમાણે�� જ �)એજી દ્વ��� અમા�મા�� મા2ક્યુ�
છી	.  ત	થે),  આ ચે�ક્કું અલ્ગો�ડિ�ધમામા�� આપણે	 પ્રોથેમા ડિ�ગ્રા)ન) ગોણેત�) કું�)ન	 પ્રો���ર્ભ કું�)એ છી)એ,  ત	થે) ડિ�ગ્રા)ન) ગોણેત�)
કું�વ� મા�!	, આપણે	 શી�ધવ�ન) જરૂ� છી	 કું	 કું	!�� ��કું�ન	 જ	  જીન) �પલિત્તા માળ	 છી	 ત	 શી�ધવ� મા�!	 અમા��	 કું	!�) જરૂ� છી	. 1
ન) બ��બ�,  કું��ણે કું	 ત	  j  થે)  i  ન) ધ�� �થે	 અન��ક્ષા	 છી	.  ત	થે),  જ્યુ��	 અ�જાન)  (adjacency)  મા	ડિMક્ આ વ�ક્યુ
ધ��વત� "ત�ર્ભન	 જ�વ�મા�� આવ	 છી	.  કું��ણે કું	,  મા��) પ�	ન� "ત�ર્ભમા��,  તમા��) પ�	 એ 1,  આઈ 2,  એ 2 અન	 એમાન�
"વરૂપમા�� પ્રોવ	શી� હશી	. ત�,  આપણે) પ�	 આ એન્M) હશી	 અન	 આપણે	 આ બધ�ન	 "કું	ન કું�વ� મા��ગો)એ છી)એ અન	 પછી)
બધ� 1s ઉમા	�)શી��. ત	થે), આપણે	 1 ન) બ��બ� ડિ�ગ્રા) �યુ�લિજત કું�)ન	 શીરૂ કું�)એ છી)એ, એકું ડિ�ગ્રા) હ� � મા�ન 0 અન	 પછી)
દ�	કું હ��ળ મા�!	 આપણે	 j j ઉમા	��. ત	થે), ત	 ક્યુ�� ત� 0 અથેવ� 1 છી	 અન	 ત	થે) આપણે	 બધ� આવન��� ડિકુંન��)ઓ એકુંલિત્રત
કું�)એ છી)એ જ	  માન	  i  ન) ડિ�ગ્રા) ત�)કું	 2ચેવ	 છી	,  હવ	 આપણે	 ગોણેત�) કું�વ�ન�� શીરૂ કું�)એ છી)એ.  ત	થે),  આપણે	 જાણે)એ
છી)એ કું	 આ એકું �)એગો છી	, ત	થે) આપણે	 જાણે)એ છી)એ કું	 દ�	કું બિંબદ�એ ડિ�ગ્રા) 0 ન) �થે	 ઓછી�મા�� ઓછી� 1 j છી	. ત	થે),
આપણે	 આવ) કું�ઈ j પ�દ કું�)એ, aj જ	 ડિ�ગ્રા) 0 મા�� છી	 ત	 પ�દ કું��, હવ	 જ્યુ��	 આપણે	 ગોણેત�) કું�)એ છી)એ કું	 આપણે	
ગ્રા�ફમા��થે) દ2� કું�વ� ઈચ્છી)એ છી)એ. વ�"તવમા�� ગ્રા�ફન	 વ�"તવમા�� �શી�લિધત કું�વ�ન	 બદ�	, અમા	 મા�ત્ર ત	 �શી�લિધત ગ્રા�ફન�
એકું અ�દ�લિજત �"કું�ણે ત�)કું	 ડિ�ગ્રા) �થે	 કું�યુ6 કું�)શી��. ત	થે), આપણે	 પહ	�� આ ચે�ક્કું લિશી�ચ્છી	દ મા�!	 �)ગ્રા)મા�� ઓછી� 1 મા��
�યુ�લિજત કુંયુ�T છી	. ત	થે), બ�દબ�કું) 1 ન� અથે6 એ છી	 કું	 ત	 ગ્રા�ફમા�� હ�ઈ શીકુંત�� નથે), કું��ણે કું	 તમા��) પ�	 ઓછી� 1 ડિકુંન��)
પ�ઇન્ટ્ ન હ�ઈ શીકું	 ત	 ઓછી�મા�� ઓછી� 0 ડિકુંન��) હ�ઈ શીકું	 છી	. ત	થે), આ અ�કું��કું �)ત	 અથે6 છી	 કું	 જ	  j થે) 4 અન	 હવ	
દ�	કું આઉ!ગો�ઇંગો ધ�� મા�!	 j ત�)કું	 ગોણેવ�મા�� આવશી	 નહC. ત	થે), જ્યુ�� પણે આપણે	 j ત�ફ ધ્યુ�ન આપ)એ છી)એ, આપણે	
ત	ન	 ઘ!��વ� મા��ગો)એ છી)એ, કું��ણે કું	 આપણે	 આ ધ��ન	 દ2� કું�વ� જઇ �હ્યા� છી)એ, આપણે	 આ ધ��ન	 દ2� કું�)એ છી)એ.
ત	થે), 1 થે) એન �ધ)ન� પ્રોત્યુ	કું k મા�!	 આપણે	 j ન� જવ�ન� પ���શી)ઓન	 "કું	ન કું�)એ છી)એ અન	 જ� જ	કું એ એજ છી	,
ત� જ	કું	 1 છી	 1 આપણે	 1 દ્વ��� કું	. મા�� ડિ�ગ્રા) ઘ!��)એ છી)એ.
("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ6 ��: 15:48)
ત�, આ શી�� છી	 એલ્ગો�ડિ�ધમાન) જડિ!�ત� એ જ�વ� મા�!	 એકુંદમા �ળ છી	 કું	 આ અ�જાન) (adjacency) મા	ડિMક્ અથેવ�
�જ2આત મા�!	 ત	 n ચે�� છી	, કું	મા કું	 આપણે	 ડિ�ગ્રા)મા�� પ્રો���ર્ભ કું�વ�ન�� જ�યુ�� ત્યુ��	 માયુ n ચે��
((માયુન��દર્ભ6: 16:01))
�	 છી	. કું��ણે કું	, આપણે) પ�	 1 થે) n ન) એકું બ�હ્યા �2પ છી	 અન	 પછી) દ�	કું બ�હ્યા �2પ મા�!	 આપણે) પ�	 1 થે) n �ધ)
આ�તડિ�કું �2પ છી	, ત	થે) આ એકું "ક્વ	� �2પ છી	. અન	 પછી), જ્યુ��	 આપણે	 લિશી��બિંબદ�ઓન	 ફ�)થે) ગોણેત�) કું�)એ છી)એ ત્યુ��	
આપણે) પ�	 એકું બ�હ્યા �2પ હ�યુ છી	 જ	  એકું વ�� દ�	કું લિશી��બિંબદ�ન) ગોણેત�) કું�શી	. અન	 પછી) આ�તડિ�કું �2પ મા�!	, આપણે	
બધ�ન	 પ��શી)ઓ અન	 ઘ!���ન) તપ� કું�વ�ન) જરૂ� છી	 . ત�, આપણે) પ�	 2 એન "ક્વ	� �2પ્ છી	 અન	 ત	થે), આ માગ્રા
વ"ત� ઑ�6� n "ક્વ	� �	 છી	.
("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ6 ��: 16:29)
હવ	,  આપણે	 બiફએ(BFS)  અન	 �)એફએ(DFS)  �થે	 જ�યુ��  છી	,  જ� આપણે	 અ�જાન)  (adjacency)  2લિચેન�
ઉપયુ�ગો કું�)એ ત� આપણે	 થે���� વધ� હcલિશીયુ�� હ�ઈ શીકું)એ છી)એ અન	 આપણે	 આ વગો6ન	 એન ચે��થે) �	ખા)યુ બન�વવ�
ન)ચે	 ��વ) શીકું)એ છી)એ. Eમામા�� n વત્તા� મા). ત�, આપણે	 આ કું	વ) �)ત	 કું�)એ? ઠ)કું છી	, અમા��) પ�	 આ 2લિચે હશી	, ત	થે)
અમા��) પ�	 2લિચે 1, 2 છી	 અન	 આમા��ન� દ�	કું મા�!	 અમા��) પ�	 ત	 2લિચે છી	  પ��શી)ઓ. ત	થે), જ� તમા	 આમા��થે) પ��
થે�ઓ, કું��ણે કું	 આપણે	 આ દ�	કું ધ��ન	 કુંહ્યા�� છી	, હવ	 આ એકું લિનદLલિશીત ગ્રા�ફ છી	. ત	થે), દ�	કું ધ�� ફક્ત એકું જ વખાત �જ2  કું�	
છી	 જ� આઇ થે) આઇ ત�ફન� ધ�� ત	 i મા�!	 2લિચેમા�� એન્M) j ત�)કું	 દ	ખા�શી	. ત	થે), જ� તમા	 આ 2લિચેન	 દ� વખાત	 "કું	ન કું��
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છી�, ત્યુ��	 અમા	 AJ ન	 જ�એ છી	, આપણે	 જાણે)એ છી)એ કું	 j મા�� એકું ધ�� છી	 અન	 આપણે	 વધ��� કું�)શી��. ત	થે), આપણે	 બધ�
ડિ�ગ્રા)ન	 0 થે) �યુ�લિજત કું�)ન	 પ્રો���ર્ભ કું�)એ છી)એ, અમા	 બધ) 2લિચેન	 "કું	ન કું�)એ છી)એ અન	 જ્યુ��	 પણે અમા	 કું�ઈ 2લિચેમા��
એન્M) જ�ત� હ�યુ ત્યુ��	, અમા	 ત	ન	 ડિ�ગ્રા)મા�� વધ��� કું�)એ છી)એ. ત	થે), 2લિચેન� એકું "કું	ન જ	 માયુ Eમામા�� છી	, આપણે	 ડિ�ગ્રા)
મા	ળવ) શીકું)એ છી)એ. હવ	, આપણે) પ�	 ડિ�ગ્રા)મા�� 2લિચે છી	, ત	થે) આપણે	 બધ� ડિ�ગ્રા) લિશી��બિંબદ�ઓન	 કુંત��મા�� મા2કું) શીકું)એ
છી)એ, જ	ન�થે) આગોળન�� વ�ક્યુ શી�� છી	 ત	 શી�ધવ�ન�� �ળ બન	 છી	 . ત	થે), આ "કું	નન� અ�તમા�� આપણે	 બધ� ડિ�ગ્રા) શી�ધવ� મા�!	
ઑ�6� એમા "કું	ન કુંયુ�T  છી	 ,  હવ	 અન	 ઑ�6�  n  "કું	ન અમા	 બધ�  0  ડિ�ગ્રા) લિશી��બિંબદ�ઓન	 કુંત��મા�� મા2કું) શીકું)એ છી)એ.  હવ	,
આપણે	 બ�કું)ન� ઘણે� બધ� કું�) શીકું)એ છી)એ જ	મા આપણે	 પહ	�� કુંયુ�T છી	 ,  આપણે	 કુંત��મા�� પ્રોથેમા કુંણે6ન	 ગોણેત�) કું�)એ
છી)એ અન	 પછી) આપણે	 ત	ન) 2લિચે પ� જઈએ છી)એ જ	  હવ	 અ�જાન) (adjacency) 2લિચેમા�� "પDપણે	 ઉપ�બ્ધ છી	,
ત	 બહ��ન� પ���શી)ઓ છી	, ત	ન� ડિ�ગ્રા)મા�� ઘ!��� કું�	 છી	  અન	 જ� કું�ઈ હ�યુ ડિ�ગ્રા)મા�� ત	 0 થે�યુ છી	, આપણે	 કુંત��મા�� ઉમા	�)
શીકું)એ છી)એ. ત	થે), આપણે	 જાણે)એ છી)એ કું	 ત	 હવ	 પ્રોડિEયુ� કું�) શીકું�યુ છી	 , ત	થે) આ એકું�દ�	 બન	 છી	 ત	 2લિચેન	 "કું	ન કું�વ�
મા�!	 ઓ�6� એમા માયુ �	 છી	 અન	 કુંત�� શીરૂ કું�વ� મા�!	 ઓ�6� n માયુ �	 છી	 અન	 પછી) આ Eમામા�� n ન� �2પ છી	 જ્યુ�� બધ�
અપ�	ટ્ પ� અમા	 એકું�દ�	 કું�)શી�� ડિ�ગ્રા) ઓ�6� n વખાત અપ�	! કું��, ત	થે) આ ઓ�6� n વત્તા� એમા છી	.
("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ6 ��: 18:26)
ત	થે), અહC અન�રૂપ "યુ��� કું�� છી	, ત	થે) પ્રોથેમા ગ્રા�ફ એ આપણે� ગ્રા�ફમા�� પ્રોત્યુ	કું લિશીષા6કું મા�!	 0 થે) અ�શીન) શીરૂઆત કું�વ�ન�
છી	,  પછી) આપણે	 બધ� ધ��મા��થે) પ�� થે�યુ છી	 .  ત	થે),  અમા	 દ�	કું અ�જાન) (adjacency)  2લિચેન	 જ�ઈન	 આ કું�)એ
છી)એ. પ્રોત્યુ	કું લિશી��બિંબદ� મા�!	 આપણે	 દ�	કું પ���શી) i, j અન	 અ�જાન) (adjacency) 2લિચે ત�ફ ધ્યુ�ન આપ)એ છી)એ
અન	 આમા��ન� પ્રોત્યુ	કું મા�!	 આપણે	 j ન) ડિ�ગ્રા) વધ��)એ છી)એ, કું��ણે કું	 આપણે	 j ત�ફ લિનદLશી કું�ત) ડિકુંન��)ઓ ત�ફ જ�ઈ
�હ્યા� છી)એ,  જ	ન� �કું	ત આપત�� નથે).  ત	થે), j  મા�� આ લિનદLશી જ� દ) જ� દ) 2લિચેમા�� આવશી	.  પ��ત�,  જ્યુ��	 આપણે	 ત	માન	
પ્રોત્યુ	કું મા�!	 ત	માન� �માન� કું�)શી�� ત્યુ��	 અમા	 ત	ન� મા�!	 ખા�ત� કું�)શી�� અન	 ત	મા�� એકું ઉમા	�)શી��. હવ	, આપણે	 2લિચે દ્વ��� એકું
વ�� વધ� લિશીષા6કું�ન) 2લિચેમા�� જઈએ છી)એ અન	 દ�	કું વખાત	 ડિ�ગ્રા) 1, 0 મા�� જ�શી��, હ� � કુંત��મા�� ઉમા	રું� છી� �. અન	 હવ	 આપણે	 આ
�2પ કું�)એ છી)એ ત્યુ�� �ધ), કુંત�� ખા��) ન થે�યુ ત્યુ�� �ધ) આપણે	 ઓછી�મા�� ઓછી� એકું ગ્રા�ફન	 યુ�દ ��ખા)એ છી)એ કું	 એકું
ગ્રા�ફ એ ખા��) નથે),  આપણે	 જાણે)એ છી)એ કું	 ડિ�ગ્રા)  0 ન) �થે	 ડિ�ગ્રા) વ!Lક્મા�� ઓછી�મા�� ઓછી� �  એકું છી	 .  ત	થે)  ,  ત	ઓ
કુંત��મા�� હ�વ� જ જ�ઈએ, કું��ણે કું	 અમા	 ત	માન	 બધ�ન	 કુંત��થે) ઉદ્ર્ભવ્યુ�� છી	  અન	 દ�	કું જ	  આપણે	 ઉત્પન્ન કું�)એ છી)એ ત	
અમા	 કુંત��મા�� ઉમા	�)શી��. ત	થે), કુંત�� �થે	 ખા��) નથે), આપણે	 કુંત��ન� પ્રોથેમા તત્વન	 ધ્યુ�નમા�� �ઈએ છી)એ, પછી) આપણે	
ત	ન� અ�જાન) (adjacency) 2લિચે ત�ફ ધ્યુ�ન આપ)એ છી)એ, ત	 બધ� લિશી��બિંબદ�ઓન) ડિ�ગ્રા) ઘ!��	 છી	 અન	 જ� ત	મા��ન)
કું�ઈપણે હવ	 0 ડિ�ગ્રા)મા�� થે�યુ છી	, ત� આપણે	 ઉમા	�ત�� કુંત��મા��. ત	થે), આ એલિ�મા	ન્! 2લિચે અન	 તત્વ�ન	 પ્રોડિEયુ� કું�વ� મા�!	
કુંત��ન� ઉપયુ�ગો કું�)ન	 હવ	 !�પ���લિજકું� X!6ન�� �	ખા�ત્માકું અમા�)કું�ણે બન) ગોયુ�� છી	 .  કું��ણે કું	,  આપણેન	 આ કુંત��ન)
જરૂ� શી� મા�!	 છી	 કું	 અન્યુથે� આપણે	 દ�	કું લિશી����બન	 "કું	ન કું�વ�� પ�શી	 કું	 નહC ત	 લિનધ�6ડિ�ત કું�વ� મા�!	 કું	 પછી) ડિ�ગ્રા) 0 મા��
હ�વ��  જ�ઈએ,  ત	 પછી) ત	 ઓ�6�  n  "કું	ન બન) જાયુ છી	,  આ Eમામા��  n  ચે�� બન	 છી	.  ત	થે),  અમાન	 ખા�ત�) કું�વ� મા�!	
કુંત��ન) જરૂ� છી	  કું	 આપણે	 ગોણેત�) કું�વ� મા�!	 આગો�� શ્વ	ત�	ખાન	 ઓળખાવ�ન� પ્રોયુ� કું�ત� માયુ લિવત�વ)શી�� નહC.
આપણે	 બધ� લિશી��બિંબદ�ઓથે) પ�� થેવ�ન) જરૂ� નથે) અન	 ઇન ડિ�ગ્રા) તપ��, જ્યુ��	 આપણે	 0 �)ગ્રા)મા�� જ�ઈશી��, ત્યુ��	
આપણે	 ત	ન	 કુંત��મા�� મા�કું)શી��. ત	થે), આપમા	ળ	 ત	 કું�ઈ વધ� ચે	કું કુંયુ�6 લિવન� બહ�� આવશી	. ત	થે), આ ઓ�6� એમા અહC જ�વ�
માળ	 છી	 કું	 જ	 હ� � અહC કુંરું� છી� �.
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ડિ�ઝા�ઇન અન	 એન�લિ�લિ ઓફ એલ્ગો�ડિ�ધમ્ (Design and Analysis of Algorithms)
પ્રો�ફ	� મા�ધવન મા�કું��દ (Prof. Madhavan Mukund)

ચે	ન્નઈ મા	થે	મા	ડિ!કું� ઇલિન્"!ટ્યુ�! (Chennai Mathematical Institute)

મા�ડ્યુ�� - 07
�	ક્ચે� - 24

�'એજીએ(DAGs): )થે' ���બી' પા�થ્

ચે��� આપાણે	 �'એજી(DAG)  પા� ધ્યુ�ન આપા'એ અન	 આ લિવભા�ગોમા�� આપાણે	 �'એજી(DAG)મા�� )થે' ���બી' પા�થે
ઓળખવ� મા�!	 જાણે'તી' લિવલિવધ મા"યુ�ન	 જો�શું��.
("��ઇ�!�ઇમાન� �દભા7 ��: 00:08)
તી	થે', યુ�દ ��ખ� કું	 લિનદ8લિશુંતી એ�યુકુંલિ�કું ગ્રા�ફ એ મા�ત્ર એકું લિનદ8લિશુંતી ગ્રા�ફ છે	  જો	મા�� કું�ઈ પાણે લિશું��બિંબીદ�થે' કું�ઈ લિનદ8લિશુંતી
પા�થે નથે', તી	થે' તી	 'ધ' છે	 અન	 તી	 એ�યુકુંલિ�કું છે	.
("��ઇ�!�ઇમાન� �દભા7 ��: 00:20)
કું�ઈપાણે લિનદ8લિશુંતી એ�યુકુંલિ�કું ગ્રા�ડિફકું !�પા���લિજોકું�(topological)ી' ઓ�7� કું�' શુંકું�યુ છે	. જો� તીમાન	 લિશું��બિંબીદ�ઓ 1
થે' n ન' ��ગોણે' હો�યુ, તી� તીમા	 1 ન	 અન�ક્રમા તી�'કું	 આ �'તી	 �ખ' શુંકું� છે� કું	 જો	  દ�	કું જો��' j, k જો	 ધ�� છે	, જો� j, k એ
મા��� ગ્રા�ફમા�� એકું ધ�� છે	, તી� j અન�ક્રમામા�� કું	 પાહો	�� દ	ખ�શું	. તી	થે', જો� તીમા	 આન	 કું�યુ@ તી�'કું	 લિવચે��� છે� તી� તી	 લિનભા7�તી� છે	
એ!�	 કું	 હો� �  કું�યુ7ન	 આ �'તી	 કું�' શુંકું��  છે� �  કું	 હો� �  k  કું�તી� પાહો	��,  હો� �  તી	 પાAણે7 કું�' શુંકું��  છે� �,  તી	 લિનભા7�તી� કું�યુ7 છે	.  તી	થે',  આન	
!�પા���લિજોકું�(topological) �ર્ટિં!ગો(topological sorting) કુંહો	વ�મા�� આવ	 છે	.
("��ઇ�માયુન� �દભા7 ��: 00:51)
તી	થે',  ચે���  આપાણે	  �'એજી(DAG)એ.  લિવશું	  અ�ગો પ્રોશ્ન જો�ઈએ.  તી	થે',  અમાન	  ��ગો	  છે	  કું	  અમા��'  પા�	  આ
�'એજી(DAG) છે	  અન	 અમા	 કુંલ્પાન� કું�'એ છે'એ કું	 લિશું��બિંબીદ�ઓ અભ્યુ�ક્રમા� �જોA  કું�	 છે	  અન	 ધ�� એ પાAવ7જોરૂ�' છે	 .
હોવ	, આ અભ્યુ�ક્રમા� છે	 જો	  આપાણે	 કું�વ�ન�� છે	  તી	 ડિ�ગ્રા' પાAણે7 કું�' શુંકું	 છે	, દ�	કું કું�7મા�� ત્રન' જોરૂ� છે	, પા��તી� અમા	 ત્રમા��
એકુંથે' વધ� કું�7 કું�' શુંકું'એ છે'એ. તી	થે', પ્રોશ્ન એ છે	 કું	, આ આવશ્યુકુંતી�ઓ �થે	, આ 8 અભ્યુ�ક્રમા� લિહોતી આ પ્રો�ગ્રા�મા
પાAણે7 કું�વ� મા�!	 માન	 ઓછે�મા�� ઓછે� 	મા	"!�ન' જોરૂ� છે	 . તી	થે', "પાષ્ટરૂપા	 હો� � પ્રોથેમા ત્રમા�� અભ્યુ�ક્રમા� 1 અન	 2 માAકુંવ�ન��
શુંરૂ કું�' શુંકું�� છે� �, કું��ણે કું	 તી	માન' પા�	 કું�ઈ પાAવ7શું�તી નથે', તી	થે' તી	ઓ તી�તી જો કું�' શુંકું�યુ છે	 . હોવ	, 1 અન	 2 કું�વ�થે' હો� � 3
કું�' શુંકું�� છે� �, કું��ણે કું	 3 ફક્તી 1 અન	 2 પા� આધ�� ��ખ	 છે	. એ જો �'તી	, હો� �  4 અન	 5 કું�' શુંકું�� છે� �  કું��ણે કું	 તી	 મા�ત્ર 1 પા�
આધ�� ��ખ	 છે	, હોવ	 8 એ 1 અન	 2 પા� આધ�� ��ખ	 છે	 માન	 મા��ન' જોરૂ� છે	 અથેવ� ઓછે�મા�� ઓછે� �  2 પા� આધ�� ��ખ	
છે	. મા��	 2 કું�વ�ન' જોરૂ� છે	, 2 કું�વ� મા�!	 2, પાણે હો� � હોજી 8 કું�' શુંકુંતી� નથે', કું��ણે કું	 તી	 5, 4 અન	 7 ન' પાણે જોરૂ� છે	.
તી	થે', આ બિંબીદ�એ આપાણે	 ફક્તી 3, 4 અન	 5. તી	થે', મા��� બી'જા ત્રમા�� હો� � 3, 4 અન	 5 કું�' શુંકું�� છે� �. હોવ	, એકુંમા�ત્ર એવ� કું�7
કું	 જો	ન� મા�!	 બીધ' માફતી પાAવ7જીઓ �તી�ષ્ટ છે	 6, 7 મા�!	 6 ન' જોરૂ� નથે' અન	 8 ન' આવશ્યુકુંતી� 7 થેઈ નથે'. . તી	થે', ત્ર'જા
ત્રમા�� હો� � ફક્તી એકું જો અભ્યુ�ક્રમા કુંરું� છે� �. 6. ચે�થે� ત્રમા��, હો� � 7 કું�' શુંકું�� છે� �  અન	 અ�તી	, 5 ત્ર પાછે' હો� � આ પાAણે7 કું�' શુંકું��
છે� �
(માયુન��દભા7 ��: 02:12).
તી	થે',  �મા�ન્યુ  �'તી	  આપાણે	  આ  પ્રોશ્નન�  પાAછે'  શુંકું'એ,  જો�  હો� �  આ  લિવશું	  લિવચે��'શું  કું	  જો	મા  કું	  �'એજી(DAG)
અભ્યુ�ક્રમા�ન�� પ્રોલિતીલિનલિધત્વ કું�	 છે	, તી� ઓછે�મા�� ઓછે� 	મા	"!� શું�� છે	.
("��ઇ�!�ઇમા ન� �દભા7 ��: 02:24)
હોવ	, આ મા"યુ� �'એજી(DAG)
((માયુ:02:28))
મા�� )થે' ���બી' પા�થે મા�!	 પાAછેવ�ન' અન�રૂપા છે	. આપાણે	 જો	  કુંહો' �હ્યા� છે'એ તી	 છે	  કું	 8 પાAણે7 કું�વ� મા�!	 5 	મા	"!� ��ગો	
છે	, કું��ણે કું	 ત્યુ�� છે	 લિનભા7�તી�ન' ��કુંળ, જ્યુ�� 8, 7 પા� આધ�� ��ખ	 છે	, 6 6 પા� લિનભા7� છે	, 3 અથેવ� 4 પા� આધ�� ��ખ	
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છે	 તી	 કું�ઈ વ��ધ� નથે' કું	 આપાણે	 કુંઈ પા�દ કું�'એ છે'એ અન	 3 એ 1 પા� લિનભા7� છે	 અન	 આ ��કુંળ આપાણેન	 4 	મા"!�ન�
ખચે7 કું�વ� દબી�ણે કું�	 છે	 , કું��ણે કું	 તી	 ��બી�ઈ 4 ન' ��કુંળ, હો� � 4 કું�' શુંકું	 તી	 પાહો	��� 4 	લિમા"!�. નLધ �� કું	 તી	 )થે' !A�કું'
��કુંળ નથે', ઉદ�હો�ણે તી�'કું	 !A�કું� ��કુંળ� છે	 , કું��ણે કું	 8 થે' 2 એ શું�કું�ચેક્રમા�� પા�છે� �  આવ	 છે	  જો	  0 અ�શું ધ��વ	 છે	, પા��તી� તી	
આપાણેન	 માદદ કું�તી�� નથે' કું��ણે કું	 2 પાછે' હો� � તી	 કું�' શુંકુંતી� નથે'. તી	થે', જો�બી મા	ળવવ� મા�!	 8 કું�તી� પાહો	��� જો	  બીનવ�� છે	 તી	
બીધ�� મા�!	 ��હો જો�વ' આવશ્યુકું છે	. તી	થે', અન્યુ મા"યુ�ઓથે' લિવપા�'તી, જ્યુ�� આપાણે	 !A�કું� મા�ગો@ શું�ધ' શુંકું'એ છે'એ, અહોN
આપાણે	 ખ�	ખ� )થે' ���બી' મા�ગો7મા�� � ધ��વ� છે�. તી�, આપાણે	 આ મા"યુ�ન	 ન'ચે	 પ્રોમા�ણે	 �યુ�લિજોતી કું�' શુંકું'એ છે'એ,
તી	થે' આપાણે	 કુંહો' શુંકું'એ કું	 કું�ઈ પાણે વ�ક્યુ મા�!	 જો	  0 શું�મા	� છે	, તી	 કુંણે7ન� )થે' ���બી� મા�ગો7 ��બી�ઈ 0 છે	, કું��ણે કું	 હો� � તી	
તી�તી જો કું�' શુંકું��  છે� � .  અન	 બી'જી બી�જો� ,  જો� મા��' પા�	 કું�ઈ શું�કું�દ્રષ્ટ� હો�યુ,  જો	ન' ઇલિન્�ગ્રા'  0  નથે',  તી� તી	મા��  કું	!��કું
ઇનકુંબિંમાગો ધ�� છે	.  તી	થે', મા��' પા�	 વ!8ક્ k છે	,  તી	થે' મા��	 આન	 મા�પ્તી કું�વ� મા�!	 ��હો જો�વ' જો�ઈએ અન	 પાછે' તી	
કું�વ��. તી	થે', જો� હો� � આ બીધ�ન	 �ઈશું, તી� આમા��ન� બીધ�મા�� હો� � માહોત્તમા ��બી�ઈ �ઈશું, કું��ણે કું	 તી	 મા�પ્તી થેવ�ન' છે	લ્�'
વ"તી� હોશું	 અન	 તી	 પાછે' મા��	 મા�!	 વત્ત� 1 ન�� ખ�તી�� કું�વ�� પા�શું	. તી	થે', જો� ઇલિન્�ગ્રા' 0 ન હો�યુ તી�, k �ધ'ન� )થે' ���બી'
પા�થેન' ��બી�ઈ 1 વત્ત� માહોત્તમા આવન��� પા���શું'ઓ મા�!	 )થે' ���બી' પા�થે છે	.
("��ઇ�!�ઇમાન� �દભા7 ��: 04:01)
તી	થે',  તી	થે', k �ધ'ન� )થે' ���બી' પા�થેન' ગોણેતી�' કું�વ� મા�!	,  માન	 આવન��� પા���શું'ઓ મા�!	ન� )થે' ���બી' પા�થેન'
ગોણેતી�' કું�વ�ન' જોરૂ� છે	.  હોવ	,  જો� આપાણે	 !�પા���લિજોકું�(topological)  ઓ�7�મા��  લિશું��બિંબીદ� ગો�ઠવ'શું��  અન	 અમા	 તી	
ક્રમામા�� )થે' ���બી' પા�થેન' ગોણેતી�' કું�'શું��, તી� જ્યુ��	 આપાણે	 દ�	કું આવન��� પા���શું'ન	 માળશું	 ત્યુ��	 તી	 બી�કું' �હો	શું	. તી	થે',
આપાણે	 પાહો	��થે' જો ગોણેતી�' કું�'શું�� કું	 તી	 )થે' ���બી� મા�ગો7 છે	 ,  તી	થે' અમા	 આમા��ન' માહોત્તમા �ખ્યુ�ન	 �	વ� અન	 તી	માન	
ઉમા	�વ� ક્ષમા થેઈશું��.  તી	થે', આ લિશું��બિંબીદ�ઓન	 !�પા���લિજોકું�(topological)  ઓ�7�મા�� U!7 કું�'ન	,  હો� � બી��યુધ�' �થે	 તી	
જો ક્રમામા�� )થે' ���બી' પા�થેન' ગોણેતી�' કું�' શુંકું�� છે� �  કું	 જ્યુ��	 હો� � શુંરુંઆતી કું�વ� મા�!	 )થે' ���બી' પા�થેન' ગોણેતી�' કું�વ�
મા��ગો�� છે� �, ત્યુ��	 મા��' પા�	 તી	 કું�વ�ન' બીધ' મા�લિહોતી' ઉપા�બ્ધ છે	, એ!�	 કું	 તી	 મા�!	 )થે' ���બી� મા�ગો7 પા���શું' આવન��� છે	.
("��ઇ�!�ઇમા ન� �દભા7 ��: 04:48)
તી	થે', જો� હો� � નWલિતીકું �'તી	 કુંરું� તી� હો� � કું	!��કું લિશુંષ્ટ�ચે�� ક્રમામા�� મા��� લિશુંર્ષ7કું� �ખ'શું અન	 હોવ	 જ્યુ��	 હો� � આ વ�ક્યુ પા� આવ'શું
અન	 હો� � ગોણેતી�' કું�વ� મા��ગો�� છે� �  તી	 )થે' ���બી� મા�ગો7 છે	 ,  હો� � આમા�� જો�ઈશું મા��� ગ્રા�ફ તીમા�મા આવન��' ડિકુંન��'ઓ અન	
તી	ઓ બીધ� લિશું��બિંબીદ�ઓમા��થે' હોશું	 જો	 પાહો	��� દ	ખ�યુ છે	. તી	થે', હો� � અહોN વ	લ્યુ� �ઈ શુંકું�� છે� �, અહોN વ	લ્યુ�, અહોN વ	લ્યુ� અન	 પાછે'
તી	 માહોત્તમા છે	  અન	 પાછે' અહોN ઉમા	��.  તી	થે',  વ�"તીવમા��  આપાણે	 જો�શું��  કું	  તીમા��	  આ પાછે�તી કું�વ�ન' જોરૂ� નથે',  તીમા	
વ�"તીવમા�� તી	 આગોળ કું�' શુંકું� છે�. તી	થે', તીમા	 ખ�	ખ� આગોળ વધ' �હ્યા� છે� તી	 �'તી	 ik પા� માAલ્યુન' ગોણેતી�' કું�' શુંકું� છે�.
કું��ણે કું	, પા�છેળન' તી�ફ જોવ� મા�!	 તીમા��	 આ Aલિચેન	 "કું	ન કું�વ�ન' અન	 આવન��� પા���શું'ઓન	 શું�ધવ�ન' જોરૂ� છે	. તી�,
આપાણે	 આ પ્રોકું��ન' )થે' ���બી' પા�થેન' ગોણેતી�'ઓ �થે	 માળ'ન	 !Uપા���લિજોકું� U!7 બી�જો�  �થે	 કું�'શું��, કું	મા કું	 આપાણે	
આગો�� ઉદ�હો�ણેમા�� જો�શું��.
("��ઇ�!�ઇમા ન� �દભા7 ��: 05:42)
તી	થે',  અહોN એકું ઉદ�હો�ણે છે	  જો	મા��  આપાણે	  )થે' ���બી'  પા�થેન' ગોણેતી�' કું�વ� જોઈ �હ્યા� છે'એ કું��ણે કું	  આપાણે	
!�પા���લિજોકું�(topological) ઓ�7�ન' ગોણેતી�' કું�' �હ્યા� છે'એ. તી	થે', જો	મા હો� � લિશું����બી તી�'કું	 આપાવ�મા�� આવ	� ���
ન�બી�� પાહો	�� !�પા���લિજોકું�(topological) U!7 મા�!	 વપા��યુ છે	  અન	 તી	 ઇન્જો	ગ્રા'ન	 Aચેવ	 છે	 . તી	થે', પ્રો���લિભાકું ઇન્�	ગ્રા'ઝા
આપાવ�મા�� આવ	 છે	  જ્યુ�� અમા��� ગ્રા�ફમા�� પ્રો���લિભાકું ધ�� અન	 આપાણે	 શું��  કું�'એ છે'એ તી	 આપાણે	 આ ધ��'ન	 શુંરૂ કું�'ન	
)થે' ���બી' પા�થેન' ગોણેતી�' કું�'એ છે'એ કું	 દ�	કું લિશું��બિંબીદ�ન� )થે' ���બી� મા�ગો7 ખ�	ખ� 0 છે	.
("��ઇ�માયુન� �દભા7 ��: 06:15)
હોવ	  ,  જ્યુ��	 આપાણે	 !�પા���લિજોકું�(topological)  U!7મા�� શું�કું�ન�� વગોYકું�ણે કું�'એ છે'એ જો	  આપાણે	 અગો�ઉ કુંયુ�Z હોતી�� તી	
ઇન્�	ગ્રા'ન	 અપા�	! કું�વ�� હોતી��, તી	થે' આ તી	 છે	 જો	  આપાણે	 પાહો	�� કુંયુ�Z છે	 . પા��તી�, હોવ	 આપાણે	 જો	  વધ���ન' વ"તી� કું�'એ છે'એ
તી	 આપાણે	 કુંહો'એ છે'એ કું	 જો� વ	�!	ક્ 1 3, 4 અન	 5 ન' પાહો	�� ગોણે' શુંકું�યુ, તી� પાછે' 3, 4 અન	 5, 0 ન' આવન��'
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ડિકુંન��'ઓ મા�!	 હો� � જો	 માAલ્યુ� જાણું� છે� � તી	 વચ્ચે	 માહોત્તમા ��બી�ઈ. તી	થે', મા��	 1 વત્ત� તી	 કું�વ�� જો પા�શું	, તી	થે' આ પા�થે ઓછે�મા��
ઓછે� ��બી�ઈ 1 છે	. તી	થે', 3, 4 અન	 5 ન� )થે' ���બી� �"તી� ઓછે�મા�� ઓછે� છે	.
("��ઇ�માયુન� �દભા7 ��: 06:47)
હોવ	,  જો� હો� �  વ!8ક્ ન	 ક્રમા��ડિકુંતી કુંરું�  4,  તી� તી	 ���બી� મા�ગો7 છે	  ઓછે�મા�� ઓછે�  1,  તી	થે', 6  �ધ'ન� )થે' ���બી� મા�ગો7
ઓછે�મા�� ઓછે� 1 વત્ત� 1 હો�વ� આવશ્યુકું છે	. એ જો �'તી	, 8 �ધ'ન� )થે' ���બી� મા�ગો7 ઓછે�મા�� ઓછે� 1 વત્ત� 1 હો�વ�
આવશ્યુકું છે	  અન	અ�બીત્ત,  ઇન્જો	ગ્રા' પાણે પાહો	���ન' જો	મા ઘ!��	 છે	.  તી	થે', 6  ન�� અવતી�ણે 1 ન' �ખ્યુ�મા�� જાયુ છે	, 8  ન��
અવતી�ણે 3 થે�યુ છે	, પા��તી� 6 ન�� )થે' ���બી�� પા�થે હોવ	 4 વત્ત� 1 ન�� )થે' ���બી�� પા�થે છે	, તી	થે' તી	 2 છે	, તી	 8 મા�!	 મા�ન છે	.
હોવ	, ધ��� હો� � vertex 2 ન' ગોણેતી�' કુંરું� છે� �, હોવ	 2 ફ�'થે' કુંહો	શું	 કું	 )થે' ���બી� મા�ગો7, 2 ન' )થે' ���બી' પા�થે 1 છે	, પાણે તી	
પાહો	�	થે' જો 1 છે	, તી	થે' આપાણે	 તી	ન	 બીદ�' શુંકુંતી� નથે'. આ કુંહો	શું	 કું��ણે કું	 2 ન' )થે' ���બી' પા�થે ઓછે�મા�� ઓછે' 1 છે	,
પા��તી� આપાણે	 જાણે'એ છે'એ કું	 તી	 ઓછે�મા�� ઓછે' 2 છે	, તી	થે' ફ�'થે' આપાણે	 બીદ��તી� નથે'. તી	થે', જ્યુ��	 આપાણે	 ન��ન	
કું�ઢી' ન�ખ'એ છે'એ, ત્યુ��	 આપાણે	 માAળભાAતી �'તી	 )થે' ���બી' પા�થેન' વતી7મા�ન કિંકુંમાતી �ઈએ છે'એ તી	 બીહો��ન' વ"તી� વત્ત�
1 છે	, કું�ઢી' ન�ખ	� ન�� વત્ત� 1 ન�� વતી7મા�ન માAલ્યુ અન	 ન�� પા� પાહો	�	થે' જો જાણે'તી�� છે	  અન	 અમા	 માહોત્તમા ��ખ'એ છે'એ.
તી	થે', આ ડિકું"�મા�� આ 1 0 થેશું	, આ 3 થેશું	 2, પાણે અહોN કું�ઈ ફ	�ફ�� નથે' અન	 અહોN કું�ઈ ફ	�ફ�� નથે'.
("��ઇ�!�ઇમા ન� �દભા7 ��: 07:51)
અન	 જ્યુ��	 હો� � આ 5 ન	 �દ્દ કું�'શું, આ 2 એકું થેશું	, પાણે કું��ણે કું	 1 વત્ત� 1 એ 2 છે	 અન	 આપાણે	 પાહો	�	થે' જો જાણે'એ
છે'એ કું	 8 ઓછે�મા�� ઓછે� 2 ન� )થે' ���બી� મા�ગો7 છે	, આપાણે	 કું�ઈપાણે 2 મા�� બીદ��.
("��ઇ�!�ઇમા ન� �દભા7 ��: 08:05)
હોવ	, જ્યુ��	 આપાણે	 3 પા� જોઈએ, 3 કુંહો	 છે	  કું	 તી	 1 ન�� )થે' ���બી� �"તી� છે	, તી	થે' 3 ન' )થે' ���બી' પા�થે 6 ઓછે�મા��
ઓછે� 2 છે	, પા��તી� આપાણે	 પાહો	��થે' જો જાણે'એ છે'એ તી	 2 છે	, તી	થે' ફ�'થે' કું�ઈ ફ	�ફ�� નથે'.
("��ઇ�!�ઇમા ન� �દભા7 ��: 08:17)
હોવ	, આપાણે	 કું�ઈકું �પ્રોદ કું�'શું��, તી	થે' આપાણે	 કુંહો'શું�� કું	 6 એ 2 ન� )થે' ���બી� �"તી� છે	, 7 આપાણે	 અત્યુ�� �ધ' મા�ન'એ
છે'એ કું	 તી	ન� 0 ન� )થે' ���બી� મા�ગો7 છે	, પા��તી� 6 થે' વધ� તી	 ���બી� છે	 મા�ગો7 તી	થે', 7 થે' પા�થે હોવ	 0 થે' 3 થે' અપા�	! થેવ��
આવશ્યુકું છે	
("��ઇ�!�ઇમાન� �દભા7 ��: 08:34)
અન	 હોવ	 આ કું��ણે	,  જ્યુ��	 આપાણે	 7 થે' 8 �ધ' જોઈએ છે'એ, 8 મા�!	ન� )થે' ���બી� મા�ગો7 2 થે' 4 થે' અપા�	! થેવ�
આવશ્યુકું છે	.
("��ઇ�માયુન� �દભા7 ��: 08:46)
અન	 હોવ	 છે	લ્�	, આ મા��' છે	લ્�' કું�' છે	, તી	થે' માa હોમાણે�� જો ગોણેતી�' કું�' છે	 અન	 હો� � તી	ન� )થે' ���બી� મા�ગો7 4 ગોણું� છે� �.
("��ઇ�!�ઇમાન� �દભા7 ��: 08:52)
તી�, આ શું�� કુંહો	વ�મા�� આવ	 છે	  )થે' ���બી� મા�ગો7 4 છે	, હોવ	 આપાણે	 કુંહ્યા�� છે	  કું	 અમા	 5 ત્રમા�� કુંયુ�Z છે	, આ જો ઉદ�હો�ણેન�
માAળ અથે7 એ છે	 કું	 પ્રોથેમા ત્રમા�� જો	  ��કું�ન� )થે' ���બી� �"તી� 0 છે	, તી	 બી'જા ત્રમા�� જો	ન� )થે' ���બી� �"તી� 1 છે	 અન	
તી	થે' તી	 જો છે	 અન�ક્રમા તીમા	 પાહો	��� હોતી'. તી	થે', તીમા	 શુંરૂઆતીમા�� પ્રોથેમા ત્રમા�� 1 અન	 2 કું�� છે�, પાછે' અમા	 બી'જા ત્રમા�� 3,
4 અન	 5 કું�'એ છે'એ, પાછે' અમા	 ત્ર'જા ત્રમા�� 6, ચે�થે� ત્રમા�� 7 અન	 પા��ચેમા� ત્રમા�� 8 કું�'એ છે'એ. તી	થે', આ તી	 જો
ઉકું	� છે	 જો	ન� પ્રો���લિભાકું ઉદ�હો�ણેમા�� અમા	 અન)પાચે�ડિ�કું �'તી	 મા	ળવ્યુ�.
("��ઇ�!�ઇમાન� �દભા7 ��: 09:22)
તી	થે', આ "યુ��� કું�� જો	 આપાણે	 જો�યુ� તી	 ���બી� મા�ગો7 મા�!	 ખAબી જો મા�ન છે	 , આપાણે	 !�પા���લિજોકું�(topological) U!7
મા�!	 જો	  કુંયુ�Z છે	 તી	ન� જો	વ�� જો છે	, અમા	 આ વધ���ન' ���બી' પા�થે વ	લ્યુ�ન� ટ્રૅdકું ��ખ'એ છે'એ. તી	થે', જ્યુ��	 આપાણે	 ઇન્�	ગ્રા'ન'
શુંરૂઆતી કું�' ત્યુ��	 અમા	 દ�	કું વ�ક્યુ મા�!	 0 હો�વ�ન� )થે' ���બી� મા�ગો7 પાણે પ્રો���ભા કું�'એ છે'એ. તી�, આ એ છે	 કું	 આપાણે	
અ�જાન' લિ�"! વઝા7ન પાહો	�� ફ�'થે' કું�' �હ્યા� છે'એ. તી	થે', આપાણે	 દ�	કું વ!8ક્ મા�!	  n "ક્વ	�7 કું�યુ7 કું�'એ છે'એ, અમા	
એન્ટ્રૅ' કુંU�મા એન્ટ્રૅ' i �થે	 અ�જાન' (adjacency) મા	ડિટ્રૅક્ન� "તી�ભાન	 જો�ઈન	 ઇન્�	ગ્રા'ન' ગોણેતી�' કું�'એ છે'એ. પા��તી�,
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અમા	 પાણે અપા�	! કું�'એ છે'એ, હો� � દ�	કું 0 ન�� )થે' ���બી�� પા�થે પ્રો���ભા કુંરું� છે� � , હોવ	 જ્યુ��	 આપાણે	 આ ગોણેતી�' કું�' �હ્યા�
છે'એ તી	 પાહો	�� આપાણે	 કું�ઈપાણે વ	�!	ક્ ઇન્�	ગ્રા'  0  પા�દ કું�'શું��,  આપાણે	 ગોણેતી�' કું�'શું��  અન	 આપાણે	 આ વ!Yક્ન'
ઇન્�	ગ્રા'ન	 બી�દબી�કું' 1 થે' �ધ��'શું��. તી	થે', તી	 છે	 અમા	 ફ�'થે' પા�દ કું�વ� મા�!	 લિવવ�દમા�� ���બી� માયુ �ધ' ન હોતી�. હોવ	, તી	
બીધ� મા�!	 પા��શું'ઓ જોવ�ન�� છે	,  અમા	 ઇન્�	ગ્રા'ન	 અપા�	! કું�'એ છે'એ અન	 અમા	 )થે' ���બી� મા�ગો7 પાણે અપા�	! કું�'એ
છે'એ.  તી	થે',  આપાણે	 )થે' ���બી� મા�ગો7 �ઈએ છે'એ જો	  આપાણે	 પાહો	��થે' જો તી	 પા��શું'ન	,  કું	પા'ન' એ�પા'!'(LPT)ન	
જાણે'એ છે'એ અન	 આપાણે	 આ ન�� મા�!	 1 ���બી� )થે' ���બી� �"તી� �ઈએ છે'એ અન	 જો	 પાણે મા�!� છે	 તી	 આપાણે	 કું	 જો	
પા'!'(PT)ન' પા	!ન7ન	  બીદ�'એ છે'એ.  તી	થે',  તી	  માAળ !�પા���લિજોકું�(topological)  ઓ�7કિં�ગો વ"તી�ન'  ખAબી જો �ળ
લિવલિવધતી� છે	 જો	  )થે' ���બી' પા�થેન' ગોણેતી�' પાણે કું�' શુંકું	 છે	.
("��ઇ�!�ઇમા ન� �દભા7 ��: 10:34)
તી	થે',  આ જો કું��ણે� જોડિ!�તી� ક્રમા��કું  n  "ક્વ	�7  છે	  જો	ન	  આપાણે	 નજીકુંન� મા	ડિટ્રૅક્ અથેવ� ઑ�7�  n  "ક્વ	�7  �થે	  તી	
!�પા���લિજોકું�(topological) શું�!7 માળ્યુ�� છે	. કું��ણે કું	, અમા��' પા�	 બીધ� પા���શું'ઓન	 "કું	ન કું�વ� મા�!	 ન	"!	� આ�!'ઓ
છે	,  તી	થે' પાહો	�� આપાણે	 આખ' વ"તી�ન	 અ�'ન	 Aલિચે અન	 કુંતી�� દ્વ��� આન	 એકું �	ખ'યુ બીન�વવ� મા�!	 ઍલ્ગો�ડિ�ધમાન�
ઉપાયુ�ગો કું�'ન	 અપા�	! કું�' શુંકું'એ છે'એ.
("��ઇ�!�ઇમા ન� �દભા7 ��: 10:56)
તી	થે',  જો� તીમા	 પા�છે� જાઓ અન	 !�પા���લિજોકું�(topological)  ઓ�7કિં�ગો એલ્ગો�ડિ�ધમા જો�ઓ,  તી� તીમાન	 માળશું	 કું	 તી	 જો
ફ	�ફ�� )થે' ���બી' પા�થેન' વધ���ન' ગોણેતી�' કું�વ� મા�!	 જોરૂ�' છે	. તી	થે', આપાણે	 જો	 કું�'એ છે'એ તી	 છે	 તી	 ફ�' શુંરૂ કું�વ�� તી	
જો છે	  જો	  આપાણે	 દ�	કું કુંણે7 મા�!	 કું�'એ છે'એ. તી	થે', આ એકું ક્રમા n પાગો��� છે	, અમા	 ઇન્�	ગ્રા' અન	 ���બી� મા�ગો7 બી�ન	 પ્રો���ભા
કું�'એ છે'એ.  પાછે' આપાણે	 બીધ� અ�'ન	 Aલિચેમા��થે' પા�� થે�યુ છે	  અન	 પ્રો���લિભાકું ઈન ડિ�ગ્રા'ન' ગોણેતી�' કું�વ� મા�!	 આ
ક્રમામા�� એમા પાગો��� �ઈએ છે'એ. અન	 હોવ	 આપાણે' પા�	 આ કુંતી�� �યુ�લિજોતી કું�વ� મા�!	 ઓ�7� n પાગો��� છે	, જ્યુ�� આપાણે	
!�પા���લિજોકું�(topological) ક્રમામા�� પ્રોડિક્રયુ� કું�'શું��. અન	 પાછે', આપાણે	 ક્રમામા�� અન	 બી�હ્યા �Aપા ક્રમામા�� કું�'એ છે'એ, તી	થે'
આ એકું ઓ�7� એન �Aપા છે	 ,  કું��ણે કું	 બીધ�� જો �હ્યા�� છે	  અન	 કુંતી��મા�� એકુંવ�� આવ' ગોયુ�� છે	 .  તી	થે',  આપાણે	 કુંતી�� એન
!�ઇમ્મા��થે' દA� કું�વ� જોઈ �હ્યા� છે'એ અન	 હોવ	 કું��ણે કું	 આપાણે	 બીધ� એન પા�ન��વતી7નન' Aલિચેન	 "કું	ન કું�' �હ્યા�� છે'એ
જો	  અમા	 એકુંવ�� દ�	કું ધ�� પા� પ્રોડિક્રયુ� કું�વ� જોઈ �હ્યા� છે'એ.  તી	થે',  આ �Aપામા�� કું��યુ	� કું�� કું�યુ7 ઓ�7�  n બીનશું	.  તી	થે',
આપાણે	 ઇન્�	ગ્રા'ન	 અપા�	! કું�તી� પાહો	�� બી��બી� કું�'એ છે'એ, આપાણે	 k ન� )થે' ���બી� પા�થે, વતી7મા�ન વ	લ્યુ� અન	 1 વત્ત�
વતી7મા�ન ન��ન� વ	લ્યુ�ન	 અપા�	! કું�'એ છે'એ અન	 જો� આપાણેન	 ��ગો	 છે	  કું	 k હોવ	 ઈન ડિ�ગ્રા' 0 મા�!	 વ!8ક્ બીન' ગોયુ�� છે	.
અમા	 કું'મા�� ઉમા	યુ�7.
("��ઇ�!�ઇમાન� �દભા7 ��: 12:13)
તી	થે', �'એજી(DAG)એ ખAબી જો ઉપાયુ�ગો' છે	  કું��ણે કું	 ત્યુ�� ઘણે' પાડિ�લિ"થેલિતીઓ છે	 , જ્યુ�� આપાણે	 લિવલિવધ પાદ�થે@ વચ્ચે	
લિનભા7�તી�ન	  મા���  કું�વ�  મા��ગો'એ  છે'એ.  અન	  !Uપા���લિજોકું�(topological)  ઓ�7કિં�ગો  એ  કું	ન�લિનકું�(canonical)
એલ્ગો�ડિ�ધમા છે	 જો	  લિનભા7�તી�ન	 ઉલ્��ઘન કુંયુ�7 લિવન� લિશું��બિંબીદ�ઓન' Aલિચેબીદ્ધ કું�વ� મા�!	 છે	 , જો	 આજો	 આપાણે	 જો�યુ	�' છે	
તી	 છે	 કું	, તીમા	 �'એજી(DAG)મા�� )થે' ���બી' પા�થેન' ગોણેતી�' કું�' શુંકું� છે� અન	 કું	!��કું અથે7મા�� �'એજી(DAG)મા�� )થે'
���બી� મા�ગો7 પા�ઠવ' શુંકું� છે� જો� આપાણે	 જોA થે�મા�� લિશુંર્ષ7કું�ન' Aલિચે બીન�વ' શુંકું'એ , �'એજી(DAG)મા�� )થે' ���બી� પા�થે
બીધ� લિશું��બિંબીદ�ઓન	 ક્રમા��ડિકુંતી કું�વ� મા�!	  ઓછે�મા�� ઓછે� પાગો��ઓન��  પ્રોલિતીલિનલિધત્વ કું�	 છે	 .  તી	થે',  જો� આપાણે	 જોA થે�મા��
અભ્યુ�ક્રમા� જોતી� હો�ઈએ,  તી� જો� તીમા	 તી	ન	 એકું બી�જો�એ કું�વ� અન	 એકું જો માયુ	 મા�ન "તી� કું�વ� મા��ગોતી� હો�,  તી�
પાછે' અભ્યુ�ક્રમા�ન� 	! અથેવ� ન્યુAનતીમા �ખ્યુ�ન	 પાAણે7 કું�વ� મા�!	 ઓછે�મા�� ઓછે� 	મા	"!�ન' જોરૂ� છે	  કું�યુ@ન� 	!ન	
પાAણે7 કું�વ�ન� ડિદવ� )થે' ���બી� મા�ગો7 દ્વ��� આપાવ�મા�� આવ	 છે	. હોવ	, તી	 માહોત્વપાAણે7 છે	 કું	 આપાણે	 )થે' ���બી' પા�થે મા�!	
અ�કું��કું �'તી	 �	ખ'યુ !�ઇમા એલ્ગો�ડિ�ધમા શું�ધવ�મા�� ક્ષમા છે'એ કું��ણે કું	 પ્રોલિતીબી�લિધતી
((માયુન��દભા7: 13:12))
�'એજી(DAG)એ. જો� આપાણે	 માન"વ' ગ્રા�ફ્ જો�ઈશું�� જો	  જોરૂ�' છે	 કું	 �'એજી(DAG)એ નથે' અન	 આપાણે	 કું�7ન�
)થે' ���બી� મા�ગો7 શું�ધવ� મા��ગો'એ છે'એ,  જો� આપાણે' પા�	 �Aપ્ હો�યુ તી� ત્યુ�� )થે' ���બી� �"તી� અલિનલિશ્ચેતી �હો	શું	,
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કું��ણે કું	 આપા� અન	 આપા� �Aપા જોઈ શુંકું	 છે	 .  તી	થે',  જો� આપાણે	 એકું બીનવ�ન� )થે' ���બી� �"તી� વ્યુ�ખ્યુ�લિયુતી
કું�'એ છે'એ જો	મા��  આપાણે' પા�	 કું�ઈ ��લિપ્�કું	ટ્ લિવન� લિશુંર્ષ7કું�ન��  અન�ક્રમા છે	 .  તી	થે',  ��બી�ઈ વધ�મા��  વધ�  10  છે	,  પાછે'
માન"વ' ગ્રા�ફ આ એકું ખAબી જો પા�કું��રૂપા મા"યુ� છે	  અન	 ત્યુ�� કું�ઈ કું�યુ7ક્ષમા અલ્ગો�ડિ�ધમાન� જાણે નથે'.  હોકું'કુંતીમા��,  તી	
અત્યુ�તી ડિક્રયુ�પ્રોલિતીડિક્રયુ�ત્માકું મા"યુ�ઓન� માAહોન� ભા�ગો છે	  જો	  બીધ� એકુંબી'જાન� માકુંક્ષ છે	  અન	 બીધ� ખAબી જો મા�શ્કું	�
હો�વ�ન��  મા�નતી�  હો�યુ  છે	.  તી	થે',  �'એજી(DAG)  ગ્રા�ફન�  ખAબી  જો  માહોત્વપાAણે7  બીક્��  છે	  જો	મા��  ઘણે�  વ્યુવહો�રું
એલિપ્�કું	શુંન� છે	  અન	 તી	 ખAબી જો માહોત્વપાAણે7 મા"યુ�ઓ મા�!	 કું�યુ7ક્ષમા ઉકું	�� "વ'કું��	 છે	,  જો	મા�� �મા�ન્યુ �'તી	 ગ્રા�ફ અન	
ગ્રા�ફ્ન' પાAણે7 વગો7મા�� એલ્ગો�ડિ�ધમા નથે'.
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ડિ�ઝા�ઇન અન	 એન�લિ�લિ ઓફ એલ્ગો�ડિ�ધમ્ (Design and Analysis of Algorithms)
પ્રો�ફ	� મા�ધવન મા�કું��દ (Prof. Madhavan Mukund)
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વ	ઈ!	�(Weighted) ગ્રા�ફમા�� �ઘુ�તમા પા�થે

ચે���  હવ	  અમા�રું�  ધ્યુ�ન વ	ઈ!	�(Weighted)  આ�	ખ ત�ફ  ફ	�વ0એ,  ગ્રા�ફ્ જે	મા��  ત	માન0  �થે	  �કુંળા�યુ	��  ખચે4ન�
મા�વ	શ થે�યુ છે	.  વ	ઈ!	�(Weighted)  ગ્રા�ફ્ �થે	 અમા	 કું�0 શકું0એ ત	 7થે0 અગોત્યુન0 વ"ત� છે	  !9�કું� પા�થેન0 ગોણત�0
કું�વ0.
("��ઇ�માયુન� �દર્ભ4 ��: 00:14)
ત	થે0, આપાણ	 અત્યુ�� �ધ0 જે	  જે�યુ�� છે	  ત	ન0 મા0ક્ષા� કું�0એ. ત	થે0, અમા	 વ	ઈ!	�(Weighted) ગ્રા�ફન	 જે�ઈ �હ્યા� છે0એ જે	
લિશ��બિં?દ�ઓ અન	 ડિકુંન��0ઓન� 	ટ્ન� 	! છે	, જ્યુ�� દ�	કું ધ�� ફક્ત ?	 લિશ��બિં?દ�ઓ વચ્ચે	ન� જે���ણ છે	. અમા	 આ�	ખન0
શ�ધ કું�વ� મા�!	 ?	 વ્યુવલિ"થેત વ્યુ9હ�ચેન�ઓ જે�ઈ છે	, પાહ�ળા�ઈ પ્રોથેમા શ�ધ અન	 ઊં��ઈ પ્રોથેમા શ�ધ. હવ	, આ ?�ન	 ગ્રા�ફન�
કુંદમા��  �	ખ0યુ હશ	,  જે� આપાણ	 ડિકુંન��0ઓ મા�!	  અ�જાન0(adjacency) 9લિચે �જે9આતન� ઉપાયુ�ગો કું�0એ છે0એ.  હવ	,
આપાણ	 જે�યુ�� કું	 જ્યુ��	 આપાણ	 આપા	� લિશર્ષ4કુંમા��થે0 ?0એફએ(BFS) અથેવ� �0એફએ(DFS)ન� ઉપાયુ�ગો કું�0ન	 ગ્રા�ફ
શ�ધ0એ છે0એ ત્યુ��	,  આપાણ	 ફક્ત ત	 જે શ�ધત� નથે0 કું	 આ લિશ����? આ લિશર્ષ4કું �થે	 જે���યુ	�� છે	 .  અમા	 દ�	કું ન��ન�
મા�ત�લિપાત�, જે	માન0 મા���કું�ત �ઈએ છે0એ, વધ���ન0 મા�લિહત0 ��ખ0ન	 શરૂઆતન� લિશર્ષ4કું ત�ફ પા�થેન	 પા�છે� મા	ળાવ0 શકું0એ
છે0એ.  આપાણ	 અવ��કુંન કુંયુ�H છે	  કું	 પાહ�ળા�ઈ પ્રોથેમા શ�ધ,  કું��ણ કું	 જે� ત	 �	યુ� "ટ્રે	!	જી દ્વ��� "ત� છે	 ,  ત� વ�"તવમા��
શરૂઆતન� ર્ભ�ગોથે0 ધ��ન0 �ખ્યુ�ન� �દર્ભ4મા�� પ્રોત્યુ	કું લિશ��બિં?દ�ન0 7થે0 !9�કું0 અ�ત�ન	 દ9� કું�	 છે	 . અન	 ઊં��ણ પ્રોથેમા શ�ધ�,
જે� કું	 ત	 !9�કું� પા�થેન	 શ�ધ0 શકુંત�� નથે0,  ત	 આપાણન	 જે	  ક્રમામા�� આપાણ	 મા���કું�ત �0ધ0 ત	ન� �દર્ભ4મા�� અમાન	 ઘુણ0 ?ધ0
મા�લિહત0 આપા	 છે	.  ત	થે0,  પા9વ4 અન	 પા�"! �0એફએ(DFS)  ન�?રિં�ગોન� ટ્રેOકું ��ખ0ન	,  અમા	 વ�"તલિવકું ગ્રા�ફન� ગો�ણધમાPન	
પા�નQપ્રો�પ્ત કું�0 શકું0એ છે0એ.
("��ઇ�માયુન� �દર્ભ4 ��: 01:22)
હવ	, જે� આપાણ	 ડિકુંન��0ઓ પા� ખચે4 ઉમા	�0શ�� ત� શ�� થેશ	 ત	 જે�ઓ. હવ	, એલિપ્�કું	શન પા� આધ�� ��ખ0ન	, કું	!��કું કું�દ�ત0
અથે4ઘુ!નન0 આ રિંકુંમાત, ઉદ�હ�ણ ત�0કું	, ગ્રા�ફન� પ્રો���લિર્ભકું ઉદ�હ�ણમા��, અમા	 એ���ઇન રૂ!Sગો નકુંશ� પા� ધ્યુ�ન આપા0એ
છે0એ. ત	થે0, આ�	ખ પા�, ધ�� વજેન, ધ�� �થે	 �કુંળા�યુ	� ખચે4 ફ્��ઇ! પા� ડિ!ડિકું! ઇન�મા હ�ઈ શકું	 છે	  અથેવ� જે� ધ��
ધ��0મા�ગોPન� ન	!વકું4મા�� �"ત�ઓન�� પ્રોલિતલિનલિધત્વ કું�	 છે	, ત� અમા��0 પા�	 ચે9કુંવણ0 કું�વ� મા�!	ન� !T�ન�� પ્રોલિતલિનલિધત્વ કું�ત0
રિંકુંમાત હ�ઈ શકું	 છે	. �"ત�ન� ચે�ક્કું ર્ભ�ગો પા�. અથેવ�, જે� તમા��0 પા�	 �	�વ	 ન	!વકું4 હ�યુ, ત� ત	 ?	 "!	શન વચ્ચે	 અથેવ�
શહ	�ન� એકું �ળા ટ્રે�ડિફકું ��� નકુંશ� વચ્ચે	ન0 અ�ત�ન�� પ્રોલિતલિનલિધત્વ કું�0 શકું	 છે	, ત	 વ્યુ"ત માયુ	 ?	 આ�ત�છે	દ વચ્ચે	ન� કું	!��
માયુ �ઈ શકું	 ત	 દશ�4વશ	.
("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ4 ��: 02:12)
ત	થે0,  �મા�ન્યુ �0ત	,  વ	ઈ!	�(Weighted)  ગ્રા�ફ એ એકું વધ���ન� ફ�કુંશન �થે	ન� એકું �મા�ન્યુ ગ્રા�ફ છે	  જે	  અમાન	 દ�	કું
ધ��ન0 રિંકુંમાત કુંહ	 છે	, આ એકું વજેન કું�યુ4 કુંહ	વ� મા�!	 �મા�ન્યુ છે	. ત	થે0, વ	ઇ! ફ�ક્શન ફક્ત E મા�� દ�	કું ધ��ન	 અમા�કું ન�?�
અ�ઇન કું�	 છે	, ત	થે0 આ કું	!��કું વ�"તલિવકું �ખ્યુ� લિવશ	 લિવચે��	 છે	 . ત	થે0, હવ	, જે� તમા��0 પા�	 v 0 થે0 vn ત�ફન� પા�થે
હ�યુ, ત� આપાણ0 પા�	 v 0 થે0 vn ન� પા�થે છે	, આપાણ0 પા�	 n એ એજેન્ન� ક્રમા છે	, v 0, v1, v 1 v 2, આમા��ન� દ�	કું
આપાણ0 વ	ઈ!	�(Weighted)  આ�	ખન� વજેન હશ	 અન	 કું�દ�ત0 વ"ત� કું�વ�થે0 આ વજેનન0 રિંકુંમાત ઉમા	�વ�મા�� આવશ	.
ત	થે0, આ લિવચે��0ન	 અ�ત� છે	, પાછે0 કું�� અ�ત� આ પા�થેન	 અન��વ�� જે�ઈએ અન	 આપાણ	 ?નવ�� છે	 , ત	 અ�ત�ન� �વ�ળા�
હશ	. જે� ત	 ફ્��ઇટ્ન�� અન�ક્રમા છે	, ત� અમા	 ડિ!ડિકું! મા�!	 ચે9કુંવણ0 કું�ત� કું�� ખચે4 ખચે4ન0 �કુંમા હશ	. ત	થે0, અમા	 દ�	કું પા�થે
�થે	 વજેનન� �વ�ળા�ન	 ઉમા	�0ન	 ડિકુંન��0થે0 પા�થે �ધ0ન� વજેનન	 લિવ"તUત કું�0શ��. અન	 હવ	, કું�દ�ત0 મા"યુ� જે	  આપાણ	
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ઉકું	�વ� મા�ગો0એ છે0એ ત	 છે	 માટ્રે0	ન0 આપા	� જે��0 વચ્ચે	ન�� 7થે0 !9�કું�� પા�થે; ત	 જે �ઘુ�ત્તમા ખચે4 છે	 જે	 હ� � વ0 0 થે0 v ન�
જેવ� મા�!	 �ઈ શકું�� છે� �.
("��ઇ�માયુન� �દર્ભ4 ��: 03:19)
ત	થે0,  આપાણ	 જે�યુ��  છે	  કું	  ત	  પાહ�ળા�ઈ પ્રોથેમા શ�ધ આ મા"યુ�ન	  હ� કું�શ	,  જે� અમા��0 રિંકુંમાત એ ધ��ન0 �ખ્યુ�ન�
�દર્ભ4મા�� છે	. કુંહ	વ�ન� ?0જે� �"ત� એ છે	 કું	 આપાણ	 ધ��વ�� જે�ઈએ કું	 દ�	કું ધ��ન0 રિંકુંમાત એકું જે છે	 , 1 અથેવ� કું�ઈ લિનયુત
�ખ્યુ�. ત	થે0, જ્યુ��	 હ� � વધ� ધ�� ત�ફ આગોળા વધ�� છે� �, ત્યુ��	 ખચે4 અમા��� મા�!	 ધ��ન0 �ખ્યુ� ત�ફ પ્રો�યુ�લિગોકું છે	. પા��ત�, જે�
તમા��0 પા�	 આ લિમા�કુંત નથે0,  ત� રિંકુંમાત માન"વ0 હ�ઈ શકું	 છે	,  પાછે0 પાહ�ળા�ઈ પ્રોથેમા શ�ધ કું�મા કું�ત�� નથે0.  ઉદ�હ�ણ
ત�0કું	, આપાણ	 જે�ઈ શકું0એ છે0એ કું	 1 અન	 3 વચ્ચે	, 0ધ0 ધ�� છે	, પા��ત� ત	 વજેન 80 છે	 અન	 આપાણ	 2 ઉમા	�0ન	 જેઈન	
1, 2, 3 ન� !9�કું� ખચે4 પા�થે કું�0 શકું0એ છે0એ. ત	થે0, ત	ન0 પા�	 ?	 ધ��, તમાન	 10 વત્ત� 6, જે	 16 ન0 જેરૂ� છે	 ત	 કું�� ખચે4.
ત	થે0,  ર્ભ����કુંવ�ળા�  ગ્રા�ફમા��  !9�કું�તમા પા�થેન	  ધ��ન0  �ખ્યુ�ન�  �દર્ભ4મા��  7થે0  ન�ન�  મા�ગો4  હ�વ�  જે�ઈએ નહS,  અમા	
ડિકુંન��0ઓ �થે	ન� ખચે4ન0 �કુંમા લિવશ	 વ�ત કું�0 �હ્યા�� છે0એ . ત	થે0, ધ��ન0 �ખ્યુ�ન� �દર્ભ4મા�� અમા��0 પા�	 ���?�� પા�થે હ�ઈ
શકું	 છે	,  પા��ત� !9�કું� કું�� ખચે4.  અન	 અમા��� ધ્યુ	યુ આ !9�કું� મા�ગો4ન0 ખ�	ખ� ��?�ઈન	 ધ્યુ�નમા�� �0ધ� લિવન� આવ� પા�થે�ન0
ગોણત�0 કું�વ�ન� છે	.
("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ4 ��: 04:18)
ત	થે0, આપાણ	 !9�કું� પા�થેન	 �ગોત� ?	 પ્રોકું��ન� પ્રોશ્ન� પા9છે0 શકું0એ છે0એ, એકું કુંહ	વ�ત� બિંગો� સ્રો�ત પા�થે છે	. એકું "ત્રો�ત !9�કું�
પા�થે મા"યુ�મા��, અમા��0 પા�	 એકું ડિ�લિજે!� "થે�ન છે	  જ્યુ��થે0 આપાણ	 આપાણ� ?ધ� પા�થે શરૂ કું�0એ છે0એ અન	 અમા	
દ�	કું અન્યુ પા�થેન0 7થે0 !9�કું0 અ�ત� શ�ધવ� મા��ગો0એ છે0એ. હવ	, આ
(માયુન��દર્ભ4 ��: 04:37)
ખ9? કું�દ�ત0 એલિપ્�કું	શન છે	, ત	થે0 તમા	 કુંલ્પાન� કું�� છે� કું	 તમા	 એકું ઉત્પા�દકું છે� અન	 તમા��0 પા�	 એકું ફOક્!�0 છે	 જ્યુ�� તમા	
તમા��0 ?ધ0 વ"ત�ઓ ?ન�વ� છે�,  હવ	 તમા��	 આ વ"ત�ઓન	 દ	શર્ભ�મા��  વહZચેવ0 પા�શ	.  ત	થે0,  તમા	 તમા��� ઉત્પા�દન�ન	
ફ	ક્!�0મા�� પાડિ�વહન કું�વ�ન� 7થે0 !9�કું� �"ત� કું	વ0 �0ત	 શ�ધ0 શકું� છે� જે	  આ તમા�મા "થે�ન� મા�!	 એકું બિં?દ� છે	 , જ્યુ�� ત	
વ	ચે0  શકું�યુ છે	  અથેવ� તમા�મા છે9 !કું  આઉ!�	ટ્ અથેવ� તમા	  કું�ડિ�યુ� કું�પાન0  હ�ઈ શકું�  છે�.  હવ	,  કું�ડિ�યુ� કું�પાન0 ?ધ0
વ"ત�ઓન	 આપા	� શ	�0મા�� ખ	�શ	, ત	 એકું કું	લિન્[ત કું�યુ�4�યુ હત�� અન	 આ કું	ન્[0યુકુંUત કું�યુ�4�યુથે0, ત	 શહ	�ન�� તમા�મા ર્ભ�ગો�મા��
લિવત�ણ કું�વ�ન0 �હ	શ	.  ત	થે0,  તમા	 લિવત�ણ કુંચે	�0મા��થે0 7થે0 ન�ન� મા�ગો4 કું	વ0 �0ત	  કું�ડિ�યુ� આઇ!મ્ન	  લિવતડિ�ત કું�વ�
મા�!	ન� તમા�મા જે� દ� જે� દ� �"ત�ઓ પા� ગોણત�0 કું�� છે�?
("��ઇ�માયુન� �દર્ભ4 ��: 05:15)
અન	 ?0જી મા"યુ� કું	�ન0 કું�ઈપાણ જે��0 અથેવ� લિશર્ષ4કું�ન0 વચ્ચે	ન0 7થે0 !9�કું0 અ�ત�ન0 ગોણત�0 કું�વ0. ત	થે0, જે� તમા��0
પા�	  એ���ઇન અથેવ�  ટ્રે	ન ન	!વકું4ન�  રૂ!Sગો ન	!વકું4  હ�યુ  ત�,  આ એકું કું�દ�ત0  મા"યુ�  હશ	.  હવ	,  જ્યુ��	  તમા	  કું�ઈ
શહ	�મા��થે0 કું�ઈ શહ	�મા�� મા��ફ�0 કું�વ� મા��ગો� છે�, ત� તમા	 A અન	 B અથેવ� ઉદ�હ�ણ વચ્ચે	 !9�કું� પા�થેન0 ગોણત�0 કું�વ�
મા��ગો� છે�, જે� તમા	 ગો9ગો� નકુંશ� જે	વ0 	વ�ન� ઉપાયુ�ગો કું�� છે� અન	 તમા	 કુંહ� છે� કું	 તમા	 કું�ઈ સ્રો�તથે0 �ઈ જેવ� મા��ગોત�
હ� ગો�તવ્યુ, ત	 !9�કું� પા�થેન0 ગોણત�0 કું�વ�ન� અન	 તમાન	 વTરિંકુંગો અથેવ� ડ્રા�ઇબિંવગોન� �દર્ભ4મા�� માયુ આપા	 છે	 , વગો	�	. ત	થે0,
અમા��0 પા�	 ?	 અ�ગો અ�ગો પ્રોકું��ન0 મા"યુ�ઓ છે	, એકુંમા�� એકું જે સ્રો�ત હ�ઈ શકું	 છે	 અન	 ત	 સ્રો�ત અન	 અન્યુ �"કું�ણ
વચ્ચે	ન� દ�	કું ગો�તવ્યુ મા�!	ન� 7થે0 ન�ન� મા�ગો4 છે	  જ્યુ�� આપાણ	 લિશ�ચ્છે	દન� દ�	કું જે��0 વચ્ચે	 !9�કું� પા�થે શ�ધવ� મા��ગો0એ
છે0એ.
("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ4 ��: 06:00)
ત	થે0, આપાણ	 આ એકું� સ્રો�તન0 !9�કું0 પા�થે મા"યુ�ન	 જે�ઈન	 પ્રો���ર્ભ કું�0શ��. ત	થે0, આપાણ	 ડિ�ઝા�ઇન કું�વ�� પા�શ	, આપાણ	 આ
પ્રોકું��ન0 મા"યુ�મા�� લિનયુ�ક્ત કું�વ�� પા�શ	, પ્રો���લિર્ભકું શ્��કું શ�� છે	. ત	થે0, કુંદ�ચે આપાણું� પ્રો���લિર્ભકું વ�ક્યુ એ છે	  કું	 આપાણ	 ધ��0
�ઈએ છે0એ,  ત	 લિશ�ચ્છે	દ છે	.  યુ�દ ��ખ� કું	 આપાણ	 �મા�ન્યુ �0ત	  1, 2, 3  ન	  n એ ઉપા� આપા0એ છે0એ.  ત	થે0,  અહS
આપાણ0 પા�	 7 લિશ����?વ�ળા� ગ્રા�ફ છે	 અન	 ધ��ન0 ડિકુંન��0ઓ ��� ��ગોન0 ?�જે�એ �ખ	�0 છે	 અન	 આપાણ	 1 થે0 પ્રો���ર્ભ
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કું�વ� અન	 શ�ધવ� મા��ગો0એ છે0એ કું	, !9�કું0 �ર્ભલિવત રિંકુંમાતમા�� દ�	કું અન્યુ શ9ન્યુથે0 1 થે0 કું	વ0 �0ત	 મા	ળાવ0 શકું�યુ છે	 અન	 આ
ગોણત�0 કું�વ� મા�!	 વ્યુવલિ"થેત મા�ગો4.
("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ4 ��: 06:32)
ત� અહS એકું મા�નત� છે	  જે	  અલ્ગો�ડિ�ધમાન� માજાવ	 છે	. ત	થે0, ચે��� ધ��0એ કું	 દ�	કું લિશ��બિં?દ� એકું ઓઇ� ડિ�પા�! છે	
અન	 તમા�મા ધ�� પા�ઇપા��ઇન્ છે	 અન	 પા�ઇપા��ઇન્ પા�ઇપા��ઇનન0 ��?�ઈન0 રિંકુંમાત છે	. હવ	, જ્યુ��	 આપાણ	 આ મા9ળા
લિશ�ચ્છે	દમા�� આગો �ગો�વ0શ��,  ત્યુ��	 શ્વ	ત 1 શરૂ કું�� અન	 શ�કું�  1 થે0 જે���યુ	� તમા�મા પા�ઇપા પા� આગો ��ગો0 જેશ	.  ધ��0
�હ્યા� છે0એ કું	 પા�ઇપા એકું મા�ન ગોલિતએ મા��ફ�0 કું�	 છે	, ત	 7થે0 !9�કું0, નજીકુંન� શ્વ	ત ર્ભ�ગોમા�� પાહ^ચેશ	. ત	થે0, પ્રોથેમા શ્વ	ત
પ્રોથેમા ઓઇ� ડિ�પા�! કું	 જે	  પ્રોથેમા શ્વ	ત પાછે0 આગોન	 પાકું�0 �	 છે	 ત	 નજીકુંન� લિશ�ચ્છે	દ છે	 . પાછે0, ?0જા ઓઇ� ડિ�પા�! જે	
આગોન	 પાકું�0 ��ખ	 છે	 ત	 ?0જા નજીકુંન� લિશ��બિં?દ� પા�થે છે	 અન	 ધ��0 �હ્યા�� છે	 કું	 આ આગો મા�ન ગોલિતએ મા��ફ�0 કું�0 �હ0
છે	. જે	 ઝા�પા	 આગો દ�	કું લિશખ� પા� પાહ^ચે	 છે	, ત	 ખ�	ખ� !9�કું� મા�ગો4ન	 શ��ત કું�વ�મા�� આવશ	.
("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ4 ��: 07:31)
ત	થે0, ચે��� આપાણ	 આ લિવલિશષ્ટત�ન	 આ લિવલિશષ્ટ �0ત	 અમા�મા�� મા9કુંવ�ન� પ્રોયુ� કું�0એ, ત	થે0 આપાણ	 આ "ત્રો�ત શ9ન્યુમા�� 0
	! પા� આગો 	! કું�વ�ન�� શરૂ કું�0એ અન	 હવ	 આગો 1 ન0 �થે	 આગો ચે��� થેઈ જેશ	, 3 અન	 ધ�� 1,2. હવ	, કું��ણ કું	 ધ��
1, 2 !9�કું� છે	, 10 યુ�લિન! !�ઇમા વ!̀ક્ 2 ?ન4 કું�શ	. આ બિં?દ�એ, આપાણ	 એ હકું0કુંત દ્વ��� 9ચેવ્યુ�� છે	  કું	 અહS એકું ન�ન�
?ન4 ર્ભ�ગો છે	, ત્યુ�� આ�લિશકું આગો છે	 જે	  1 થે0 3 �ધ0 જાયુ છે	, પા��ત� ત	 મા�ત્રો 80 એકુંમા�મા��થે0 10 મા��ફ�0 કું�	 છે	, ત	 જે	 �0ત	
છે	 ત	 મા�ત્રો આઠમા� ર્ભ�ગો છે	 . 1 થે0 3 ન0 મા��ફ�0 કું�0. ત	થે0, !0 પા� 10 વ!̀ક્ 2 ?ન4 થે�યુ છે	 અન	 આપાણ	 કુંહ0 શકું0એ કું	
આ 2 ર્ભ�ગોથે0 !9�કું0 અ�ત�ન0 7થે0 !9�કું0 રિંકુંમાત છે	. હવ	, આગો 2 થે0 2 ડિદશ�ઓમા�� ફ	��યુ	�0 છે	, 2 થે0 3 અન	 2 થે0 5 �ધ0
અન	 આપાણ	 ચે�ક્કુંપાણ	, 1 થે0 3 ન0 આગો પાણ ત	 જે દ� કું�ત� પાહ	��� તત ચે��� �હ	શ	. હવ	, આપાણ	 જે�ઈ શકું0એ છે0એ
કું	 6 યુ�લિન! પાછે0, વ!̀ક્ 3 ?ન4 થેશ	.
("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ4 ��: 08:34)
ત	થે0, 16 વ!̀ક્ 3 ?ળા0 શકું	 છે	, હવ	 આમા�� 1 થે0 3 ન0 આગો છે	 જે	  80 થે0 16 ન0 મા��ફ�0 કું�	 છે	 ત	 અ�ત� છે	, પા��ત� 2 થે0
5 ન0 આગો દ્વ��� 6 મા��ફ�0 કું�0 છે	. 20 આન� અથે4 છે	. હવ	, હ	વન ?ળા0ન	 3 અન	 આ ડિદશ�મા�� નવ0 આગો ચે��� �હ	શ	,
આ જે9ન0 આગો પાહ	��થે0 અન	 અ�?ત્ત 1 થે0  3  ન0 તત ચે��� છે	,  આગો 2  થે0  5 ન� અથે4 પાહ	��ન� છે	.  ત	થે0,  હવ	,
આપાણ	 જે�વ�� જે�ઈએ કું	, આમા��થે0 કુંયુ� પાહ^ચેશ	 ત	 પ્રોથેમા �ક્ષ્યુ છે	 . ત	થે0, આપાણ	 જે�ઈ શકું0એ છે0એ કું	 2 થે0 5 ન0 આગો
14 એકુંમા�મા�� છે	; તમા	 5 �ધ0 પાહ^ચેશ� જે	  માયુ	 ત	 ન 3 અથેવ� 4 �"ત� નથે0. ત	થે0, જે� તમા	 અન્યુ 14 અન	 અન્યુ 14
એકુંમાન� માયુન	 !0 30 થે0 ચે��� ��ખ� છે�, ત� આપાણન	 ત	 કુંણ4 5 ?ળા	 માળા	 છે	.
("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ4 ��: 09:15)
અન	 અહS આપાણ	 3 થે0 4 મા��થે0 70 મા��થે0 14 કુંયુ�H છે	 અન	 આપાણ	 80 મા��થે0 30 ?��?� 1 થે0 3 �ધ0 કુંયુ�H છે	. ત	થે0, આ
આગો સ્રો�તમા��થે0 હજી પાણ ચે��� છે	 .  ડિકુંન��0ન� પ્રો���ર્ભ બિં?દ� ધ��ન� અ�લિતમા બિં?દ� �ધ0 છે	 .  હવ	,  આ �0ત	 ચે��� ��ખ0ન	,
અલિcન હવ	  5  થે0  6  અન	  7  ન0 વચ્ચે	 પ્રોચે�� કું�	 છે	  અન	 આપાણ	 જે�ઈ શકું0એ છે0એ કું	  10  એકુંમા�મા��,  આપાણ	 કુંણ4  7
?ળાતણ શ�ધ0શ��.
("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ4 ��: 09:42)
અન	 હવ	, 7 થે0 નવ0 આગો 6 ન0 ત�ફ શરૂ થે�યુ છે	, ત	 જે9ન0 આગો 5 થે0 6 �ધ0 આવ	 છે	, પા��ત� ત	 આગોળા ન0કુંળા0 જેશ	,
કું��ણ કું	 આ મા�ત્રો 10 દ્વ��� 50 થે�યુ છે	. ત	થે0, ત્યુ�� હજી પાણ છે	 5 મા��થે0 6 �ધ0 પાહ^ચે	 ત	 પાહ	��� 40 યુ�લિન!ન� માયુ જાયુ
છે	, પા��ત� 5 યુ�લિન!મા��, ત	 7 થે0 પાહ^ચેશ	, ત	થે0 45 ન0 ?��?� 45 ન0 ?��?�, તમાન	 ત	 કુંળાણ 6 ?ન4 માળા	 છે	.
("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ4 ��: 10:02)
અન	 હવ	 ફક્ત એકું જે લિશ��બિં?દ� છે	, જે	
(માયુન��દર્ભ4 ��: 10:08)
?ન4 કું�વ� મા�!	,  ખ�	ખ� 3 અન	  4 છે	.  ત	થે0,  આ બિં?દ�એ આપાણ	 ચે��� ��ખ0એ છે0એ,  આપાણન	 ત	 ?��?� માળાશ	  86,
ખ�	ખ� મા�ફ કું�જે�, કું!̀ક્ 3 એ પાહ	��થે0 જે ?�ળા0 દ	વ�મા�� આવ0 છે	, ત	 આગો 3 ન0 પાહ^ચે �ધ0 પાહ^ચેત0 નથે0. પાણ,
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ફક્ત ?ન4 કું�વ� મા�!	 ?�કું0 �હ	�� તમા��0 જે મા�ત્રો� 4 હત0 અન	 ત	 માયુ	 ત	 86 છે	, આગો પાછે0 આગો પાછે0 70 એકુંમા� છે	.
ધ��ન0 ર્ભ0ખ, ત	 છે	લ્�	 પાહ^ચે	 છે	 અન	 હવ	 ?ધ�� ?ળા0 ગોયુ�� છે	 . હવ	, પ્રો���લિર્ભકું અલિcન �ધ0 પાહ^ચેવ� મા�!	ન� દ�	કું !9�કું� માયુ
દ્વ��� અમા	 દ�	કું લિશ��બિં?દ�ન	 �	?� કું�0એ છે0એ અન	 આ,  અમા	 ત	 પ્રો���લિર્ભકું લિશર્ષ4કું પા�થે પા�થે0 શ9ન્યુ �ધ0 પાહ^ચેવ�ન�
7થે0 !9�કું� મા�ગો4ન� દ�વ� કું�0એ છે0એ.
("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ4 ��: 10:50)
ત	થે0,  ચે��� જે�ઈએ, આપાણ	 આ ?ર્નિંનગો પ્રોડિક્રયુ�ન	 ખ�	ખ� કું	વ0 �0ત	 ગોણત�0 કું�0શ�� જે	  આપાણ	 વણ4ન કું�0એ છે0એ. ત�,
આપાણ	 શ��  કું�0એ છે0એ ત	  આપાણ	 માયુન	 !9�કું� અ�ત� �ધ0 જે��0એ છે0એ અન	 દ�	કું લિશ�ચ્છે	દ �થે	 જેથ્થે� છે	  અન	
શરૂઆતમા��,  આપાણ	 કું�ઈપાણ જાણ0એ છે0એ.  ત	થે0,  આપાણ	 મા�ન0એ છે0એ કું	 કુંણ4બિં?દ� પાહ^ચે0 શકું�યુ ત	વ��  નથે0,  ત	 દ�	કું
લિશ��બિં?દ�ન0 7થે0 !9�કું0 રિંકુંમાત અન�ત છે	. હવ	, આપાણ	 જાણ0એ છે0એ કું	 કુંણ4�	ખ 0, શ્વ	ત 1, શરુંઆતન� શ્વ	ત કું�ઈ પાણ
માયુ	 પાહ^ચે0 શકું�યુ ત	મા નથે0. ત	થે0, અમા	 ત	ન0 રિંકુંમાત 0 હ�વ�ન� લિનદ̀શ આપ્યુ� છે	  અન	 ત	ન	 0 હ�વ�ન� ખચે4 આપ્યુ� છે	,
અમા	 હવ	 ફ�0 લિવવ�ડિદત કું�0 શકું0એ છે0એ, ત	 ઓછે�મા�� ઓછે� ખચે4ન0 ત��ન�મા�� પા���શ0ઓન� ખચે4 છે	 અન	 તમા	 પાહ	�	થે0
જે ખચે4 કું�0 શકું� છે�
(માયુન��દર્ભ4 ��)
11:24).
ત	થે0, 1 થે0 3 �ધ0, આપાણ	 જેઈ શકું0એ છે0એ અન	 માયુ 80 આપાણ	 જાણ0એ છે0એ, આપાણ	 મા�ન0એ છે0એ કું	 હમાણ��
અન�ત છે	. ત	થે0, આપાણ	 જાણ0એ છે0એ કું	 આપાણ	 80 �ધ0 અન�ત �ધ��ણ� કું�0 શકું0એ છે0એ. એ જે �0ત	 આપાણ	 2 થે0
10 ન0 અન�તત� �ધ��0 શકું0એ છે0એ, ત	થે0 આ પ્રોડિક્રયુ�મા��, આપાણન	 ?	 અપા�	ટ્ માળા	 છે	 , હવ	 ?0જા ?ધ� લિશ��બિં?દ�ઓ,
આપાણ	 હજે�  પાણ નથે0 જાણત� કું	 કું	વ0 �0ત	 પાહ^ચેવ��. ત	થે0, ત	ઓ ?દ��શ	 નહS. હવ	, આ 2 ન0 વચ્ચે	, જે� 10 એ 80 કું�ત�
ન�ન� હ�યુ, ત� 10 હવ	 ત	ઓ ત	માન� મા�!	 !9�કું� ર્ભ�ગોન� ર્ભ�ગો ?ન0 શકુંશ	 નહS, ત	થે0 અમા	 કુંહ0એ કું	 10 ?ળા0 ગોયુ� છે	 અન	
અમા	 ત	ન	 પા���શ0 ફ�0થે0 અપા�	! કું�0શ��. ત	થે0, આપાણ	 કુંહ0એ છે0એ કું	 માયુ��ત�	 વO!Oક્ 2 ?ન4 થે�યુ છે	 10. હવ	, કું��ણ કું	 ત	
માયુ 10 પા� ?ન4 કું�	 છે	, અમા	 રિંકુંમાત 10 ન	 6 વત્ત� 6, 16 અથેવ� 18 ન0 ન્યુ�નતમા ત�0કું	 �ધ��0 શકું0એ છે0એ, જે	 16 છે	
અન	 હવ	, આપાણ	 5 ફ�0થે0 	! કું�0 શકું0એ છે0એ અન�તથે0 10 વત્ત� 20 એ 30 છે	. ત	થે0, આપાણ	 આ �0ત	 ચે��� ��ખ0એ
છે0એ. હવ	 આ વ"ત�ન� ઉપાયુ�ગો કું�0ન	 હવ	 જે	 ?ન4 કું�વ� જેઈ �હ્યા� છે	, ત	 16 અન	 5 મા�� ?ન4 થેઈ �હ્યા�� છે	, ત	 30 ?ન4 થેશ	,
ત	 "પાષ્ટ છે	 કું	 3 પાછે0 ?ન4 થેશ	. ત�, આપાણ	 ફ�0થે0 	! કું�0એ છે0એ કું	 ત	 ?ન4 કું�વ�ન0 લિ"થેલિત છે	 અન	 આપાણ	 ત	ન	 પા���શ0
એ!�	 કું	 4 થે0 16 વત્ત� 70 એ 86 છે	. હવ	, જે	 ��કું� ?ળા0 ગોયુ� નથે0, એ!�	 કું	 4 અન	 5, જે	 માયુ�4ડિદત મા9લ્યુ ધ��વ	 છે	, 5
પાછે0થે0 ?ન4  થેશ	.  ત	થે0,  અમા	 ત	ન0 લિ"થેલિત ?ન4  કું�0 દ0ધ0 છે	  અન	  અમા	 અપા�	! કું�0એ છે0એ કું	  ત	  80  અન	  40  ન�
પા���શ0ઓ છે	, 6 મા� છે	,  આપાણ0 પા�	  80 છે	  અન	  7 છે	,  આપાણ0 પા�	  40 છે	,  હવ	  7 ?ન4 છે	.  ત	થે0,  હવ	,  આપાણ	 7
ન0કુંળાત0 રિંકુંમાત જે�ઈશ�� અન	 86 થે0 45 ન	 ?દ�0શ��. હવ	, 45 પાછે0 ?ન4 થે�યુ છે	, 45 ન0 આગોળા 6 ?ન4 થે�યુ છે	, ત	થે0 અમા	
ત	ન	 ?�ળા0 ન�ખ0એ છે0એ અન	 અ�ત	, તમા	 4 ?ન4ન	 86 મા�કું4 કું��.
(�દર્ભ4આપા� "��ઇ� !�ઇમા: 13:00)
ત	થે0,  આ ઔપાચે�ડિ�કું �0ત	  ઍલ્ગો�ડિ�ધમા ત�0કું	  �ખવ� મા�!	,  અમા	 આ મા�લિહત0ન	 ?ળા0ન	 જાળાવ0 ��ખ0એ છે0એ,  પા��ત�
લિશ��બિં?દ�ઓ અન	 માયુ,  ત	 ?	 અ�ગો અ�ગો એ�	મા�� એકું લિશ��બિં?દ�ન	 ?�ળાવ� મા�!	 �	 છે	 .  અમા��0 પા�	 ?ર્નિનયુન એ�	ઝા
ન�માન�� એ�	 છે	  જે	  ?�લિ�યુન વ!̀ક્ ?�લિ�યુન એ�	 છે	 .  ત	થે0,  ત	 આપાણન	 કુંહ	 છે	  કું	 કું�ઈ લિશખ�ન	 લિશ��બિં?દ� ?�ળા0 દ	વ�મા��
આવ્યુ� છે	 અન	 પાછે0, અમા��0 પા�	 અપા	લિક્ષાત ?ન4 !�ઇમા એ�	 છે	, જે	 આપાણન	 ત	 માયુ કુંહ	 છે	 કું	 જે	ન� પા� શ�કું�દ્રુપા ?�ળા0
શકું�યુ છે	. ત	થે0,  શરૂઆતમા��, આપાણ	 કુંહ્યા�� હત�� કું	 કું�ઈ શ�કું�[વ્યુ ?ન4 નથે0, ત	થે0 અમા	 કુંહ્યા�� છે	  કું	 ?ધ� લિશ��બિં?દ�ઓએ શ9ન્યુ
મા9લ્યુન	 ?�ળા0 ન�ખ્યુ�� છે	  અન	 શરૂઆતમા��,  અમા	 દ�	કું કુંણ4 મા�!	 અન�ત �ધ0 અપા	લિક્ષાત માયુ જેણ�વ્યુ�� હત��.  હવ	,  અ�?ત્ત
અન�ત, એકું ખ્યુ�� છે	 જે	ન� અ�દ�જે કું�ઢવ� મા�શ્કું	� છે	 , પા��ત� આપાણ	 �ળાત�થે0 તપા� કું�0 શકું0એ છે0એ કું	 કું�ઈ અ�ત� કું�ઈ
અ�ત� પા� હ�ઈ શકું	 નહS, જે	 ગ્રા�ફ વત્ત� પ્�મા��ન� ?ધ� ખચે4ન0 ત��ન�મા�� વધ��	 છે	 . કું��ણ કું	, તમા	 મા�!�ર્ભ�ગો	 વ�"તવમા�� ત	
!9�કું� મા�ગો4ન� પાણ ઉપાયુ�ગો કું�0 શકું	 છે	 જે	  વ�"તવમા�� ઓછે� ધ�� પાણ �	 છે	 , પા��ત� મા�!�ર્ભ�ગો	, તમા	 દ�	કું ધ��ન� ઉપાયુ�ગો કું�0
શકું� છે�, એજેમા�� ?	 વ�� ઉપાયુ�ગોમા�� �	વ�ન� કું�ઈ મા�દ્દો� નથે0, મા�!� ર્ભ�ગો	 તમા	 એકુંવ�� દ�	કું ધ��ન� ઉપાયુ�ગો કું�0 શકું� છે�.
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ત	થે0, જે� તમા	 ગ્રા�ફમા�� તમા�મા ખચે4 ઉમા	�� અન	 ત	મા�� એકું ઉમા	�� અન	 પાછે0, આન	 ચે�ક્કુંપાણ	 અન�ત ત�0કું	 ગોણવ�મા�� આવ	
છે	, આ ખચે4 કું�ત� કું�ઈ વ�"તલિવકું રિંકુંમાત મા�!0 હ�ઈ શકું	 નહS. ત	થે0, આપાણ	 અન�તત�ન� ઉપાયુ�ગો કું�0 શકું0એ છે0એ, પા��ત�
ત	ઓ અન�ત છે	,  ત્યુ�� એકું નક્કું� વ્યુ9હ�ચેન� છે	 , ત	 અન�ત �થે	 અ�ઇન કું�વ�મા�� આવ0 હત0. હવ	,  આપાણ	 પ્રો���ર્ભ સ્રો�ત
વ!̀ક્થે0 પ્રો���ર્ભ કું�0એ છે0એ જે	  આપાણ	 મા�ન0એ છે0એ કું	 1 મા��  6 કુંહ	 છે	  કું	 ત	 1 �ધ0ન� માયુ ?ન4 કું�	 છે	. અન	 હવ	,
આપાણ	 વ���વ�� અપા	લિક્ષાત ?ન4 !�ઇમા પા� ધ્યુ�ન આપા0એ છે0એ,  ત	ન	 આગોળા ?�ળા0શ�� અન	 અપા	લિક્ષાત ?ન4 !�ઇમા ફ�0થે0
પા���શ0ઓ મા�!	 ફ�0થે0 	! કું�0શ��  ,  આ પા��શન� વત4મા�ન ?ન4 માયુ અન	 આ �ઘુ�તમા દ્વ���,  ત	મા��થે0 ઓછે�મા�� ઓછે� �
અન	 ?ન4 !�ઇમાન� મા9લ્યુન� આધ��	.
("��ઇ�માયુન� �દર્ભ4 ��: 14:40)
ત	થે0, આ ખ9? જે �ળા એલ્ગો�ડિ�ધમા છે	 , ત	થે0 અહS ત	 "યુ��� કું��મા�� છે	. ત�, આપાણ0 પા�	 આ ?	 લિશ��બિં?દ�ઓ ?�ળા0 છે	
અન	 આપાણ0 પા�	 અપા	લિક્ષાત ?ન4 !�ઇમા એ�	 છે	.  ત	થે0,  આપાણ	 ?ળા0ન	 કું�!ખ9ણ	 શરૂ કું�0એ છે0એ અન	 આશ� ��ખ0એ
છે0એ કું	 લિશ��બિં?દ�ઓ મા�!	 અન�ત �ધ0 ?ન4 માયુ. હવ	, આપાણ	 કુંહ્યા�� છે	 કું	 સ્રો�ત વ!̀ક્ 0 થે0 ?ન4 કું�વ�ન� માયુ અપા	લિક્ષાત
છે	, અમા	 ન�ન�મા�� ઓછે� અનપ્��ઇ� વ!̀ક્ન	 પા�દ કું�0એ છે0એ. ત	થે0, અમા	 તમા��� મા�!	 શ�ધ0 �હ્યા� છે0એ, જે	 ળાગો�વ0
નથે0 અન	 ?ન4ન� માયુ �ઘુ�તમા કું	વ0 �0ત	 ��ગો	 છે	,  ત	 ?�ળા0 ન�ખ	 છે	  અન	 ત	મા��થે0 પ્રોત્યુ	કું પા���શ0ઓન	 જેત� નથે0,  જે	
?ળા0 નથે0. જે� ત	 મા�!	ન� અ�દ�જે તમા��� દ્વ��� પા�� થેવ�ન� અ�દ�જે કું�ત� વધ��	 છે	 , ત� ત	 તમા��� મા�!	ન� ?ન4 !�ઇમા
છે	, વત્ત� તમા��0 પા�	થે0 વ0. પાછે0, તમા	 ?ન4 !�ઇમાન	 નવ� વજેન ત�0કું	 અપા�	! કું�� છે�, ત	થે0 વ�"તલિવકું એલ્ગો�ડિ�ધમા ?ન4
!�ઇમામા�� અન	 અપા	લિક્ષાત ?ન4 માયુ કું�દ�ત0 અથે4ઘુ!ન છે	. ત	થે0, ?ન4 મા�ત્રો મા���કું�ત �0ધ0 છે	.
("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ4 ��: 15:35)
ત	થે0, જ્યુ��	 આપાણ	 મા���કું�ત0ઓ લિવશ	 શ્વ	ત હ�યુ છે	 , ત	થે0 અમા	 ત	ન	 ?�ળા0 ન�ખ0એ છે0એ અન	 અ�ત� એ અપા	લિક્ષાત એકું
જે માયુ છે	. ત	થે0, આપાણ	 આ જે એલ્ગો�ડિ�ધમાન	 ફ�0થે0 �ખ0 શકું0એ છે0એ, ત	 ફક્ત ?0.વ0.ન0 મા���કું�ત �ઈન	 ?દ�વ�મા��
આવ0 છે	  અન	 ઇ?0!0 અ�ત� દ્વ��� આવશ્યુકું છે	 .  ત	થે0,  આપાણ	 અન�ત �ધ0 ખ�!0 અ�ત�ન0 મા���કું�ત �0ધ0,  પ્રો���લિર્ભકું
અ�ત�થે0 શરૂ કું�0ન	 આ શરુંઆતન0 શરુંઆત 0 છે	. અન	 ત	 પાછે0, ત	 વ���વ�� દ�	કું અવ્યુવલિ"થેત લિશ�ચ્છે	દ મા�!	 થેશ	, ત	થે0
આ  �ઘુ�તમા  અ�ત�,  ત	ન	  મા���કું�ત  �	વ�  અન	  અપા�	!  કું�વ�  મા�!	  	!  કું��.  બિંગો�  "ત્રો�ત  !9�કું�  પા�થે  મા�!	  આ
ડિ�જે"ટ્રે�ન�(Dijkstra's) અલ્ગો�ડિ�ધમા છે	.
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ડિ�ઝા�ઇન અન	 એન�લિ�લિ ઓફ એલ્ગો�ડિ�ધમ્ (Design and Analysis of Algorithms)
પ્રો�ફ	� મા�ધવન મા�કું��દ (Prof. Madhavan Mukund)

ચે	ન્નઈ મા	થે	મા	ડિ!કું� ઇલિન્"!ટ્યુ�! (Chennai Mathematical Institute)
વ%કું- 04

મા&ડ્યુ(� - 02
�	ક્ચે� – 26

 
તે	થે%, ચે��� હવ	 સિંગો� "ત્રો�તે !(�કું� પા�થે મા"યુ� મા�!	 ડિ�જ"ટ્રા�ન�(Dijkstra’s) અલ્ગો�ડિ�ધમાન� લિવશ્�	ષણ કું�%એ.
("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ6 ��: 00:06)
તે	થે%,  યુ�દ ��ખો� કું	 ડિ�જ્"ટ્રા�(Dijkstra)ન� એલ્ગો�ડિ�ધમ્ અમા	 ઉપાયુ�ગોમા�� �	વ�યુ	�% મા�નતે�મા�� લિ:��સિં;દ�ન	 �ચે�લિ�તે
કું�%ન	 કું�યુ6 કું�	 છે	. તે	થે%, આપાણ	 જ	 લિ:��સિં;દ�ઓન	 ;�ળી% ન�ખ્યુ� છે	 અથેવ�
((માયુન��દર્ભ6: 00:17)
ટ્રા	કું ��ખો%એ છે%એ)
:રૂઆતેમા�� કું:�� જ મા���કું�તે �	વ�મા�� આવતે% નથે% અન	 :રૂઆતેમા�� આપાણ	 કું�ઈ પાણ લિ:��સિં;દ�મા�� કું�ઈ અ�તે� જાણતે� નથે%.
તે	થે%, આપાણ	 અ�તે�ન% ;ધ% અ�તે� ધ��% �%ધ% છે	 . જ્યુ��	 આપાણ	 સ્રો�તે વ!Cક્ પા� પ્રો���ર્ભ કું�%એ, તે� તે	ન	 ધ��ણ� દ્વ��� 1
ન	 કું&� કું�%એ. તે	થે%, આપાણ	 તે	ન% અ�તે� 0 �ધ% �યુ�લિજતે કું�%એ છે%એ. પાછે%, આપાણ	 વ���વ�� જ	  પાહ	��� કુંણ6 નથે% ;�ળી%
ન�ખ્યુ�� તે	 ;ગો��	 છે	  અન	 જ	ન% પા�	 ;ળી% :કું�તે% નથે% તે	 વચ્ચે	 ઓછે�મા�� ઓછે% અ�તે� છે	, મા���કું�તે �%ધ% છે	  અન	 તે	ન�
;ધ� પા��:%ઓન	 અ�તે� પા�છે� � ફ	�વ% છે	.
("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ6 ��: 00:45)
તે	થે%, આપાણ	 આ અલ્ગો�ડિ�ધમ્ન% જડિ!�તે�ન	 જ�એ તે	 પાહ	��, આપાણ	 ખો�	ખો� પાહ	�� એ ચેકું�વ�� પા�:	 કું	 તે	 �ચે�� છે	 .
તે	થે%,  ડિ�જ્"ટ્રા�(Dijkstra)ન�  એલ્ગો�ડિ�ધમ્  હવ	  અપા�	ટ્ન�  આ  અન�ક્રમા  ;ન�વ	  છે	.  તે	  ;%એફએ(BFS)  અન	
�%એફએ(DFS) મા�!	 થે���� લિવશ્�	ષણ છે	, કું��ણ કું	 તે	 લિ:ષ6કું�મા�� મા���કું�તે ��ખો	 છે	 અન	 તે	 ફક્તે એકું જ વ�� દ�	કું લિ:ષ6કુંન%
મા���કું�તે �	 છે	. હવ	, તે	 કું�ઈ ચે�ક્કું ક્રમામા�� લિ:ષ6કું�ન% મા���કું�તે �	 છે	 જ	 પાહ	�� પાહ�ળી�ઈથે% પાહ	�� અથેવ� ઊં��ઈથે% જ� દ�
છે	, અન	 આપાણ	 વ�જ;% ઠ�	 છે	 કું	 આ ઓ�6� ખો�	ખો� �ચે� છે	. તે	થે%, દ�	કું તે;ક્કું	, દ�	કું સિં;દ�એ, પાહ�ળી�ઈ પ્રોથેમા :�ધ તે	ન�
;ધ� પા���:%ઓ જ�એ છે	  અન	 તે	માન� વ!Cક્ ન�;�ન� ક્રમામા�� તે	માન% મા���કું�તે �	 છે	. પ્રોથેમા ઊં��ણ પ્રોથેમા પા���:%ન	 પા�દ
કું�:	, અન	 પાછે% તે	ન	 વધ� અન્વ	ષણ કું�:	. હવ	, ડિ�જ્"ટ્રા�(Dijkstra) એલ્ગો�ડિ�ધમા જ� દ% જ� દ% વ્યુ(હ�ચેન�ન� ઉપાયુ�ગો કું�	 છે	
જ	  પ્રોથેમા, Jથે% ન�ન�� અ�તે� અન	 મા���કું�તે પા���:%ન	 પા�દ કું�વ�ન�� છે	 . તે	થે%, આપાણ	 આ લિવકુંલ્પા પા�દ કું�વ� પા�:	 કું	 જ	
ક્યુ��	યુ ન%ચે	 નથે%, તે	 આગોળી વધવ�ન�� ચે��� ��ખો:	, અન	 તેમા	 ક્યુ��	યુ પા�છે� નહK જાઓ અન	 આ:� કું�:� કું	 કુંદ�ચે માન	 એકું
અ�ગો પા�દ  કું�વ�  જ�ઈએ કું	  આ પ્રોકું��ન%  વ્યુ(હ�ચેન�  ખો�	ખો�  �ચે%  છે	 .  તે	થે%,  આ ��ર્ભ%  એલ્ગો�ડિ�ધમ્ ન�માન%
એલ્ગો�ડિ�ધમ્ન�� �મા�ન્યુ વગો6 છે	  જ્યુ�� તેમા��% પા�	 �ખ્યુ�;�ધ :ક્યુ ટ્રાજ	ક્!�%ઝા છે	  જ	  તેમા	 મા"યુ�ન� ઉકું	� ��વવ� મા�!	
પા�દ કું�% :કું� છે�.  દ�	કું તે;ક્કું	 તેમા	 કું	!�%કું "થે�લિનકું મા�લિહતે%ન� આધ��	  આગો�% પા�દગો% કું�� છે�.  આ સિં;દ�એ,  આ
;ન�વવ� મા�!	ન% શ્રે	ષ્ઠ પા�દગો% જ	વ% ��ગો	 છે	 અન	 પાછે% કું�ઈકું �%તે	 જાદ�ઈ �%તે	 તેમા	 "થે�લિનકું મા�લિહતે% પા� આ શ્રે	ષ્ઠ પા�દગો%
કું�� છે� તે	 વNલિશ્વકું "તે�	 શ્રે	ષ્ઠ મા�ગો6 �	વ�ન�� ચે��� કું�	 છે	. તે	થે%, આવ� ��ર્ભ% એલ્ગો�ડિ�ધમા મા�!	, તે	 "થે�લિપાતે કું�વ�� માહત્વપા(ણ6 છે	
કું	 આ આગો�� પાગો��ન% "થે�લિનકું પા�દગો% વ�"તેવમા�� અમાન	 વNલિશ્વકું ઇષ્ટતેમા આપા	 છે	,  કું��ણ કું	 ઘણ%વ�� આ પ્રોકું��ન%
"થે�લિનકું ન્યુ�યુ:�"ત્રો આપાણન	 �ચે� મા(લ્યુ આપાતે�� નથે%.
("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ6 ��: 02:20)
તે	થે%,  ચે���  J  પ્રોથેમા ડિ�જ્"ટ્રા�(Dijkstra)  એલ્ગો�ડિ�ધમાન�  ચે�કું�ઈ  જ�ઓ.  તે	થે%,  આ ચે�ક્કું ડિકું"�મા��  ચે�કું�ઇ
"થે�લિપાતે કું�વ�ન% ચે�વ% એ છે	  જ	  ઇન્વ	�%અ�!(Invarient)  કુંહ	વ�મા�� આવ	 છે	,  જમાણ%.  તે	થે%,  હવ	,  ડિ�જ્"ટ્રા�(Dijkstra)
એલ્ગો�ડિ�ધમા તેમા	 પા�ન��વતે6નન� અન�ક્રમામા�� જ�યુ�� છે	  તે	 �%તે	 પ્રો�પ્તે થે�યુ છે	 . તે	ઓ પા�ન��વતે6ન છે	. ઇન્વ	�%અ�!(Invarient)
એ છે	 કું	 દ�	કું પા�ન��વતે6ન વખોતે	 ;ન6 અન	 અન;"!6 જ	વ� લિ:����;ન� આ :�દ્ધતે� છે	. તેમા	 જ	ન� દ�વ� કું�વ� મા��ગો� છે� તે	
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છે	  કું	 ;ન6 લિ:��સિં;દ�ઓ યુ�ગ્યુ �%તે	  હ� કું�વ�મા��  આવ	 છે	 ,  જ� કું�ઈ પાણ સિં;દ�એ હ�યુ તે� જ� આપાણ	 લિ:��સિં;દ�ઓન	
ગો�ઠવ	��  અ�તે� તે�ફ ધ્યુ�ન આપા%એ,  તે�  તે	  અ�તે�  વ�"તેવમા��  સ્રો�તે લિ:��સિં;દ�ઓમા��  તે	  Jથે%  ન�ન�  અ�તે� છે	  જ	  તે	
જળી�:યુમા�� છે	  . તે	થે%, જ� આપાણ	 મા�ન%એ છે%એ કું	 આ ઇન્!�	લિક્!વ ઇન્વ	લિન્!અન્! �ચે�� છે	, તે� તે	 :રૂઆતેમા�� ચે�ક્કુંપાણ	
�ચે�� છે	  કું��ણ કું	 :રૂઆતેમા��, ફક્તે એકું જ લિ:��સિં;દ� જ	  આપાણ	 ;�ળી% દ%ધ% છે	  તે	 પ્રો���લિર્ભકું શ્વ	તે છે	 . તે	થે%, આપાણ	 જ	
પાહ	��� કુંણ6 ;�ળ્યુ�� છે	 તે	 છે	 અન	 આપાણ	 કુંહ્યું�� છે	 કું	 તે	 0 થે% અ�તે� છે	. તે	થે%, ચે�ક્કુંપાણ	 તે	 માયુ	 આ ગો�ણધમા6 �ચે�� છે	 કું	 ;ન6
લિ:��સિં;દ�ઓ વચ્ચે	, અ�તે� અથેવ� હકું%કુંતેમા�� Jથે% !(�કું% અ�તે�. હવ	, ધ��	 છે	 કું	 આપાણ	 તે	ન	 થે��� લિ:��સિં;દ�ઓ મા�!	 ��;�વ્યુ��
છે	, હવ	 આપાણ	 એકું નવ�� ઉમા	�વ� મા��ગો%એ છે%એ. તે	થે%, આપાણ	 જ	  કુંહ્યું�� છે	  તે	 છે	 કું	 આપાણ	 વW!Wક્ v પા�દ કું�%:��, જ	મા કું	
જ� આપાણ	 x ન� અ�તે� અન	 xv ન� વજનન	 જ�વ�� જ�ઈએ, જ� તેમા	 આ કું�� �વ�ળી�ન	 જ�ઓ છે�, જ	  V ન� અ�તે�ન	
અપા�	! કું�વ�મા�� આવ:	, તે� તે	 ;ધ�મા�� Jથે% ન�ન� હ:	 લિ:��સિં;દ� જ	  ;ળી% નથે%. તે	થે%, દ�વ� એ છે	  કું	 જ� આપાણ	 આન	
આપાણ� ;ન6 	!મા�� ઉમા	�%:��, તે� જમાણ% ;�જ�એ આપાણ	 વ% :�મા	� કું�%ન	 આ �%તે	 ;ન6 	! કું�%એ છે%એ, તે�, વ%ન� અ�તે
હવ	 આપાણ	 જ	  ગોણ્યુ� છે	 તે	ન% તે��ન�મા�� ખો�	ખો� ન�ન� હ�ઈ :કુંતે� નથે% અન	 અમા	 ;દ�% :ક્યુ� નથે% તે	 પાછે%થે% અપા�	!.
તે	થે%, તેમા	 તે	ન	 કું	વ% �%તે	 ;દલ્યુ�� કું��ણ કું	 પાછે%ન�� અપા�	!મા��, તે	 પાછે%થે% તે	 પાછે%ન�� કું��ણ હ�ઈ :કું	 છે	 કું	 આપાણ	 ખો�	ખો� ;ન6
	!ન	 વધ��%એ છે%એ અન	 એકું નવ�� :�મા	� કું�%એ છે%એ. હવ	, તે	 હ�ઈ :કું	 છે	 કું	 y થે% w થે% v ન� �"તે� છે	 જ	  પા�થે કું�તે��
!(�કું� છે	  જ	  આપાણ	 હમાણ�� જ કું�હ��%થે% v દ્વ��� દ�વ� કુંયુY છે	. તે	થે%, એ જ�વ�ન�� �ળી છે	  કું	 y ન% અ�તે� અન	 wxy ન%
કિંકુંમાતે. હવ	, આ પાહ	��ન% વ"તે� કું�તે� મા�!�� અથેવ� તે	ન� ;��;� હ�વ�� જ�ઈએ કું��ણ કું	 આપાણ	 v પા�દ કુંયુ�[ છે	  અન	 w
નથે%,  કું��ણ કું	 આ સિં;દ�એ w Jથે% ન�ન�� હતે��, v  હતે%.  કુંદ�ચે તે	ઓ મા�ન હતે�,  પા��તે� ચે�ક્કુંપાણ	 �;લ્યુ� કું�તે� ઓછે� �
નહ�તે��.  તે	થે%,  પાછે%ન� તે;ક્કું	  જ� તેમા	 �બ્લ્યુ�એ,  તે� આપાણ	 જાણ%એ છે%એ કું	  આપાણ	 ઓછે�મા��  ઓછે� �  પાહ]ચેવ� મા�!	
ઓછે�મા�� ઓછે� માયુ �ઈ:��.  પાછે%,  આપાણ	 �બ્લ્યુ� થે% લિવરુદ્ધ જવ�ન% કિંકુંમાતે વધ��વ% પા�:	.  તે	થે%,  ત્યુ��ન� કું�ઈ �"તે�
નથે% કું	 જ� આપાણ	 :�ધ% :કું%એ કું	 y થે% v ન% લિવરુદ્ધ છે	, તે� પાછે% યુ�ગ્યુ �"તે� કું�તે�� વધ� યુ�ગ્યુ હ�ઈ :કું	 છે	 . તે	થે%, આ
ઇન્વ	�%અ�!ન	 ફ�% "થે�લિપાતે કું�% �હ્યું�� છે	  જ	  આપાણ	 આગોળી ;�ળી% ન�ખો	���  છે	  તે	 યુ�ગ્યુ �%તે	 ઉકું	��ઈ ગોયુ�� છે	 .  તે	થે%,  આ
;તે�વવ�ન� એકું �"તે� છે	 કું	 ડિ�જ્"ટ્રા�(Dijkstra) ��ર્ભ% વ્યુ(હ�ચેન� વ�"તેવમા�� આ મા"યુ�ન	 યુ�ગ્યુ �%તે	 ઉકું	�	 છે	.
("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ6 ��: 05:01)
તે	થે%, હવ	 આપાણ	 �લિ;તે કુંયુ�[ છે	  કું	 તે	 �ચે�� છે	, ચે��� જડિ!�તે�ન	 જ�ઈએ. તે	થે%, તે	મા�� કું	!��કું "પાષ્ટ આ�!%ઓ છે	. તે	થે%,
ત્યુ�� પ્રોથેમા છે	, પાછે% મા���કું�તે �	વ�યુ	�� મા(લ્યુ�ન	 ખો�!% �%તે	 પ્રો���ર્ભ કું�વ� અન	 અન�તે �ધ%ન� ઉદ�હ�ણ�ન% ઓ�6� એન �(પા
છે	. હવ	, અહK ;%જ� �  ઓ�6� n �(પા છે	 અન	 આ ઓ�6� n �(પા અ�દ�, ;	 �(પ્ છે	. એકું અન્યુ કું�તે�� વધ� "પાષ્ટ છે	. તે	થે%, અહK
એકુંવ�� આપાણ	  x  અન	 નવ% લિ:ખો� લિવ:	 મા���કું�તે �%ધ% છે	 ,  પાછે% આપાણ	 તે	ન� તેમા�મા આઉ!ગો�ઇંગો પા��:%ઓમા��થે%
પા�� થેવ�� પા�:	. ત્યુ�� "કું	નએફ ;ધ% ધ�� છે	 જ	 q મા��થે% ;હ�� આવ% �હ% છે	. તે�, તે	 એકું �(પા છે	, પાણ અહK એકું �(પા પાણ
છે	  જ	  આપાણ	 એકું કુંણ6કુંન% મા���કું�તે �	 તે	  પાહ	���  તે	  અ"પાષ્ટ છે	,  આપાણ	 તે	ન	  પા�દ કું�વ��  પા�:	.  તે	થે%,  આપાણ	 ;ધ�
અવ��કુંલિનતે લિ:��સિં;દ�ઓમા��થે% પા�� થેવ�� જ�ઈએ અન	 જ	ન% અ�તે� ઓછે�મા�� ઓછે% છે	  તે	 પા�દ કું�વ�� પા�:	. તે	થે%, આ
�મા�ન્યુ �%તે	 આપાણ	 જ�યુ�� છે	  કું	 જ� તેમા��% પા�	 કું�ઈ (લિચે અથેવ� એ�	 છે	  જ	  કું�ઈ ચે�ક્કું ક્રમામા�� નથે%,  તે� અમા��	
ન્યુ(નતેમા :�ધવ� અન	 માગ્ર એ�	ન	 "કું	ન કું�વ�� પા�:	. તે	થે%, આ પા(ણ6પાણ	 એકું ઓ�6� n ચે�� છે	. તે	થે%, આ એકું ક્રમા n પાગો���
છે	 અન	 તે	 તે	 માયુ અહK �	 છે	, તે	 એ ધ��ણ� કું�	 છે	 કું	 આપાણ	 ધ��ન	 કું	વ% �%તે	 �જ(  કું�%એ છે%એ.
(!�ઇમા"��ઇ�ન� �દર્ભ6 ��: 06:10)
તે	થે%,  ;�હ્યું �(પા �નન� માયુ જ	  આપાણ	 જ�યુ�.  દ�	કું પા�ન��વતે6ન મા��,  અમા	 એકું લિ:�ચ્છે	દ ;ળી%.  આન	 ;ન6 કું�વ� મા�!	
ન્યુ(નતેમા લિ:��સિં;દ� :�ધવ� મા�!	 ઑ�6� n "કું	નન% આવશ્યુકુંતે� છે	. અમા	 લિ:�ચ્છે	દન	 ;�ળી% ન�ખ્યુ� પાછે%, તે	 લિ:��સિં;દ�ઓન�
;ળી% જવ�ન� માયુન	  અપા�	! કું�વ� મા�!	  આપાણ	 તે	ન� પા���:%ઓન	 "કું	ન કું�વ��  પા�:	.  હવ	,  જ� આપાણ	 જ�યુ��  છે	  કું	
અ�જાન%  (adjacency)  મા	ડિટ્રાક્ હ�યુ તે�,  હવ	 તેમા	 તે	ન	 ;�ળી% ન�ખો:�,  તે� હવ	 આપાણ	 તે	ન� નવ� પા���:% :�ધ%:��.
અમાન	 તેમા��% નજીકુંન% મા	ડિટ્રાક્મા�� પા�લિક્તે મા�!	 "કું	ન કું�વ% પા�:	. તે	થે%, આ ક્રમામા�� એન માયુ �	:	, જમાણ	. તે	થે%, આપાણ	
;�હ્યું ક્રમામા�� છે%એ અન	 અ�દ�ન% ;�જ�મા�� આપાણ% પા�	 ;	 ઓ�6�  n વ"તે�ઓ એકું;%જાથે% "વતે�ત્રો છે	.  એકુંમા�� ન્યુ(નતેમા
;ળી% ગોયુ	�% :�કું�,  અલિગ્નન% અલિ"થે�તે�ન	 આગોળી ;�ળીવ� મા�!	,  અન	 ;%જ� � ,  તે	ન� ;ધ� પા��:%ઓન	 અપા�	! કું�વ�ન�� છે	 .

110



તે	થે%, કું��ણ કું	 આપાણ% પા�	 ઓ�6� n �(પા અ�દ� આ ઓ�6� n વ"તે� છે	, એકું�દ�	 તે	ન�� ઓ�6� n ચે��. તે�, હવ	 ન%ચે	 આપા	��
x મા��ન% એકું ચે�ક્કુંપાણ	 આ અ�જાન% (adjacency)ન	 મા	ડિટ્રાક્ છે	.
("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ6 ��: 07:00)
તે	થે%, આપાણ	 bfs અન	 dfs મા�� જ�યુ�� છે	 કું	 જ� આપાણ	 અ�જાન% (adjacency)ન	 મા	ડિટ્રાક્મા��થે% આગોળી વધ%એ, જ્યુ��	
અ�જાન% (adjacency)ન	લિવલિ:ષ્ટ લિ:��સિં;દ�ન� ;ધ� પા��:%ઓન� લિ:��સિં;દ�ઓન	 "કું	નKગો કું�વ�ન% (લિચે વધ� કું�યુ6ક્ષમા ;ન	
છે	.  તે�,  આપાણ	  આ જ વ"તે�  અહK  કું�%  :કું%એ,  જમાણ	.  તે	થે%,  જ�  આપાણ	  એ�%	ન્%  મા	ડિટ્રાક્મા��થે%  અ�જાન%
(adjacency)ન	 (લિચે �જ(આતેમા��થે% ખો	�વ��, તે� દ�	કું પા�ન��વતે6નન% અ�દ� ;%જ� �  ઓ�6� એન �(પા હવ	 એકું�દ� ઓ�6� એન
ખોચે6 તે�%કું	 ગોણવ�મા�� આવ	 છે	  કું��ણ કું	 તેમા�મા પા�ન��વતે6ન�મા��,  અમા	 ફક્તે એકું જ વ�� દ�	કું ધ��ન% :�ધ કું�%:�� કું��ણ કું	
જ્યુ��	 આપાણ	 અન્વ	ષણ કું�%એ છે%એ અમા	 તે	ન� સ્રો�તે વ!Cક્ ;ન6,  અલિધકું��.  તે	થે%,  તે	થે%,  ઑ�6�  n ન� ;%જ� યુ�ગોદ�ન
અ�જાન% (adjacency)ન	 (લિચેન� ઉપાયુ�ગો કું�%ન	 હ� કું�વ�મા�� આવ	 છે	, પા��તે� કુંમાન%;	 અમા��% પા�	 હજી પાણ પ્રોથેમા
ક્રમામા�� n પાગો��� છે	  જ	  ન્યુ(નતેમા :�ધવ�ન�� છે	. તે	થે%, અમા��% પા�	 અદ્રશ્યુ અવ્યુવલિ"થેતે લિ:��સિં;દ�ઓ �થે	 �કુંળી�યુ	� ;ળી%
માયુન% (લિચે છે	,  અન	 અમાન	 તે	માન% વચ્ચે	 ન્યુ(નતેમા :�ધવ�ન% જરૂ� છે	  અન	 આ ક્રમા  n  પાગો��� છે	.  તે	થે%,  એકું�દ�	,  જ�
આપાણ	 અ�જાન% (adjacency)ન	 (લિચેમા�� ખો	ડ્યુ� છે	, તે� આ એકું�� અમાન	 માદદ કું�:	 નહK કું��ણ કું	 હજી પાણ મા�!�
�(પાન% અ�દ� ક્રમા n પાગો��� છે	. તે	થે%, અમા	 હજી પાણ ક્રમામા�� ચે�� છે	.
(!�ઇમા"��ઇ�ન� �દર્ભ6 ��: 08:05)
તે	થે%,  આ ;�!� ગો�દનન% આપા� જવ� મા�!	  ડિક્રયુ કું��,  આપાણ	 ;ન6  ગો�ળી�ન	  Jથે% આધ�લિનકું �	!�  મા�ળીખો�મા��
જાળીવવ�ન% જરૂ� છે	. તે	થે%, તે	 �	!�ન	 ;�ધ��ણન% જરૂ� છે	 કું��ણ કું	 આપાણ	 લિનલિશ્ચેતેપાણ	 ન્યુ(નતેમા ઘ!કુંન	 :�ધ% અન	 દ(� કું�%
:કું%એ છે%એ, પા��તે� એકુંવ�� તે	 આપાણ% પા�	 છે	, તે	 પાછે% આપાણ	 મા(લ્યુ�ન	 ઝા�પાથે% અપા�	! કું�વ�મા�� માથે6 હ�વ� જ�ઈએ,
જ	થે% �પા(ણ6 અપા�	! અન	 એક્"ટ્રા	સિંક્!ગો ;�ન	 �ગોર્ભગો મા�ન �%તે	 મા�ન.  તે	થે%,  આન	 ખો� કું�%ન	 વfક્ષ જ	વ� મા�ળીખો�ન�
ઉપાયુ�ગો કું�%ન	 કું�% :કું�યુ છે	, પાછે% આપાણ	 આગોળીન� ર્ભ�ષણમા�� જ�:�� કું	 હ	પા ન�માન% એકું � મા�લિહતે% મા�ળીખો�� છે	  જ	
અમાન	 ��ગો એન !�ઇમામા�� આ ;	 ઓપા�	:ન્ કું�વ� મા�!	 ચે�ક્કુંપાણ	 પા�વ�નગો% આપા	 છે	 . તે	થે%, જ� તેમા��% પા�	 n મા(લ્યુ�
છે	, તે� તેમા	 n એ ��ગો એન !�ઇમા :�ધ% :કું� છે� અન	 ન્યુ(નતેમા મા(લ્યુન	 વ��ચે% :કું� છે� અન	 અમા	 એકું નવ�� મા(લ્યુ :�મા	� કું�%
:કું%એ છે%એ અથેવ� મા(લ્યુન	 અપા�	! કું�% :કું%એ છે%એ જ	  પાહ	�	થે% જ ઢગો��મા�� છે	 . આ ;ધ� ઑપા�	:ન ફક્તે ��ગો એન
!�ઇમા �	 છે	.
("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ6 ��: 08:58)
તે	થે%, જ� આ પાછે% આપાણ	 જ�:�� અન	 જ� આ કું�% :કું�યુ છે	, તે� તે	 :�� કુંહ	 છે	 તે	 છે	 કું	 �ઘ�તેમા ;ન6 !�ઇમા :�ધવ�થે% ��ગો
એન !�ઇમા થે�યુ છે	. હવ	, જ્યુ��	 આપાણ	 લિ:����;ન	 અપા�	! કું�%એ છે%એ જ	  વતે6મા�ન ;ન6 વ!Cક્ન% ;�જ�મા�� છે	, એકું�દ�	
આપાણ	 આ એમા એમા !�ઇમ્ કું�%એ છે%એ,  ;��;�,  ઓ એમા ધ��થે%,  પા��તે� દ�	કું અપા�	ટ્ ફ�%થે% ��ગો n �	 છે	.  તે�,
આપાણ% જડિ!�તે�મા�� હવ	 ;	 યુ�ગોદ�ન છે	. તે	થે%, આ �ઘ�તેમા લિ:��સિં;દ� પા�દ કું�વ�થે% આવ	 છે	. ન્યુ(નતેમા વ!Cક્ન	 કું�ઢવ�
મા�!	, અમા	 આ એન !�ઇમ્ કું�%એ છે%એ અન	 દ� વખોતે	 ��ગો એન !�ઇમા પા� પ્રોડિક્રયુ� કું�%એ છે%એ,  અન	 પાછે% અ�તે�ન	
અપા�	! કું�વ� મા�!	, આપાણ	 એકું વ�� વ!hક્ ;ન6 કું�%એ છે%એ, દ� વખોતે	 તે	 ��ગો એન !�ઇમા �	 છે	, પા��તે� અમા	 આ મા�!	
કું�%એ છે%એ દ�	કું ધ��. તે	થે%, તે	 n ��ગો n છે	. તે	થે%, અમા��% પા�	 વW!Wક્ પા�દ કું�વ� મા�!	 n ��ગો n છે	 અન	 આ અ�તે�ન	
અપા�	! કું�વ� મા�!	 છે	, જમાણ	. તે	થે%, એકું�દ�	 અલ્ગો�ડિ�ધમા n પ્� એમા ��ગો n ;ન	 છે	. તે	થે%, યુ�દ ��ખો� કું	 ગ્ર�ફ n પ્�
એમામા�� ખો�	ખો� ગ્ર�ફ એ કુંદ છે	.  તે	થે%,  આ ખો�	ખો�  (()) On ચે��ન% પા�"! તે�%કું	 ��ગો n એલ્ગો�ડિ�ધમા છે	,  અન	 અમા	
&ર્ટિં!ગો અન	 અન્યુ આવ% મા"યુ�ઓ જ�ઈ �હ્યું� છે%એ. તે	 એકું લિવ:�ળી વ્યુવહ�રુ કું(દકું� છે	 જ	  ઓ ન� "ક્વ	�થે% n ��ગો n
�ધ% જાયુ છે	. મા"યુ�ન� કુંદમા�� તે	 એકું લિવ:�ળી કું(દકું� છે	 જ	 આપાણ	 ઉકું	�વ�ન% આ:� ��ખો% :કું%એ છે%એ.
("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ6 ��: 10:13)
તે	થે%, ડિ�જ્"ટ્રા�(Dijkstra) એલ્ગો�ડિ�ધમા ખો(; જ લિનણ�6યુકું ધ��ણ� ;ન�વ	 છે	 , જ	 તે	ન� ��ર્ભ% પાગો��ન% ચે�કું�ઇન	 આધ��	
છે	, અન	 તે	 છે	 કું	 કું�દ�તે �થે	 �કુંળી�યુ	� કું�ઈ નકું���ત્માકું ખોચે6 નથે%, જમાણ	. અમા��% દ�%� હતે% કું	 જ� આપાણ	 અમા��� ;ન6
	!મા�� આગોળીન� પા���:% તે�%કું	 ઉમા	�વ�ન�� પા�દ કું�%એ, તે� આપાણ	 આ �%તે	 આવતે� !(�કું� મા�ગો6 :�ધ% :કું%:�� નહK, પા��તે�
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દ	ખો%તે% �%તે	 આપાણ% પા�	 નકું���ત્માકું ડિકુંન��%ઓ હ:	,  પાછે% આપાણ	 એવ% લિ"થેલિતેમા�� આવ% :કું%એ કું	 જ્યુ��ન� મા�ગો6 છે	
અહK ��;�ઈ, જમાણ% અન	 પાછે% માj ;%જા પા�થેન	 અન��વ�ન�� પા�દ કુંયુ�[ નથે% કું��ણ કું	 તે	 ��;�ઈ 4 હ�ઈ :કું	 છે	, પા��તે� જ�
હ� � ત્યુ��થે% પા�છે� આવ%:, તે� કુંદ�ચે આ ��;�ઈ 3 ન% હ:	. તે	થે%, જ� હ� � આ �%તે	 આવ%: , પાછે% હ� � પ્� 1 ન� ચે�ખ્ખો�
ખોચે6 કુંરુ� છે� �, જ્યુ��	 હ� � આ �%તે	 જાઉં, તે� માન	 પ્� 2 માળી:	, જમાણ	. તે	થે%, તે	થે%, "થે�લિનકું રૂપા	 નજીકુંન� પા���:%ન% :�ધ
કું�%ન	, માન	 Jથે% !(�કું% અ�તે�ન% જરૂ� નથે%.
("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ6 ��: 11:15)
તે	થે%, અ�;ત્ત, તેમા	 કુંદ�ચે પા(છે� કું	 :� મા�!	 તેમા	 ગ્ર�ફમા�� નકું���ત્માકું મા�ગોY :� મા�!	 મા(કુંવ� મા��ગો� છે�. ઠ%કું છે	, યુ�દ ��ખો� કું	
ગ્ર�ફ ખો(; જ �મા�ન્યુ મા��	� છે	 .  એવ% ઘણ% પાડિ�લિ"થેલિતેઓ છે	  જ્યુ��  તેમા	 વ�"તેવમા��  નકું���ત્માકું �%તે	  નકું���ત્માકું �%તે	
અથે6ઘ!ન કું�% :કું� છે�. તે	થે%, અમા	 લિવચે��%એ છે%એ કું	 અમા	 !	ક્% ડ્રા�ઈવ� પા� કુંહ%એ છે%એ અન	 અમા	 આ�	ખોન	 "થે�ન�ન%
(લિચે તે�%કું	  જ�ઈ �હ્યું� છે%એ,  જ્યુ��  અમા	 ��કું�ન	  ચે(�!%એ છે%એ અન	 ��કું�ન	  છે��%એ છે%એ.  હવ	,  દ	ખો%તે% �%તે	  એવ�
	ગોમા	ન્!� છે	 કું	 જ	  પા		ન્જ� કું��મા�� છે	 અન	 ત્યુ�� એવ� 	ગોમા	ન્ટ્ છે	 જ્યુ�� અમા��	 પા		ન્જ� ન હ�વ�� જ�ઈએ, તે	 કુંદ�ચે કું�ઈ
જગ્યુ�એ જવ� મા�!	 પા�છે� ફયુY હ�યુ.  દ�ખો�� તે�%કું	,  એ�પા�!6 પા�થે% !	ક્% ડ્રા�ઈવ� ઓપા�	:ન �મા�ન્યુ �%તે	 માફતે ફ�
પાછે% એ�પા�!6 પા� પા�છે� ફ�	 છે	 કું��ણ કું	 :હ	�ન% અ�દ�થે% ત્યુ��થે% ���;� માયુ �ધ% ટ્રા%પ્ :�ધવ�ન% અપા	ક્ષ� છે	 . તે	થે%, ત્યુ��
એવ� 	ગોમા	ન્!� છે	  કું	 જ્યુ�� તે	ઓ ખો��% મા��ફ�% કું�	 છે	,  ત્યુ�� એવ� 	ગોમા	ન્ટ્ છે	  જ્યુ�� તે	માન% પા�	 મા��ફ�� છે	 .  તે	થે%,
કું	!��કું ર્ભ�ગો� પાN� કુંમા�તે� હ�યુ છે	 ,  કું	!��કું ર્ભ�ગો� પાN�ન� ઉપાયુ�ગો કું�	 છે	 .  તે	થે%,  ત્યુ�� કું	!��કું હકું���ત્માકું ધ�� છે	  અન	
કું	!��કું નકું���ત્માકું ડિકુંન��%ઓ છે	, અન	 ;%જી લિ"થેલિતે જ	  આપાણ	 અત્યુ�� �ધ% જ�યુ	�% કું�ઈપાણ �થે	 �પા(ણ6પાણ	 �;�લિધતે
નથે%. તેમા	 ��યુણ�, ���યુલિણકું �યુ�જન� લિવ:	 લિવચે��% :કું� છે� અન	 અમા	 એકું કુંમ્પા�ઉન્�ન	 અન્યુ �યુ�જન�મા�� કું	વ% �%તે	
પાડિ�વર્તિતેતે કું�%એ છે%એ તે	 દ:�6વતે� ગ્ર�ફન	 �જ(  કું�% :કું%એ છે%એ અન	 અહK ઉદ�હ�ણ તે�%કું	, વયુ વજન એ ઊજા6ન	 �જ(
કું�% :કું	 છે	  જ	  ક્યુ�� તે� આ પ્રોડિક્રયુ�મા�� મા�ક્તે અથેવ� :�ષ�યુ છે	 . તે	થે%, ફ�%થે% તે	 હકું���ત્માકું અથેવ� નકું���ત્માકું હ�ઈ :કું	 છે	 ,
અલિધકું��.  તે	થે%,  એવ% ઘણ% પાડિ�લિ"થેલિતેઓ છે	  જ	મા�� ધ��,  નકું���ત્માકું ધ�� જ	  વ�"તેવમા�� અથે6પા(ણ6 ;ન�વ	 છે	.  તે�,  આપાણ	
અહK નકું���ત્માકું ધ�� વજન :�� કું�%એ?
("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ6 ��: 12:32)
તે�, ન]ધ �	વ% પ્રોથેમા વ"તે� કું	 જ� તેમા��% પા�	 નકું���ત્માકું ચેક્ર હ�યુ, તે� જ� મા��% પા�	 એકું ગ્ર�ફ છે	  જ	  માj આ પ્રોકું��ન�
�(પાન	 કુંહ્યું�� છે	  અન	 ;ધ% વ"તે�ઓ મા�ઇન 3, ;�દ;�કું% 2 અન	 વત્ત� ઉમા	�� 1, તે� જ� હ� � એકું વખોતે ચેક્રન% આપા�
જાઉં, તે� જમાણ	 અન	 પા�છે� આવ%:, પાછે% મા�કું6 4 ન� કું�� ખોચે6 થે:	. તે�, તે	ન� અથે6 એ કું	 જ� મા��% પા�	 કું�ઈ અન્યુ મા�ગો6
:રૂ થેયુ� હ�યુ તે� અહK આવ્યુ� અન	 ;%જ	  ક્યુ��કું ચેક્ર છે��% દ%ધ�. ધ��� કું	 અમા��% પા�	 સ્રો�તે અન	 �ક્ષ્યુ હતે��, તે� હ� � આ
��પાન	 ઘણ% વ�� ��ઉન્�મા�� ગો�ળી કું�%ન	 અન	 ગો�પાન%યુ �%તે	 ગો�પાન%યુ �%તે	 ન�ન�થે% �ક્ષ્યુ �ધ%ન� �ક્ષ્યુમા�� અ�તે�ન	 અ�તે�
;ન�વ% :કું�� છે� �. દ� વખોતે	 હ� � �(પા પા� જાઉં છે� �, ;�દ;�કું%ન% કિંકુંમાતે ઘ!��	 છે	  તે	થે%, હ� � મા��% કિંકુંમાતેમા��  4 ઓછે� ઉમા	રુ� છે� �.
તે	થે%, હ� � તેમા��% આપા� કું	!�% વ�� જાઉં તે	 આધ��	 ખોચે6 એ!�� ઓછે� હ:	. તે	થે%, જ� મા��% પા�	 ગ્ર�ફમા�� નકું���ત્માકું ચેક્ર
હ�યુ, તે� !(�કું�તેમા મા�ગો6ન� પ્રોશ્ન પાણ કું�ઈ અથે6મા�� નથે% થેતે�. �ઘ�તેમા પા�થેન% કું�ઈ કુંલ્પાન� નથે%, કું��ણ કું	 જથ્થે� ��% �%તે	
વ્યુ�ખ્યુ�લિયુતે નથે%, પા��તે� તે	 તે��ણ આપા	 છે	 કું	 જ� હ� � આ ચેક્રન	 નકું��%:, તે� તે	 નકું���ત્માકું ધ�� હ�ઇ :કું	 છે	, પા��તે� નકું���ત્માકું
ચેક્ર નથે%. તે	થે%, ઉદ�હ�ણ તે�%કું	 અહK જ� પ્� 1 ન� ;દ�	, માj કુંહ્યું�� કું	 આ વત્ત� 7 હતે��, ;��;�. જ� માj આ �%તે	 પ્� 7
;ન�વ્યુ�� છે	  અન	 ચેક્રન% આપા� જઈન	 માન	 પ્� 2 માળી:	. તે	થે%, તે	 માન	 ચેક્રન% આપા� જવ� મા�!	 માદદ કું�તે�� નથે%
કું��ણ કું	 તે	 ફક્તે મા��� ખોચે6મા�� ઉમા	�	 છે	. તે	થે%, એવ% પાડિ�લિ"થેલિતેમા�� જ્યુ�� મા��% પા�	 કું�ઈ નકું���ત્માકું ચેક્ર નથે%, પાણ મા��%
પા�	 નકું���ત્માકું ડિકુંન��%ઓ છે	, તે	 હજી પાણ !(�કું� પા�થેન% વ�તે કું�વ�ન% ર્ભ�વન� ધ��વ	 છે	, અન	 આપાણ	 પાછે%થે% જ�:�� કું	
ડિ�જ્"ટ્રા�(Dijkstra)ન� અલ્ગો�ડિ�ધમાન� લિવ�યુ અન્યુ એલ્ગો�ડિ�ધમ્ છે	  જ	  આન	 �ચે�લિ�તે કું�% :કું	 છે	 . ખો� કું�%ન	 અમા	
;	�મા	ન-ફ��6 એલ્ગો�ડિ�ધમા(Bellman-Ford Algorithm)ન	 જ�:��,  અન	 આપાણ	 એ પાણ જ�:�� કું	 ;ધ% જ��% !(�કું� પા�થે
મા"યુ�ઓ છે	  જ	  એકું  "ત્રો�તે  :�!6  પા�થે  મા"યુ�ન	  �મા�ન્યુ  ;ન�વ	  છે	  જ	ન	  ફ્�&ઇ�  મા�:6�(Floyd  Marshall)
ઍલ્ગો�ડિ�ધમા કુંહ	વ�યુ છે	.  પા�થે નકું���ત્માકું છે	  અથેવ� વજન નકું���ત્માકું છે	  કું	 નહK તે	 ધ્યુ�નમા�� �%ધ� લિવન� આપાણ	 આ
;�;તે�ન	 હ� કું�%:��, જ� કું	 ત્યુ�� કું�ઈ નકું���ત્માકું ચેક્ર નથે%.
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ડિ�ઝા�ઇન અન	 એન�લિ�લિ ઓફ એલ્ગો�ડિ�ધમ્ (Design and Analysis of Algorithms)
પ્રો�ફ	� મા�ધવન મા�કું��દ (Prof. Madhavan Mukund)

ચે	ન્નઈ મા	થે	મા	ડિ!કું� ઇલિન્"!ટ્યુ�! (Chennai Mathematical Institute)
મા�ડ્યુ�� - 03
�	ક્ચે� - 27

ન	ગો	ડિ!વ એજ: બે	�મા	ન-ફ��) એલ્ગો�ડિ�ધમા (Negative Edges: Bellman-Ford Algorithm)

હવ	,  ચે��� ગ્રા�ફમા�� ,થે- !.�કું� �"તા�ઓ જ�ઈએ જ્યુ�� અમા	 ન	ગો	ડિ!વ એજ વજનન	 મા�જ. �- આપી-એ.  ખા� કું�-ન	 ચે���
આપીણે	 બે	�મા	ન-ફ��) એલ્ગો�ડિ�ધમા (Bellman-Ford Algorithm)તા�ફ ધ્યુ�ન આપી-એ.
("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ) ��: 00:10)
તા	થે-, યુ�દ ��ખા� કું	 ડિ�જ્"ટ્રા�(Dijkstra)ન� એલ્ગો�ડિ�ધમા મા�!	ન- શુ�દ્ધતા� એકું અ�પી� પ્રો�પી!: પી� આધ�ડિ�તા છે	 કું	 જ્યુ��	
આપીણે	 તા	ન	 બે�ળી-શુ�� ત્યુ��	 તા	 દ�	કું લિશુ��બિંબેદ�ન	 આપીમા	ળી	 બેન) કું�શુ	.
("��ઇ�માયુન� �દર્ભ) ��: 00:25)
જ� કું	,  આપીણે	 જ�યુ��  કું	  આ દ�-� કું�મા કું�તા- નથે-,  જ� આપીણે- પી�	 નકું���ત્માકું ધ�� વજન હ�ઈ શુકું	 છે	,  કું��ણે કું	
આપીણેન	 પી�છેળીથે- એકું પી�થે માળી- શુકું	 છે	 જ	  આપીણે	 બેન) નથે- કુંયુ?, જ	 હજી પીણે !.�કું� મા�ગો) મા�!	ન� !.�કું� મા�ગો) બેન- જાયુ
છે	. અમા	 અગો�ઉ બેળી- ગોયુ� છે	.
("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ) ��: 00:38)
અમા	 એમા પીણે કુંહ્યું�� હતા�� કું	 નકું���ત્માકું ધ�� વજનન	 એકું વ"તા� આપીવ- એ એકું વ"તા� છે	 ,  પી��તા� નકું���ત્માકું વતા�)ળી�ન	 એકું
��� લિવચે�� નથે-.  કું��ણે કું	,  એકુંવ�� તામા��- પી�	 એકું નકું���ત્માકું ચેક્ર હ�યુ,  તામા	 ચેક્રન- આપી�,  તામા	 ઇચ્છે� તા	!�-
વખાતા આપી� જઈ શુકું� છે�, તા	 "વ�ર્ભ�લિવકું રૂપી	 પી�થેન- ��બે�ઈ ઘ!��	 છે	, તા	થે- !.�કું�તામા પી�થે પીણે ��- �-તા	 વ્યુ�ખ્યુ�લિયુતા
જથ્થે� નથે-. તા	થે-, જ્યુ�� �ધ- આપીણે- પી�	 નકું���ત્માકું ધ�� છે	 , પી��તા� નકું���ત્માકું વતા�)ળી� નથે-, !.�કું� �"તા�ઓ બેહ�� ન-કુંળી-
જાયુ છે	 અન	 અમા	 તા	ન	 ગોણેતા�- કું�વ�ન- આશુ� ��ખા- શુકું-એ છે-એ.
("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ) ��: 01:04)
તા	થે-, ચે��� , પ્રોથેમા !.�કું� મા�ગો? લિવશુ	 બે	 મા.ળીર્ભ.તા ગો�ણેધમા? જ�ઈએ, જ	 ધ�� નકું���ત્માકું હ�ઈ શુકું	 છે	  કું	 નહK તા	 ધ્યુ�નમા��
�-ધ	� છે	, જ� કું	 આપીણે- પી�	 નકું���ત્માકું ચેક્ર નથે-. તા	થે-, પ્રોથેમા લિમા�કુંતા એકુંદમા "પીષ્ટ છે	 , તા	 એકું !.�કું� મા�ગો) છે	  જ	  �.પી
દ્વ��� ક્યુ��	યુ પી�� થેશુ	 નહK.  તા	થે-,  માન	 ��ગો	 છે	  કું	 હ� �  s  થે-  t  મા�� જવ� મા��ગો� છે� �  અન	 મા�ન- �� કું	 હ� �  ખા�	ખા� તા	 જ
વ	�!	ક્થે- બે	 વખાતા પી�� કુંરું� છે� �  અન	 પીછે- હ� � ચે��� ��ખા�� છે� �.  હવ	,  આપીણે	 જાણે-એ છે-એ કું	 આ �.પી છે	  અન	 તા	 �.પી
હ�વ�થે-, વજન 0 કું�તા� વધ��	 અથેવ� બે��બે� છે	, તા	 નકું���ત્માકું ન હ�ઈ શુકું	, કું��ણે કું	 આપીણે	 નકું���ત્માકું �.પ્ન	 નકું��-
કું�ઢ્યુ� છે	. તા	થે-, તા	થે-, જ� હ� � આ પી�થે �ઈશુ અન	 હ� � આ �.પીન	 કું�પી-શુ, તા� મા��- પી�	 - થે- !- તા�ફન� -ધ� મા�ગો) છે	 .
અન	 જ� હ� � - થે- - તા�ફ -ધ- પી�થેન- કિંકુંમાતા જ�ઉં તા� તા	 આન� કું�તા�� મા�!�� ન હ�ઈ શુકું	, કું��ણે કું	 આ �.પીમા�� 0 છે	 અન	
કુંશુ�� ઓછે� �  નથે-, �મા�ન્યુ ડિકું"�મા�� �.પી પી�	 કું	!��કું હકું���ત્માકું ખાચે) છે	 અન	 વ�"તાવમા�� તા	 ઘ!��	 છે	 ખાચે) તા	થે-, !.�કું� પી�થે
ક્યુ��	યુ આ�!-ઓ નહK, તા	થે- તા	 ક્યુ��	યુ બે	 વ�� વ	�!	ક્ મા�કું�શુ	 નહK, આન� અથે) એ છે	 કું	 મા��- પી�	 મા�!�ર્ભ�ગો	 ઓછે�મા��
ઓછે�  n  ઓછે�  1  ડિકુંન��-ઓ હ�યુ છે	.  કું��ણે કું	  હ� �  ફક્તા પી�વ�નગો- આપી- શુકું��  છે� �,  તા	થે-  મા��-  પી�	  �પી.ણે)  �-તા	  n
લિશુ��બિંબેદ�ઓ છે	,  તા	થે- જ� હ� � કું�ઈ પીણે લિશુ��બિંબેદ�ન	 પીછે-થે- ગોમા	 ત્યુ�� પી�ન��વતા)ન કું�વ�ન- મા�જ. �- આપીતા� નથે-;  દ	ખા-તા-
�-તા	, મા��- પી�	 ફક્તા n ઓછે� 1 લિશુ����બે હ�ઈ શુકું	 છે	, n ઓછે� 1 ડિકુંન��-ઓ. તા	થે-, !.�કું� મા�ગો)ન- ��બે�ઈ પી� બે�ધ�યુ	��� છે	,
અન્યુ લિમા�કુંતા એ છે	 કું	 !.�કું� મા�ગો) કું	વ- �-તા	 ,થે- !.�કું� મા�ગો)ન	 મા�ગોR બેન�વ	 છે	 તા	ન- પી� ધ્યુ�ન આપ્યુ� લિવન�, તા	 પી�તા	 જ !.�કું�
મા�ગો)ન� મા�ગો) છે	. તા	થે-, હમાણે�� પી.�તા�� મા��- પી�	 આ પ્રોકું��ન� પી�થે છે	 જ	  s થે- t મા�� છે	 જ	  કું	!��કું માધ્યુવતા: લિશુ��બિંબેદ�ઓ
v1, v 2 up to v m દ્વ��� જાયુ છે	. પીછે-, જ� હ� � ફક્તા વ-.એમા. �ધ-ન� મા�ગો) જ�ઉં, તા� તા	 s થે- v મા- થે- અમા�રું� ,થે-
!.�કું�� પી�થે છે	. ત્યુ�� કું�ઈ !.�કું� મા�ગો) હ�ઈ શુકુંતા� નથે-, એવ�� ��ગો	 છે	  કું	 બે-જ� !.�કું� મા�ગો) હતા�. ધ��� કું	, s થે- vm મા	ળીવવ�ન�
!.�કું� મા�ગો), પીછે- હ� � આ અન	 આ �ઈ શુકું�� છે� �  અન	 હવ	 ��� પી�થે �-�� પી�થે કું�તા� !.�કું� હશુ	. તા�, તા	થે-, હકું-કુંતા એ છે	 કું	 હ� �
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વ-.એમા. મા��ફતા જાઉં છે� �  અન	 આ એકું !.�કું� મા�ગો)ન� અથે) છે	  કું	 આપીણે	 મા�ત્ર s થે- vm ન� આપીણે� !.�કું� મા�ગો)ન� આ જ
ર્ભ�ગો જ જ�ઈએ અન	 આખા- વ�તા એ છે	  કું	 આપીણે	 લિનદRશુ કું�-એ છે-એ. તા	થે-, ફ�-થે- 2 ન- લિવરુંદ્ધ શુ�� થે�યુ છે	  તા	 ,થે-
!.�કું�� પી�થે હ�વ�� જ�ઈએ, કું��ણે કું	 જ� કું�ઈ !.�કું� મા�ગો) હ�યુ તા� હ� � તા	 !.�કું� મા�ગો)ન	 �ઈશુ અન	 પીછે- હ� � આ મા�ગો) પી� ઉમા	�-શુ જ	
મા��- પી�	 છે	 અન	 માન	 !.�કું� મા�ગો) માળીશુ	 વ- 3 થે- આગોળી બેધ��. તા	થે-, !.�કું� મા�ગો)ન� દ�	કું ઉપીગો) પી�તા	 જ !.�કું� મા�ગો) છે	. તા	થે-,
આ બે�ન	 ગો�ણેધમા? બે	લ્મા	ન-ફ��) એલ્ગો�ડિ�ધમા(Bellman-Ford Algorithm)ન� નકું���ત્માકું ધ�� વજનન- હ�જ�-મા�� !.�કું�
મા�ગો) મા�!	 પીહTચેવ� મા�!	 પી.�તા- છે	.
("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ) ��: 03:36)
તા	થે-,  બે	�મા	ન-ફ��)  ઍલ્ગો�ડિ�ધમા(Bellman-Ford Algorithm)  �ધ-  પીહTચેવ� મા�!	,  આપીણે	 ડિ�જ્"ટ્રા�(Dijkstra)ન�
એલ્ગો�ડિ�ધમામા�� શુ�� થેઈ �હ્યું�� છે	  તા	ન� લિવશુ	 થે���� વધ� લિવશ્�	ષણે કું�વ�� પી�શુ	. તા	થે-, જ્યુ��	 પીણે આપીણે	 લિશુષ)કું� બે�ળી-શુ�� ત્યુ��	
ડિ�જ્"ટ્રા�(Dijkstra)ન� અલ્ગો�ડિ�ધમામા��, જ્યુ��	 પીણે આપીણે	 મા���કું�તા �-ધ- હ�યુ, ત્યુ��	 અમા	 તા	 બેધ�ન	 પી��શુ-ઓન	 અપી�	!
કું�-એ છે-એ. તા	થે-,  જ્યુ��	 આપીણે	 લિશુ����બે જ	  બેન) કું�-એ છે-એ ત્યુ��	 આપીણે	 અ�તા�ન	 અપી�	! કું�-એ છે-એ,  અમા	 દ�	કું
ધ�� જ	કું	 મા�!	 અપી�	! કું�-એ છે-એ, આપીણે	 k થે- અ�તા�ન	 અપી�	! કું�-એ છે-એ, આપીણે	 j મા�!	 અ�તા� �થે	 j અન	 k થે-
અ�તા� �થે	 પીહ	�	થે- જ ક્યુ� અ�તા�થે- જાણે-એ છે-એ.  તા	થે-,  આપીણે- પી�	 જ	  દ્વ��� નવ- શુ�ધ- કું�ઢે	�- અ�તા� છે	  અન	
આપીણે	  તા	ન-  �ખા�માણે-  જ	ન-  પીહ	��થે-  જાણે-એ  છે-એ  તા	ન-  �ખા�માણે-  કું�-એ  છે-એ  અન	  આપીણે	
ડિ�જ્"ટ્રા�(Dijkstra)ન� અલ્ગો�ડિ�ધમાન� ન�ન� ર્ભ�ગો ��ખા-એ છે-એ. તા	થે-,  ચે��� આ ઓપી�	શુનન	 એકું અપી�	! કુંહ-એ, તા	
જ	મા��થે- અપી�	! કું�- �હ્યું�� છે	.  તા	થે-,  ડિ�જ્"ક્ર�ન� એલ્ગો�ડિ�ધમામા�� આપીણે	 ફક્તા ત્યુ��	 જ આ અપી�	! કું�-એ છે-એ જ્યુ��	
આપીણે	 j બેન) કું�-એ છે-એ અન	 ડિ�જ્"ક્ર�ન� એલ્ગો�ડિ�ધમાન� �ચે-તા� કુંહ	 છે	 કું	 જ્યુ��	 આપીણે	 j એ બે�ળી- ન�ખ્યુ�, ત્યુ��	 j
ન- અ�તા�  j  ન- �ચે- અ�તા� છે	.  તા	થે-,  આપીણે	 જ	  જ�યુ��  છે	  તા	  છે	  કું	  નકું���ત્માકું ધ�� વજનન� ડિકું"�મા��,  જ� આપીણે	
ડિ�જ્"ક્ર�ન�  એલ્ગો�ડિ�ધમાન�  વ્યુ.હ ઉપીયુ�ગો કું�-એ તા� તા	  ન હ�તા કું	  આપીણે	  લિશુ����બેન	  બે�ળી-શુ��  કું��ણે કું	  તા	  અણેનમા
લિશુ��બિંબેદ�ઓ વચ્ચે	ન- ,થે- ઓછે- અપી	લિYતા અ�તા� બે��હ	ધ�- આપીતા�� નથે- કું	 આ �ચે- અ�તા� છે	 જ	  આપીણે	 પીછે-થે- થે��-
અ�તા� પી� મા	ળીવ- શુકું-એ છે-એ.  પી��તા�,  આ હ�વ� છેતા��,  આ અપી�	! ઑપી�	શુનમા�� કું	!�-કું ઉપીયુ�ગો- ગો�ણેધમા? છે	  જ	  અમા	
લિનષ્ણે�તા કું�- શુકું-એ છે-એ.
("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ) ��: 04:53)
તા	થે-, લિનણે�)યુકું વ"તા� એ છે	  કું	 આપીણે	 અપી�	! કું�-એ છે-એ કું	 આપીણે	 અમાન	 અપી� બે�ઉન્� આપી	 છે	  કું	 જ	  k ન� અ�તા�ન-
પી�	 છે	, આપીણે- પી�	 પીહ	��થે- છે	  ... તા	થે-, કું�ઈપીણે માયુ	 ઇન્વ	�-અ�! કું	 જ	  આપીણે- પી�	 છે	 તા	 મા.લ્યુ છે	 આપીણે- પી�	
k થે- અ�તા� એ સ્રો�તાથે- કું	 ન� વ�"તાલિવકું !.�કું� અ�તા� કું�તા� વધ� અથેવ� તા	ન� બે��બે� છે	 ,  શુરૂઆતામા�� આપીણે	 એમા મા�ન-
શુકું-એ કું	 તા	 અન�તા છે	. તા	થે-, તા	 ખા�	ખા� ન�ન� અ�તા� કું�તા�� ચે�ક્કુંપીણે	 વધ��	 છે	. કું�ઈપીણે માયુ	 જ્યુ��	 આપીણે	 તા	ન	 ઘ!��	
છે	,  ત્યુ��	 અમા	 તા	ન	 ઘ!��	 છે	  કું��ણે કું	 અમાન	 એકું નક્કું� મા�ગો) માળ્યુ� છે	  જ	  આપીણેન	 !.�કું� અ�તા� આપી	 છે	 .  તા	થે-,  જ્યુ��	
આપીણે	 આ �ધ��� પીછે- આ કું�-એ છે-એ ત્યુ��	 આપીણે	 જાણે-એ છે-એ કું	 k થે- અ�તા� એ જ	  દ્વ��� આપીણે	 હમાણે�� જ
શુ�ધ	�- અ�તા� કું�તા�� વધ� નથે-. કું��ણે કું	, જ� તા	 પીહ	��થે- ઓછે� �  હતા�� અન	 આપીણે	 તા	 �-તા	 ��ખા-એ છે-એ, કું��ણે કું	 આપીણે	
તા	ન	 પી�છે�� જ પ્રો�ઇમા પ્રો�ઇમા દ્વ��� શુ�ધ- કું�ઢ્યુ� છે	  અથેવ� આપીણે	 તા	ન	 હવ	 શુ�ધ- કું�ઢ્યુ�� છે	  કું	 આપીણે	 આ અપી�	!
ઑપી�	શુન પી� તા	ન	 અપી�	! કુંયુ�^ છે	. આન� અથે) એ પીણે છે	  કું	 !.�કું� મા�ગો? લિવશુ	ન� અમા��� અગો�ઉન� લિન�-Yણેન	 કું��ણે	 જ�
ખા�	ખા� ડિ�જ્"ટ્રા�(Dijkstra)ન� એલ્ગો�ડિ�ધમા પી� પીણે હ�યુ તા�, જ� અ�તા� j એ ખા�	ખા� �ચે� છે	 અન	 !.�કું� પી�થેમા�� આ ધ��
ઉમા	�વ�ન� મા�વ	શુ થે�યુ છે	. અમા	 તા	ન	 આદ� �થે	 દ�વ� કું�તા� નથે-, જ� તા	 ,થે- !.�કું� મા�ગો) છે	, તા� પીછે- k ન� અ�તા� યુ�ગ્યુ
�-તા	 ગોણેવ�મા�� આવશુ	. તા	થે-, વ�"તાવમા�� આ અપી�	! ઑપી�	શુન એ એકું ��લિYતા ઑપી�	શુન છે	, કું��ણે કું	 તા	 ક્યુ��	યુ વ�"તાલિવકું
મા.લ્યુ કું�તા�� કું	.ન- અ�તા� ��વશુ	 નહK.  તા	થે-,  તા	 હ�મા	શુ��  તા	 મા.લ્યુન	 "વ-કું��શુ	 જ	  આપીણે	 જ�ઈએ છે	 .  તા	થે-,  અમા	 ફ�ડિ�યુ�
અપી�	ટ્ કું�વ�ન��  ચે���  ��ખા-  શુકું-એ છે-એ,  તા	થે-  લિબેનજરૂ�-  અપી�	ટ્ અન	  તા	  અમાન	  ન�કું�ન પીહTચે��	  છે	 .  તા	થે-,
અ��લિYતા  અપી�	ટ્  આ  ગોણેતા�-ન	  "વ-કું��-  શુકુંતા�  નથે-,  તા	  ફક્તા  પ્રોગોલિતા  કું�-  શુકુંશુ	  નહK,  પી��તા�  તા	  અમાન	  એવ-
પીડિ�લિ"થેલિતામા�� મા�કું�શુ	 નહK કું	 જ	ન�થે- અમા	 ન્યુ.નતામા કિંકુંમાતા પ્રો�પ્તા કું�- શુકુંતા� નથે-. કું��ણે કું	, અમા	 હ�મા	શુ�� કું�યુ) કું�-એ છે-એ
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અથેવ� �ઘ�તામા ખાચે) અપીન�વ-એ છે-એ, તા	થે- જ્યુ��	 પીણે અમા	 કું�ઈ લિમાલિનમા કું�-એ છે-એ, ત્યુ��	 અમા	 હ�મા	શુ�� ન-ચે	 આવ-શુ��,
પી��તા� વ�"તાલિવકું મા.લ્યુન- ન-ચે	 પ્રોડિક્રયુ� કું�-શુ�� નહK જ	 અમા	 શુ�ધવ� મા��ગો-એ છે-એ.
("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ) ��: 06:29)
તા	થે-,  જ� તામા	 ડિ�જ્"ટ્રા�(Dijkstra)ન� એલ્ગો�ડિ�ધમા જ�ઓ તા� તા	 ��ર્ભ- અપી�	ટ્ન� એકું ચે�ક્કું અન�ક્રમા છે	 ,  તા	 ,થે-
ન�ન� અ�તા� લિશુખા�� પી�દ કું�	 છે	  જ	  બેળી- નથે- અન	 તા	ન	  બે�ળી- ન�ખા	 છે	  અન	 �લિબેતા- તા.!- જાયુ છે	 ,  કું��ણે કું	 આ
અન�ક્રમાલિણેકું� મા	ળી ખા�તા- નથે-, જ� �"તા� નકું���ત્માકું હ�ઈ શુકું	 છે	, તા� અમાન	 ,થે- !.�કું�� પી�થે આપી�. તા	થે-, કું�દ�તા- પ્રોશ્ન એ
છે	  કું	  વ�"તાવમા��  ,થે-  !.�કું�  મા�ગો)  મા	ળીવવ�  મા�!	  હ� �  કુંયુ�  અન�ક્રમાલિણેકું�ઓન�  ક્રમા  મા��ગો��  છે� �?  ડિ�જ્"ટ્રા�(Dijkstra)ન�
એલ્ગો�ડિ�ધમાન- 3D હ	�-લિ"!ક્ દ્વ��� જવ�ન	 બેદ�	 અપી�	ટ્ન� ક્રમામા�� ગોણેતા�- કું�વ�ન- વધ� ��- �-તા છે	?
("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ) ��: 07:10)
તા�, મા�ન- �� કું	 આપીણે- પી�	 બે	 લિશુ��બિંબેદ�ઓ અન	 !- છે	, આપીણે	 s થે- t ન� !.�કું� પી�થેન	 શુ�ધવ� ઈચ્છે-એ છે-એ અન	
ધ��� કું	 તા	 ,થે- !.�કું� મા�ગો) છે	  જ	  હ� � ઇચ્છે� �  છે� �  જ	  આપીણે	 પીહ	�� જ�યુ�� છે	 . . હવ	, જ� આપીણે	 આ ક્રમામા�� અપી�	ટ્ કું�-એ
છે-એ કું	 આપીણે	 , પ્રોથેમા અપી�	ટ્ 1 થે- 1 ન- ગોણેતા�- કું�-એ તા� આપીણે	 v 1 થે- v 2 ન�� ગોણેતા�- કું�-એ છે-એ, પીછે-
આપીણે	 v2 થે- v 3 ન�� ગોણેતા�- કું�-એ છે-એ વચ્ચે	 આપીણે	 અન્યુ વ"તા�ઓ કું�- શુકું-એ છે-એ, તા	 છે	 ફક્તા આ અન�ક્રમામા�� આ
અપી�	ટ્ થે�યુ છે	,  પીછે- v3 થે- v 4  અન	 તા	થે- અન	 અ�તા	,  આપીણે	  vm થે-  t  કું�-એ છે-એ.  પીછે-,  તામા	 શુ��  જાણે� છે� કું	
આપીણે	 પીહ	��� ક્યુ�� જાણ્યુ�� હતા�� કું	 જ� તામા	 અ�તા�ન- અ�તાગો)તા યુ�ગ્યુ �-તા	 ગોણેતા�- કું�- હ�યુ, તા� આ અપી�	! યુ�ગ્યુ �-તા	 વ- 1
ન- અ�તા�ન- ગોણેતા�- કું�શુ	, કું��ણે કું	 આ આ પી�ન�� બે-જ� �  છે	લ્��� ન�� છે	 . તા	થે-, જ� j ન- અ�તા� �ચે- હ�યુ અન	 j એ બે-જા
અ�લિતામા ન�� હ�યુ તા� જ� k ન� !.�કું�તામા પી�થે, k ન- અ�તા� અપી�	! પીછે- �ચે�� છે	, તા	થે- કું��ણે કું	 s ન- અ�તા� 0 ન- અ�દ�
છે	.�	ક્!,  જ્યુ��	 આપીણે	 એ.વ-. 1 અપી�	! કું�-એ છે-એ ત્યુ��	 આ અ�તા� �ચે- બેન	 છે	.  હવ	,  અપી�	ટ્ આપીણેન	 બેગો�	
નહK કું	 નહK તા	 પીણે ઠી-કું કું�- શુકું	 છે	 , પી��તા� હવ	 જ્યુ��	 આપીણે	 v2 મા�� આવ-શુ�� ત્યુ��	 આપીણે	 v1 મા��થે- v2 ન	 અપી�	! કું�-શુ��
અન	 v1 આ !.�કું- પી�થે પી�ન� બે-જ� અ�લિતામા મા�ગો) છે	. તા	થે-, આ એકું �ચે- મા.લ્યુ પીણે બેન- જાયુ છે	, પીછે- તા	 પીણે યુ�ગ્યુ
મા.લ્યુ બેન- જાયુ છે	.  તા�,  આ બેધ� અપી�	ટ્ન- માધ્યુમા��  જ� આપીણે	 આ બે ક્રમાન� બે ક્રમાન	 એ થે- વ-  1  પીછે-
ઓળીખા-એ તા� v 1 થે- v 2 પીછે- v2 થે- v 3 પીછે- આપીણે	 અ�તા� શુ�� છે	. તા	થે-, હવ	 પ્રોશ્ન એ છે	 કું	 આપીણે	 કું	વ- �-તા	 ખા�તા�-
કું�-એ છે-એ કું	 અમા��- પી�	 s અન	 t મા�!	 અપી�	ટ્ન�� આ અન�ક્રમા છે	.
("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ) ��: 08:38)
તા	થે-,  બે	�મા	ન-ફ��) એલ્ગો�ડિ�ધમા(Bellman-Ford Algorithm)  મા.ળીર્ભ.તા રૂપી	 કુંહ	 છે	  કું	 તામા��� અન�ક્રમાન	 શુ�ધવ� મા�!	
�ખા� નહK,  �મા�ન્યુ �-તા	  બેધ� �ર્ભલિવતા અન�ક્રમામા��  અપી�	ટ્ન- ગોણેતા�- કું��.  તા	થે-,  ઉચ્ચે "તા�	  આ અલ્ગો�ડિ�ધમાન�
કુંહ	વ�મા�� આવ	 છે	  કું	 શુરૂઆતામા�� તા	 અ�તા� 0 ન- અ�તા� અન	 તામા	 બે-જા અ�તા� મા�!	 અન�તા હ�વ�ન�� અ�તા� આપ્યુ� છે	 .  હવ	,
આપીણે	 ફક્તા દ�	કું અપી�	ટ્ n ઓછે� 1 વખાતા કું�-એ છે-એ, તા	થે- આપીણે	 જ	  કું�-એ છે-એ તા	 છે	 શુરૂઆતામા�� તામા	 દ�	કું ધ��
મા�!	 અપી�	! કું�� છે� જ	  0 ન- અ�તા� તા�-કું	 અન	 તામા	 અન્યુથે� અન�તા છે	 , તા	 પીછે- આપીણે	 દ�	કું વ"તા�ન	 અપી�	! કું�-એ છે-એ.
તા	થે-, આ બેધ� અપી�	ટ્ છે	 જ્યુ�� સ્રો�તા વ!Rક્ છે	 અન	 v એ �ક્ષ્યુ માથે�ળી�� છે	, આ હવ	 આપીણેન	 આ મા�ધ્યુમા� મા�!	 કું	!��કું
માયુ�)ડિદતા મા.લ્યુ� આપીશુ	, જ્યુ�� તા	 ફક્તા અન�તા �હ	શુ	. તા	થે-, આ માયુ�)ડિદતા બેનશુ	 અન	 આ અન�તા બેનશુ	, હવ	 તામા	 અપી�	ટ્ન��
એકું �પી.ણે) અન�ક્રમા કુંયુ�^ છે	 જ	મા�� બે-જા બેધ� પી���શુ-ઓ હવ	 કું	!��કું માયુ�)ડિદતા મા.લ્યુ�ન- ઇચ્છે� ��ખા	 છે	 , હવ	 તામા	 આ બેધ-
વ"તા� ફ�-થે- કું�� છે�. તા	થે-, તામા	 દ�	કું AJK ન	 અપી�	! કું�� છે� અન	 પીછે- તામા	 દ�	કું AJK ન	 અપી�	! કું�� છે�, હવ	 આપીણે	
જાણે-એ છે-એ કું	 કું�ઈપીણે બે	 લિશુ��બિંબેદ�ઓ વચ્ચે	ન� ,થે- ન�ન� પી�થે મા�!�ર્ભ�ગોન� n ઓછે� 1 ડિકુંન��-ઓન� છે	. તા	થે-, જ�
આપીણે	 આ વ"તા�  n ઓછે� 1 વખાતા કું�-એ,  તા� દ�વ� એ છે	  કું	 જ� માન	 અપી�	ટ્ન� કું�ઈપીણે અન�ક્રમા જ�ઈએ તા� માન	
અપી�	ટ્ન� ક્રમા આન� જ	વ� હ�વ� જ�ઈએ અથેવ� કુંદ�ચે તા	 શુ�ધ- શુકું	  કું	  n  ઓછે�  1  અપી�	ટ્ન� કું�ઈપીણે અન�ક્રમા
કું�યુદ	� છે	  આ ડિકું"�મા�� પી�થે �જ.  કું�વ�મા�� આવશુ	.  તા	થે-,  આ એકું ખા.બે હTલિશુયુ�� મા	ડિટ્રાક્ છે	  જ	મા�� એકું પી�ન��વતા)ન
પીછે-ન� બેધ� અપી�	ટ્ છે	,  બે	 પી�ન��વતા)ન પીછે-ન� બેધ� અપી�	ટ્ અથેવ� અપી�	! ઇ 1 તા�ફ કું�ઈ ચે�ક્કું અન�ક્રમાલિણેકું�
જ�ઈએ છે	, પીછે- ઇ 2 અપી�	! કું��, પીછે- અપી�	! કું�� પીછે- માન	 તા	 અહK ઇ 1 માળીશુ	, પીછે- હ� � અહK ઈ 2 ન	 શુ�ધ-શુ, પીછે-
માન	 અહK 3 માળીશુ	 અન	 પીછે-.  તા	થે-,  દ�	કું �ર્ભલિવતા પી�થેન	 અહK આપી	� �	��શુ ઉદ�હ�ણેમા�� દશુ�)વવ�મા�� આવ	 છે	,  જ	
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પી�થેમા��થે- જાયુ છે	, તા	 s થે- v 1, v 1 થે- v 2 અન	 તા	થે- આગોળી જાયુ છે	. પીછે-, આપીણે	 શુ�ધ- કું�ઢે-એ કું	 પ્રોથેમા અપી�	ટ્
પી�ન��વતા)ન  1  મા�� આવ	 છે	,  પીછે-  v 1  ન	 અપી�	! કુંયુ�) પીછે- આગો�� પી�ન��વતા)ન  v1, v2  એ v2  ન- �ચે- અ�તા� છે	,
વ�યુ� 3 v2 થે- v 3 તા�-કું	 અન	 તા	થે- આગોળી આપીશુ	 . અન	 આખા�	, પી�ન��વતા)ન n મા�ઇન 1 ખા�	ખા� તા	 નહ- 1 ન-
અવમા.લ્યુન કું�- શુકું	 છે	  તા	 આ પી�થેન- ��બે�ઈ પી� લિનર્ભ)� છે	 . તા	થે-, જ� આ પી�થે વ�"તાવમા�� છે	લ્�� એકુંમા�� n મા�ઇન 1
પીગો�� તા�-કું	 જ�શુ	 તા� અમાન	 વ-.એમા.  થે- !- અન	 !- લિવશુ	 �ચે- અ�તા� અપી�	! માળીશુ	,  પી��તા� વ�"તાવમા�� તા	 ઓછે� �  હશુ	,
પીછે- n ઓછે� 1, તા	 પી�થે ઓછે� હશુ	 ઓછે- ��બે�ઈ
("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ) ��: 09:55)
તા	થે-, એલ્ગો�ડિ�ધમા વ�"તાવમા�� નTધપી�ત્ર �-તા	 �ળી છે	, શુ�� તામા	 સ્રો�તા વ!Rક્મા��થે- પ્રો���ર્ભ કું�� છે�. તા	થે-, શુરૂઆતામા�� તામા	 દ�	કું
અ�તા� મા�!	 અ�તા� હ�વ�ન�� અ�તા� અ�ઇન કું�� છે� અન	 તામા	  s ન� અ�તા�ન	  0 થે- પ્રો���ર્ભ કું�� છે�.  હવ	,  તામા��� ગ્રા�ફમા��ન�
પ્રોત્યુ	કું ધ�� મા�!	 અ�તાગો)તા  n  એ 1  વખાતા તામા	 આ�લિશુકું �-તા	 ન-ચે	ન- ડિક્રયુ� પી�ન��વતા)ન કું��.  તા	થે-,  તામા	 તા	 ધ��ન� �ક્ષ્યુન-
અ�તાગો)તા તા	 �ક્ષ્યુન- વતા)મા�ન અ�તા� અથેવ� ધ��ન� સ્રો�તાન- અ�તા� અન	 ડિકુંન��-ન� વજનન- તા��ન�મા�� ન્યુ.નતામા હશુ�. તા	થે-,
આ અ�ધ��કુંમા�� ફક્તા એકું વખાતા અવ��ધ	 છે	  અન	 આ ગો�ણેધમા)ન	 �-ધ	 તામા	 દ�	કું મા�ન્યુ !.�કું� પી�થે મા�!	 શુ�ધ- શુકું� છે�, તામાન	
અન�ક્રમાલિણેકું�ન� ક્રમા માળીશુ	 જ	  આ ક્રમામા�� મા	ળીવ	 છે	 જ	  તામા	 અહK કુંમ્પ્યુ�કિં!ગો કું�વ� મા��ગો� છે�, તામા	 હ�મા	શુ�થે- શુરૂ થેતા� દ�	કું
અન્યુ લિશુ�ચ્છે	દન� !.�કું� મા�ગો) મા	ળીવ�.
("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ) ��: 11:44)
તા	થે-, ચે��� એકું ઉદ�હ�ણે જ�ઈએ અન	 જ�ઓ કું	 બે	�મા	ન ફ��) એલ્ગો�ડિ�ધમા(Bellman-Ford Algorithm) ખા�	ખા� કું	વ-
�-તા	 કું�યુ) કું�	 છે	. તા�, અહK એકું ગ્રા�ફ છે	 જ	ન- પી�	 કું	!��કું ચેક્ર છે	 અન	 તા	મા�� કું	!��કું નકું���ત્માકું વજન છે	 , પી��તા� ત્યુ�� કું�ઈ
નકું���ત્માકું ચેક્ર નથે-, દ�ખા�� તા�-કું	 આપીણે	 જ�શુ�� કું	 અહK આપીણે- પી�	 એકું ચેક્ર છે	 જ	 વજન 2 વત્તા� 1 અન	 બે�દબે�કું- 1
વત્તા� 2 વત્તા� છે	. 1.  એ જ �-તા	,  અહK આપીણે- પી�	 એકું ચેક્ર છે	  જ	ન�� વજન 6 થે-  3 થે- 4 થે-  5 ન- આપી� છે	,
આપીણે- પી�	 ઓછે� 2 વત્તા� 1 ઓછે� છે	  1 વત્તા� 3 વત્તા� 2 ઓછે� 1 વત્તા� 1 છે	, તા	થે- આ ફ�-થે- ચેક્ર અથેવ� વત્તા� 1 છે	.
તા	થે-, ત્યુ�� નકું���ત્માકું વજન છે	, પી��તા� કું�ઈ નકું���ત્માકું ચેક્ર નથે- અન	 હવ	 આમા�� આપીણે	 દ�	કું બે-જા લિશુ��બિંબેદ�ઓથે- 1 થે-
ન�ન� પી�થે�ન- ગોણેતા�- કું�વ� મા��ગો-એ છે-એ. તા	થે-, તા	 એકું સ્રો�તા લિશુ��બિંબેદ� છે	, તા	થે- આપીણે	 આ પી�ન��વતા)નન	 �યુ�લિજતા કુંયુ�^
છે	, તા	થે- પ્રો���લિર્ભકું પીગો���મા�� આપીણે	 કુંહ્યું�� છે	  કું	 વ!:ક્ 1 થે- 0 ન- અ�તા� અન	 બે-જ� �  બેધ�� અન�તા છે	. હવ	, આપીણે	 પીહ	�-
પીગો���  બેધ� ચે-જ�ન- વ"તા�ઓન	 અપી�	! કું�વ�ન� પ્રોયુ� કું�-શુ��  જ	  આપીણે	 ��ર્ભળી-એ છે-એ,  હવ	 અન�તાતા�વ�ળી� બેધ�
મા.લ્યુ� પી��શુ-ઓન	 અપી�	! કું�શુ	 નહK, પી��તા� મા.લ્યુ 1 પી�	 તા	ન� ફક્તા 2 પી��શુ-ઓ 2 જ હશુ	. તા	થે-, વ"તા�ઓન	 હવ	 માયુ�)ડિદતા
મા.લ્યુ� બેનવ�ન- જરૂ� છે	, પીછે- અપી	લિYતા, હવ	 આપીણે- પી�	 આ ત્રણે લિશુ��બિંબેદ� છે	 જ	  બે�ન	 માયુ�)ડિદતા મા.લ્યુ� છે	 . તા	થે-, તામા	
અપી	Y� ��ખાશુ� કું	 પી��શુ-ઓ જ	મા કું	 7 અન	 2 પી�	 પી��શુ-ઓ 6 હ�યુ. તા	થે-, એકુંમા�ત્ર બેહ�� જવ�ન�� એ 2 મા��થે- 6 છે	 જ	
8 થે- 7 ન- બેહ�� છે	, તા	થે- તામા	 7 અન	 6 ન- અપી	Y� ��ખા- શુકું� છે� અન	 ખા�	ખા� આગો�� પીગો��ન	 તામા	 6 અન	 7 ન	 મા.લ્યુ�
મા	ળીવ� છે� જ	  તા	 મા.લ્યુ�થે- અપી�	! કું�વ�મા�� આવ	 છે	 . તા	થે-, 8 વત્તા� 1 9 10 વત્તા� 2 એ 12 છે	. હવ	, તામાન	 આ માળ્યુ�� છે	,
આપીણે	 હવ	 શુ�ધ-શુ�� કું	 આપીણે	 હવ	 1, 2, 8, 7 અન	 6 ન	 અપી�	! કુંયુ�^ છે	, હવ	 નTધ �� કું	 મા��- પી�	 હવ	 એકું બે-જ� મા�ગો)
છે	  જ	  1 થે- 2 �ધ-ન� નથે-. એકું મા�ગો) હશુ	 જ	  7 થે- 1 થે- 2 �ધ- આ �-તા	 જશુ	 અન	 આ ઓછે� પી�થે બેનશુ	, કું��ણે કું	
ઓછે�  4.  તા	થે-,  આ  પી�ન��વતા)નમા��  ખા�	ખા�  માન	  પ્રોથેમા  લિબેન-તા�ચ્છે  અપી�	!  માળીશુ	  જ	  તામા	  કું�-  શુક્યુ��  નથે-
ડિ�જ્"ટ્રા�(Dijkstra)ન� ધ��ણે�ઓ કું	 બેળી-ન	 લિશુ����બે અથેવ� અદ્રશ્યુ. તા	થે-, અ�તા� બે	 જ	  પીહ	��થે- જ ગોણેતા�-મા�� �	વ�યુ�
હતા� તા	 10 ખા�	ખા� બેદ��શુ	, તા	 ઉપી���તા, કું��ણે કું	 અમા��- પી�	 6 ન� નવ� પી���શુ-ઓ 6 હતા�, હવ	 આપીણેન	 3 મા�!	 નવ��
મા.લ્યુ માળીશુ	. તા�, આ પી�ન��વતા)નમા�� હ� � �-	! શુ�ધ- શુકું�� છે� �, પી��તા� 2 ન�� મા.લ્યુ ઘ!��	 છે	, ત્રણેન�� મા.લ્યુ કું�ઇકું માયુ�)ડિદતા બેન	 છે	. 6
ન- વ	લ્યુ�ન� મા.લ્યુ પી� ધ્યુ�ન આપી�,  કું	મા કું	 અગો�ઉ આપીણે	 આન� જ	વ� પી�થેન	 જ�ઈશુ�� અન	 હવ	 આપીણે	 શુ�ધ્યુ�� છે	  કું	 આ
ખા�	ખા� આ જ	વ� વધ� ��� પી�થે છે	 , જ	 ��ર્ભમા�� ઉમા	�વ� મા�!	 નકું���ત્માકું ધ�� ધ��વ	 છે	 . તા	થે-, આપીણે	 12 થે- 8 ન- વત્તા�
1 ઓછે� 8 થે�યુ છે	, તા	થે- આપીણે	 આ પીછે-ન� પીગો��ન	 આગોળી તાતા આગોળી વધ-એ છે-એ જ	  3 તા�ફ આગોળી વધ	 છે	
અન	 આ કું��ણે છે	 કું	 હવ	 6 મા�!	 વધ� ��� મા�ગો) માળી	 છે	. તા	થે-, પી�છે�� પી�થેમા�� આપીણે	 કુંહ્યું�� 6 વત્તા� 12 અન	 12 ઓછે� 2
ન- 10 ઘ�તા છે	, હવ	 આપીણે	 કુંહ્યું�� છે	  કું	 તા	 12 નથે-, તા	 8 છે	. તા	થે-, 8 ઓછે� 2 બે��બે� 6 છે	. તા	થે-, તામાન	 3 ન- ��- �-તા
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માળી- છે	 જ	  આપીણે	 નવ�મા�� શુ�ધ- કું�ઢ્યુ� છે	 . પી�થે, કું��ણે કું	 અમા��- પી�	 10 થે- 10 વત્તા� 1 ન� પી�થે 11 અન	 તા	થે- વધ�
છે	. તા	થે-, આપીણે	 એકું વધ� પીગો��� ચે��� ��ખા-એ અન	 પીછે- કું��ણે કું	 હવ	 આપીણે	 જાણે-એ છે-એ કું	 4 પીહTચે- શુકું�યુ તા	વ�� છે	
અન	 11 પીગો��� 4 વત્તા� 3 14 છે	. તા	થે-, 5 પીહTચે- શુકું�યુ તા	વ�� છે	, પી��તા� હવ	 4 પી�તા	 જ છે	 કું��ણે કું	 3 ન�� મા.લ્યુ અપી�	! થેયુ��
છે	.  તા	થે-,  આ પી�ન��વતા)નમા��  3  ન- વ	લ્યુ�  11  થે-  7  �ધ- અપી�	! થેઈ જાયુ છે	,  આ પ્રોચે�� કું�વ�મા�� આવશુ	 કું	 એકું વધ�
પી�ન��વતા)ન પીછે-. તા	થે-, હવ	 આ મા.લ્યુ 14 થે- 7 વત્તા� 3 ન- ન-ચે	 આવ	 છે	, પી��તા� આ પ્રોડિક્રયુ�મા�� 3 ન- કિંકુંમાતામા�� શુ�� થે�યુ છે	 તા	
પી�તા	 એકું જ માયુ	 બે�ધ�યુ	���  છે	.  તા	થે-, int  ન�� મા.લ્યુ ફ�-  4 ન- વ	લ્યુ� ઘ!��	 છે	  અન	 અ�તા	, n  ઓછે� 1 પી�ન��વતા)ન પીછે-
આપીણેન	 મા.લ્યુ�ન� "!	બેલ્ 	! માળી	 છે	. તા	થે-, હવ	 આ શુરુંઆતાન- શુરૂઆતાથે- બેધ� લિશુ����બેન� !.�કું� મા�ગો? છે	.
("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ) ��: 15:40)
તા�,  આ અલ્ગો�ડિ�ધમાન� તા	 જડિ!�તા� શુ�� છે	 ,  જ્યુ�� આ બે�હ્યું �.પી હશુ	,  તા	થે- આપીણે	 આ �ન કું�-શુ��  n મા�ઇન 1 વખાતા
અપી�	! કું��. તા	થે-, તા	 ઓ�)� n વખાતા ચે��	 છે	 અન	 હવ	 દ�	કું ��પીન	 આપીણે	 મા.ળીર્ભ.તા �-તા	 દ�	કું ધ��ન	 અદ્યતાન �-તા	 અપી�	!
કું�-એ છે-એ,  તા	થે-  અમા��- પી�	  એકું અ�જાન-  (adjacency)  મા	ડિટ્રાક્ છે	,  આપીણે	 દ�	કું  જગ્યુ�એ એકુંમા�ત્ર દ	ખા�વ
જ�વ�ન- જરૂ� છે	 જ્યુ�� પીણે આપીણે	 જ	  જ	  એન્ટ્રા- �ઈએ છે-એ તા	 જ	  જ�કું- �	 છે	 અન	 અમાન	 અપી�	! કું�વ�મા�� આવ્યુ�� છે	 ,
પી��તા� અ�જાન- (adjacency)ન	 .લિચેમા�� અમા��- પી�	 તા	 ધ�� છે	  જ	  આપીણે	 જ�ઈએ છે-એ.  તા�,  આપીણે- પી�	  1, 2
�ધ- n છે	 અન	 આપીણે- પી�	 ધ�� છે	 , તા	થે- આપીણે	 આ અપી�	! અન	 ઓ�)� n મા��	� કું�- શુકું-એ છે-એ. તા�, જ� આપીણે	
અ�જાન- (adjacency)ન	 મા	ડિટ્રાક્ન� ઉપીયુ�ગો કું�-એ તા� ઓ�)� n "ક્વ	� !�ઇમાન- ડિકુંન��-ઓ કું�ણે છે	 તા	 ઓળીખા�. કું��ણે
કું	,  આપીણે	 અ�જાન- (adjacency)  મા	ડિટ્રાક્ન- દ�	કું એન્ટ્રા- તાપી�વ- પી�શુ	,  અ�-ન	 .લિચે આપીણે	 ક્રમામા��  n વખાતા કું�-
શુકું-એ  છે-એ.  તા	થે-,  જ�  અ�જાન-  (adjacency)ન	  મા	ડિટ્રાક્  �જ.આતાન�  ઉપીયુ�ગો  કું�વ�મા��  આવ	  તા�  એકું�દ�	  ફ��)
(ford)એલ્ગો�ડિ�ધમા એન ક્યુ�બે માયુ �	 છે	,  જ્યુ��	  અ�જાન-  (adjacency)ન	 .લિચે �જ.આતામા��  આપીણે	 તા	ન	  m  ન	
ઘ!��- શુકું-એ છે-એ. અન	 તા	થે-, ડિકુંન��-ઓન- �ખ્યુ� ન�ન- છે	 જ	 n ક્યુ�બે કું�તા�� વધ� �રું� �લ્યુ�શુન બેનશુ	.
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ડિ�ઝા�ઇન અન	 એન�લિ�લિ ઓફ એલ્ગો�ડિ�ધમ્ (Design and Analysis of Algorithms)
પ્રો�ફ	� મા�ધવન મા�કું��દ (Prof. Madhavan Mukund)

ચે	ન્નઈ મા	થે	મા	ડિ!કું� ઇલિન્"!ટ્યુ�! (Chennai Mathematical Institute)

મા�ડ્યુ�� - 03
�	ક્ચે� - 28

બધ(-જો��( !*�કું� પા�થ્

હવ	 ચે��� આપાણે	 બધ� જો��ણે� �ઘુ�તમા પા�થે મા"યુ�ઓ ત�ફ ધ્યુ�ન આપા(એ,  જ્યુ�� આપાણે	 પા�થે� શો�ધવ�ન� પ્રોયુ�
કું�(એ છી(એ, દ�	કું વચ્ચે	 7થે( ન�ન� મા�ગો8 ગ્રા�ફમા�� લિશો��બિંબદ� જો��(.
("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ8 ��: 00:10)
ત	થે(,  યુ�દ ��ખો� કું	 આપાણે	 વજોનવ�ળા� ગ્રા�ફ �થે	 કું�મા કું�( �હ્યા� છી(એ,  અમા	 નકું���ત્માકું ધ�� વજોનન	 મા�જો* �( આપા(એ
છી(એ, પા��ત� નકું���ત્માકું વત�8ળા�ન	 મા�જો* �( આપાત� નથે(, કું��ણે કું	 નકું���ત્માકું ચેક્રો� �થે	, આપાણું� 7થે( ન�ન� મા�ગો8 ��( �(ત	
વ્યુ�ખ્યુ�લિયુત નથે(,  નકું���ત્માકું વજોન �થે	,  ત	 �રું� છી	  વ્યુ�ખ્યુ�લિયુત અમા	 જો�યુ�� કું	 બ	�મા	ન-ફ��8 એલ્ગો�ડિ�ધમા(Bellman-
Ford Algorithm)  અમાન	 ડિ�જ્"ટ્રા�(Dijkstra)ન� અલ્ગો�ડિ�ધમાન� �મા�ન્યુ બન�વવ�ન( અન	 નકું���ત્માકું વજોનવ�ળા�
ર્ભ����કુંવ�ળા� ગ્રા�ફમા�� બિંગો� "ત્રો�ત !*�કું� પા�થેન( ગોણેત�( કું�વ� દ	 છી	, પા��ત� નકું���ત્માકું ચેક્રો વગો�. ત	થે(, હવ	, આપાણે	 આન	
વધ� �મા�ન્યુ બન�વવ�� છી	  અન	 મા�ત્રો એકું જો સ્રો�તન� !*�કું� પા�થેન( ગોણેત�( કું�વ( નથે(, પા��ત� લિશો��બિંબદ�ઓન� દ�	કું જો��(મા��
!*�કું�તમા પા�થે.  ત	થે(,  જો	મા આપાણે	  માજાવ્યુ��  કું	  શોરૂઆતન��  ઉદ�હ�ણે હશો	,  જો� તમા	  કું�ઈ  મા��ફ�(  વ	બ�ઇ! અથેવ�
એ���ઇન વ	બ�ઇ! ચે��વવ�ન� પ્રોયુ� કું�� છી� અન	 કું�ઈએ ઓછી�મા�� ઓછી� ખોચે8 અથેવ� ન્યુ*નતમા માયુ ફ્��ઇ! અથેવ�
બ�જો�ન� કું�ઈપાણે જો��( વચ્ચે	ન( ટ્રા	ન શો�ધવ� મા��ગો	 છી	.
("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ8 ��: 00:54)
ત	થે(,  તમા	 !*�કું� �"ત�ઓન�� લિન�(ક્ષણે કુંયુ�M છી	  કું	 નકું���ત્માકું વજોનન( હ�જો�(મા�� પાણે !*�કું�તમા પા�થે ક્યુ��	યુ �*પા કું�શો	 નહN,
કું��ણે કું	 આપાણે	 પા�થેન( ��બ�ઈન	 વધ�યુ�8 વગો� હ�મા	શો� �*પાન	 દ*� કું�( શોકું(એ છી(એ. ત	થે(, ત	થે( !*�કું� મા�ગોO બ	 વ�� મા�ન
વ!Oક્ન( મા���કું�ત �	ત( નથે( અન	 ત	ન( માહત્તમા ��બ�ઇ 1 ન( બ��બ� 1 છી	. ત	થે(, અમા	 બ	લ્મા	ન-ફ��8(Bellman-Ford)
મા�!	  એકું �(ત	  આ આલ્ગો�ડિ�ધમાન� શો�ષણે કુંયુR  છી	  અન	  અમા	  શો�ધ(શો��  કું	  હવ	  ત	ન�  ઉપાયુ�ગો આપાણે	  બધ� મા�!	  એકું
ઇન્!�	લિક્!વ અલ્ગો�ડિ�ધમાન� ઉપાયુ�ગો કું�( શોકું(એ છી(એ. જો��( !*�કું� પા�થે. ત	થે(, આપાણે	 !*�કું�તમા �"ત�ઓ કું	વ( �(ત	 બન�વવ(
ત	 અ�ગો	ન� ઉદ્દે	શ્યુપા*ણે8 ઉકું	� �થે	 આવ(શો��.
("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ8 ��: 01:30)
ત	થે(, આપાણે	 મા*ળાર્ભ*ત �(ત	 ��બ�ઈથે( અ"પાષ્ટત�ન� �દર્ભ8મા�� !*�કું� પા�થે બન�વવ� જોઈ �હ્યા� છી(એ, પા��ત� મા�!�ર્ભ�ગો	 ખો�
કું�(ન	 આપાણે	 વચ્ચે	ન� કુંયુ� લિશો��બિંબદ�ઓન( મા�જો* �( આપા( છી	 . ત	થે(, લિશો��બિંબદ�ન� જો��(મા�� તમા	 કુંલ્પાન� કું�( શોકું� ત	 7થે(
�ળા 7થે( �ળા મા�ગો8 ત	 ફક્ત એકું જો ધ�� છી	 . ત	થે(, અમા��( પા�	 એકું� ધ�� છી	 અન	 આ !*�કું� મા�ગો8ન� બન	�� છી	 , પાછી(
તમા	 ��� આકું��મા�� છી�.  પા��ત�,  �મા�ન્યુ �(ત	 આ !*�કું� મા�ગો8ન� મા�ગો8 હ�ઈ શોકું	 નહN,  કું��ણે કું	 આવ( ધ�� હ�યુ ત� પાણે,
નકું���ત્માકું હ�વ�ન	 �(ધ	, નકું���ત્માકું હ�વ�ન� કું��ણે	, ત્યુ��થે( નકું���ત્માકું ધ�� મા�ગોR પાણે હ� � થે( j �ધ( પાહVચે�� છી� �. ડિકુંન���ન�
���બ� મા�ગો8,  પા��ત� !*�કું� એકું�દ�	 ખોચે8 મા�!	.  પા��ત�,  આપાણે	 શો�� જાણે(એ છી(એ,  !*�કું� મા�ગો8ન( ��ક્ષલિણેકુંત�ન	 કું��ણે	,  આઇ થે(
જીન� આ મા�ગો8 કું	!��કું માધ્યુવતX લિશો��બિંબદ�ઓથે( પા�� થે�યુ છી	 , જો	 બધ� એકુંબ(જાથે( જો� દ� હ�યુ છી	 , કું�ઈ શ્વ	તત� બ	 વ��
મા���કું�ત �(ધ( નથે(.  અન	 બ(જો� � ,  આમા��ન� કું�ઈ પાણે લિશો����બ કું�� ત� હ� �  અથેવ�  j,  હ� � પા�છી� આવવ� અન	 પાછી(  j  પા�
જોવ�ન� કું�ઈ મા�દ્દે� નથે(,  ત	થે( આ પા�થેમા�� કું�ઈ �"ત� નથે(.  ત	થે(,  આ અલિનલિશ્ચેત વ"ત� મા�!	 આપાણે	 શો��  કું�( શોકું(એ ત	
પ્રોલિતબ�લિધત કું�વ�ન�� છી	, i અન	 j વચ્ચે	 શો�� થેઈ શોકું	 છી	, કુંયુ� લિશો��બિંબદ�ઓન	 મા�જો* �( છી	  અન	 અમા	 ધ(મા	 ધ(મા	 	!ન	 વધ��(શો��.
જો� આપાણે	 કું�ઈપાણે લિશો��બિંબદ�ન	 મા�જો* �( આપા(એ છી(એ, ત� પાછી(, આપાણે	 માન"વ( !*�કું� �"ત�ઓ મા	ળાવ(શો��.
("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ8 ��: 02:40)
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ત	થે(, યુ�દ ��ખો� કું	 લિશો����બન	 n થે( n એ ક્રોમા��ડિકુંત કું�વ�મા�� આવ	 છી	, ત	થે( આપાણે	 આઇજો	ન( જોથ્થે�ન� �બલ્યુ�કું	ન( ગોણેત�(
i થે( j ન� !*�કું� પા�થેન�� વજોન હ�ઈશો��, જ્યુ�� આપાણે	 લિશો��બિંબદ�ન	 માયુ�8ડિદત કું�( શોકું(એ છી(એ i થે( j થે( 1 અન	 k વચ્ચે	ન�
ઉપાયુ�ગો થે�યુ છી	.  બ(જા શોબ્દ�મા�� કુંહ(એ ત�,  આપાણે( પા�	 લિશોષ8કું� વ(ન� આ મા*હ છી	,  ત	થે( આપાણે	 કુંહ(એ છી(એ કું	
આપાણે( પા�	  1 થે( k છી	  અન	 આપાણે( પા�	  k વત્ત� 1 થે( n છી	,  આપાણે	 કુંહ(એ છી(એ કું	 ફક્ત આ લિશો��બિંબદ� પા�થેમા��
ઉપાયુ�ગોમા�� �	વ�યુ છી	. હવ	, અ�ત પા�ઇન્! પા�ત�ન	 ન હ�ઈ શોકું	, ન હ�વ�� જો�ઈએ, પા��ત� બિંબદ�એ ત	 છી	 કું	 અ�ત બિંબદ� બહ�� છી	 ,
ત� ત	 હજી પાણે કું�( શોકું	 છી	, ત	થે( મા��( પા�	 અહN 1 અક્ષ��શો હ�ઈ શોકું	 છી	 અન	 પાછી( ત	 જો	વ� મા�ગો8 હ�ઈ શોકું	 છી	 આ અન	
પાછી( પા�છી� આવ�. ત	થે(, ફક્ત એ!��� જો કુંહ	વ�મા�� આવ	 છી	 કું	 માધ્યુવતX લિશો��બિંબદ�, ત	થે( જ્યુ��	 હ� � મા��( �થે	 પ્રો���ર્ભ કુંરું� છી� �
અન	 j પા� જાઉં છી� �, ત� આ મા*હ 1 થે( k મા�� આવ	��� જો* ઠા�ણું� વચ્ચે	 શો�� થે�યુ છી	 . ત	થે(, ખો� કું�(ન	 જો� કું	 0 છી	, કું��ણે કું	
આપાણું� ક્રોમા��કુંન 1 થે( n છી	, ત	 કુંહ	 છી	 કું	 જો	  લિશો��બિંબદ�ઓ દ	ખો�ઈ શોકું	 છી	 ત	 શો�મા	� હ�ઈ શોકુંત� નથે(. ત	થે(, બ(જા શોબ્દ�મા��,
જો� મા��( પા�	 �બલ્યુ�  0 હ�યુ,  ત� ત	 બધ� લિશોષ8કું�  1 કુંહ	 છી	. n  એ પા�થે� પા� દ	ખો�ઈ શોકુંત� નથે(,  ત	થે( એકુંમા�ત્રો �"ત�
આપાણે	 કું�( શોકું(એ છી(એ 3 આ પ્રોકું��ન� !*�કું� �"ત�ઓ (ધ( ધ�� ત�ફ છી	.  ત	થે(, �બ્લ્યુ�  0, આ અલિધષ્ઠા�લિપાત વ્યુ�ખ્યુ�ન�
મા*ળા કું	 કુંહ	 છી	  કું	  i  અન	  j  વચ્ચે	ન� !*�કું� �"ત�ઓ જો	  1 થે( n �ધ(ન� બધ� લિશો��બિંબદ�ઓન	 બ�કું�ત ��ખો	 છી	  ત	  i  અન	 j
વચ્ચે	ન� ફ�મા8 ધ�� છી	.
("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ8 ��: 04:07)
ત	થે(, હવ	 આ એકું ઇન્!�	લિક્!વ વ્યુ�ખ્યુ� છી	, કું��ણે કું	 આપાણે	 કુંહ(એ છી(એ કું	, આપાણે	 જાણે(એ છી(એ કું	 !*�કું� પા�થેન	 1 થે( 1
ન( બ�દબ�કું( 1 ન� ઉપાયુ�ગો કું�(એ, ત� પાછી( હ� � �ઘુ�તમા પા�થે�ન	 કું	વ( �(ત	 ઘુ!��( શોકું�� 1 કું	. ત	થે(, આપાણે	 બધ� પા�થે વચ્ચે	
જાણે(એ છી(એ જો	  1 થે( 1 ન( ઓછી� 1 ન� ઉપાયુ�ગો કું�	 છી	, i  થે( j  ન� 7થે( ન�ન� મા�ગો8 શો�� છી	,  આપાણે	 હવ	 કું	વ( �(ત	
ગોણેત�( કું�( શોકું(એ, જો� આપાણે	 વ	�!	ક્ k ન	 પાણે ઉપાયુ�ગોમા�� �	વ�ન( મા�જો* �( આપા(એ, ત� તમા	 કું	વ( �(ત	 ગોણેત�( કું�� છી�
હ� � થે( જો	  !*�કું� પા�થે છી	. ત	થે(, ત્યુ�� બ	 ડિકું"�ઓ છી	, પ્રોથેમા કું	 એ છી	 કું	 આ અલિતડિ�ક્ત વ!Oક્ કું	 ઉપાયુ�ગો( નથે(, હ� � શો�મા	�
કુંરું� છી� �  ત	 !*�કું� પા�થે પાણે વ!Oક્ કું	ન� ઉપાયુ�ગો કું�ત�� નથે(, ત	 1 થે( ઓછી� 1 ન� ઉપાયુ�ગો કું�વ� મા�!	 પા*�ત( છી	. આ ડિકું"�મા��
7થે( ન�ન�� 1 થે( કું	ન� ઉપાયુ�ગો કું�(ન	 �બલ્યુ� આઇ થે( j ન( અ�ત� એ કું	 ઓછી� 1 ન� ઉપાયુ�ગો કું�(ન	 i થે( j ન� !*�કું� અ�ત�
જો	!�� જો છી	. ત	થે(, હ� � કુંહ( શોકું�� છી� �  કું	 આઇજો	ન� �બલ્યુ�કું	 કું	 �બલ્યુ� કું	 કું	ન્યુ� 1 આઇ જો	 મા�ન છી	. બ(જી બ�જો� , ત	 હ�ઈ શોકું	
છી	 કું	 k ન� ઉપાયુ�ગો કું�(ન	 અમાન	 કું	!��કું નજીવ( �ધ��ણે� માળા	 છી	 . ત	થે(, અમા��( પા�	 હવ	 કું	!��કું પા�થે છી	 જો	  i થે( j �ધ(
જાયુ છી	 અન	 જો	  �(ત	 ત	 મા���કું�ત �	 છી	. ત	થે(, જો� ત	 �"ત� પા� k ન( મા���કું�ત �	 છી	, ત� આપાણે	 ત	ન	 i થે( k ન� પા�થે અન	
k થે( j ત�ફન� પા�થે ત�(કું	 ત��( શોકું(એ છી(એ. પા��ત�, ધ્યુ�ન ��ખો� કું	 આપાણે	 પાહ	��થે( જો કુંહ્યા�� છી	 કું	 આ પા�થેમા�� કું	 જો	  આ
પા�થેમા�� દ	ખો�યુ છી	 ત	 આ વ�ક્યુ કું	 જો	 કું�ઈ !*�કું� મા�ગો8 છી	 ત	 ફક્ત એકું જો વ�� દ	ખો�યુ છી	 . ત	થે(, જો� કું�! કું	 અહN દ	ખો�યુ છી	, ત�
આઇ અન	 કું	 વચ્ચે	 કું�ઈ કું	 કું	 અન	 કું	 અન	 જો	  વચ્ચે	 કું�ઈ કું	. આન� અથે8 એ છી	 કું	 મા��( પા�	 પાહ	�	થે( જો k થે( એકું પા�થે છી	
જો	  1 થે( 1 ન( બ�દબ�કું( 1 �ધ( જાયુ છી	 અન	 મા��( પા�	 k થે( j થે( પાહ	�	થે( જો એકું મા�ગો8 છી	 જો	  1 થે( 1 ઓછી� થે�યુ છી	
અન	 હ� � આ બ�ન	ન	 �યુ�લિજોત કુંરું� છી� �. ત	થે(, હ� � પા�થેન	 ત��( શોકું�� છી� �, ત	 આઇ થે( કું	 અન	 પા�થે કું	 થે( જો	ન� �"ત� છી	, જો	મા��થે(
દ�	કું મા�ત્રો 1 થે( કું	 ઓછી�  1 ન� ઉપાયુ�ગો કું�	 છી	.  અન	 ત	 પા�થેન( કિંકુંમાત કું	!�( છી	 ,  ત	 આપાણે	 ��( �(ત	 જાણે(એ છી(એ
અમા��( પા�	 મા�ત્રો 1 થે( કું	 ઓછી� 1 ઇન્�	લિક્!વ કું	 મા�ઇન 1 ન� ઉપાયુ�ગો કું�(ન	 આઇ થે( કું	 શ્રે	ષ્ઠા મા�ગો8ન( કિંકુંમાત છી	 , તમા��(
પા�	 અમા��� મ̀ાડિટ્રાક્ �બલ્યુ� કું	 બ�દબ�કું( 1 મા�� કું	 થે( j ન� શ્રે	ષ્ઠા મા�ગો8 પાણે છી	. ત	થે(, જો� હ� � આ બ�ન	ન	 ઉમા	�(શો, હ� � અથેવ� કું	
જોવ�ન� આ શ્રે	ષ્ઠા �"ત� હ�વ� જો�ઈએ. ત	થે(, કું	ન� �માન� કું�વ�, અમા	 કુંહ(એ છી(એ કું	 ક્યુ�� ત� આપાણે	 કું	 કું	 જો	  ડિકું"�મા��
આપાણે	 કું	 કું	 જો*ન� મ̀ાડિટ્રાક્ન�� મા*લ્યુ �	ત� નથે( અથેવ� તમા	 કું	ન� ઉપાયુ�ગો કું�� છી� અન	 કુંયુ� કું	મા�� અમા	 જો*ન� મા	ડિટ્રાક્મા��
આઇ કું	 કું	 પા� જોઈન	 બ	 એન્ટ્રા( જો��(એ છી(એ,  અમા	 આ બ	 ન�ન�� ન�ન�� ��.  ત	થે(,  આમા��થે( કુંયુ� એકું, i  થે( j  થે( !*�કું�
અ�ત�ન� �ચે� મા*લ્યુ 1 થે( k �ધ( જોશો	.
("��ઇ�માયુન� �દર્ભ8 ��: 06:27)
ત	થે(, આ આપાણેન	 એકું ત�ત્કું�લિ�કું અલ્ગો�ડિ�ધમા આપા	 છી	 જો	ન	 ફ્�aઇ�-વa8�(Floyd-Warshall) અલ્ગો�ડિ�ધમા કુંહ	વ�મા��
આવ	 છી	. ત	થે(, આપાણે	 ફ�ક્શોન W 0. ન�� પ્રોલિતલિનલિધત્વ કું�ત� મા	ડિટ્રાક્ �થે	 પ્રો���ર્ભ કું�(એ છી(એ, ત	થે(, W 0 એ એન્ટ્રા(ઝા છી	
જો	  બ��બ� ધ�� વજોન છી	, ત	થે( આઇ થે( જોજો	ન( ધ�� છી	, �બલ્યુ� 0 આઇ થે( થે( જો	  કુંહ	 છી	  કું	 ત	 વજોનન� (ધ� પા�થે.
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કું��ણે કું	, યુ�દ ��ખો� કું	 �બલ્યુ� 0 કું�ઈપાણે માધ્યુવતX પા�થ્થે( પા�� થેઈ શોકુંત�� નથે( અન	 જો� કું�ઈ ધ�� નથે(, કું��ણે કું	 હ� �
કું�ઈપાણે માધ્યુવતX વ!Oક્મા��થે( પા�� થેઈ શોકુંત� નથે(,  �બલ્યુ�  0 આઇજો	  અન�ત હ�વ�� આવશ્યુકું છી	.  હવ	, 1 થે( n મા��  k
મા�!	, હ� � મા*ળાર્ભ*ત �(ત	 આ n વખોત પા�ન��વર્તિતત કુંરું� છી� �, હ� � પાહ	�� 1 ન	 ઉપાયુ�ગોમા�� �	વ�ન( મા�જો* �( આપા�� છી� �. ત	થે(, હ� � �બલ્યુ�
1 અન	 �બલ્યુ� 0 ન�� ગોણેત�( કુંરું� છી� �  અન	 હ� � ત	 કું	વ( �(ત	 કું�( શોકું�� છી� �, હ� � અગો�ઉ શો�મા	� કું�વ� મા�!	 અપા�	!ન� ઉપાયુ�ગો કુંરું� છી� �
જો	  તમા��( પા�	 પાહ	��થે( જો	 છી	 ત	 ન્યુ�નત્તમા �	શો	 અન	 નવ( �જો*  કું�	� વ!Oક્ દ્વ��� થેત( શોક્યુત�, પાછી( હ� � 1 અન	 2, ત� હ� �
1, 2  અન	  3  ન	 પા�વ�નગો( આપા(શો.  અન	 દ	ખો(ત( �(ત	,  જો� હ� �  1, 2, 3  ન	  n  �ધ( પા�વ�નગો( આપા��  છી� �,  ત� હ� �  બધ�
લિશો��બિંબદ�ઓન	 વચ્ચે	ન( પા�વ�નગો( આપા�� છી� �, W n પા�	 હવ	 કું�ઈ અવ��ધ લિવન� 7થે( !*�કું� �"ત�ઓ હશો	. ત	થે(, મા��	 આ
અપા�	ટ્ બ��બ� એન !�ઇમ્ કું�વ�ન( જોરૂ� છી	,  જો	થે( કું�(ન	  n વખોત પાછી( હ� � 7થે( !*�કું� મા�ગો8 પા�થેન	 કું	પ્ચે� કું�( શોકું��
જો	મા�� પા�થે પા� લિશો��બિંબદ�ન� કું�ઈપાણે માન"વ( �યુ�જોન શો�મા	� હ�યુ.
("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ8 ��: 07:37)
ત	થે(, વ�"તલિવકું કું�� ફ�(થે( બ	�મા	ન-ફ��8 (Bellman-Ford) જો	વ� અત્યુ�ત આગોળા છી	. તમા��( પા�	 ફક્ત પ્રો���લિર્ભકું પ્રો���ર્ભ
છી	 જો	  અન�ત �ધ( દ�	કું �(ત	 	! કું�	 છી	 અન	 ત્યુ��બ�દ ત	 શો�ખો�ઓ મા�!	 લિબન-ત�ચ્છી વજોનન	 અપા�	! કું�	 છી	 જો	  ગ્રા�ફ ધ��વ	
છી	. ત	થે(, આપાણે	 લિત્રોપાડિ�મા�ણે(યુ મા	ડિટ્રાક્ દ્વ��� આ ફ�ક્શોન �બલ્યુ� 0 ન( ટ્̀રાકું ��ખો(એ છી(એ, ત	થે( હ� � અન	 જો	  બ	 લિશોષ8કું�ન��
પ્રોલિતલિનલિધત્વ કું�	 છી	 અન	 0 પા�ન��વત8ન ક્રોમા��કુંન	 �જો*  કું�	 છી	. ત	થે(, શોરૂઆતમા�� �બલ્યુ� 0 ન( આઇજો	 કું�� ત� આઇજોન�� વજોન
છી	, જો� કું�ઈ ધ�� છી	  અથેવ� ત	 અન�ત છી	  અન	 ત	 આ બ	 પાગો���ઓન	 �ર્ભ�ળા	 છી	. અન	 હવ	, આપાણે	 આ માયુન	 મા�પ્ત
કું�(એ છી(એ, અમા	 આ પા�ન��વત8ન કું�(એ છી(એ, ત	 છી	  કું	 આપાણે	 બધ� �બલ્યુ� આઇજો	  (IJ )ન	 "ત�	 k પા� અપા�	! કું�(એ
છી(એ,  �બલ્યુ� આઇજો	  (IJ)ન� ન્યુ*નતમા "ત� "ત� કું	 મા�ઇન 1 અથેવ� રું!ન( �કુંમા પા�.  ત	થે(,  અહN અ"પાષ્ટપાણે	 હ�વ�
જો�ઈએ

((માયુન��દર્ભ8: 08:33)).
ત	થે(, આ મા�!	 છી	, કું��ણે કું	 હ� �  1 થે( n બ��બ�, j બ��બ� 1 થે( n મા�!	. ત	થે(, અમા��( પા�	 આ અદ્યતન લિનયુમા છી	  અન	
અમા	  આ અ�ધ���મા��  એન !�ઇમ્ કું�(એ છી(એ અન	  n  આપાણે	 દ�વ�  કું�(એ છી(એ કું	  એન્ટ્રા(  k  મા��  મા	ડિટ્રાક્ �બલ્યુ�ન	
લિશો����બન� બધ� જો��(ઓ મા�!	 યુ�ગ્યુ !*�કું� પા�થે માળ્યુ� છી	.
("��ઇ�માયુન� �દર્ભ8 ��: 08:55)
ત	થે(,  ચે��� આપાણે	  એ જો ઉદ�હ�ણે જો�ઈએ જો	  આપાણે	  બ	�મા	ન-ફ��8(Bellman-Ford)  મા�!	  કુંહ(એ છી(એ.  ત	થે(,
શોરૂઆતમા��  આપાણે	  દ�	કુંન	  અ�ઇન કું�(એ છી(એ,  ત	થે(  �બલ્યુ�  0  ન( ધ�� વજોન છી	.  ત�,  આપાણે( પા�	  અ�જાન(
(adjacency)ન	 મા	ડિટ્રાક્ છી	  જો	મા કું	 પ્રોલિતલિનલિધત્વ, દ�ખો�� ત�(કું	, આપાણે	 કુંહ(એ છી(એ કું	 1 થે( 2 એ વજોન 10, 7 થે( 6
ન( ધ�� છી	,  ત્યુ�� વજોન ઓછી� �  1 ન( ધ�� છી	  અન	 ત	થે( આગોળા.  ત	થે(,  આપાણે	 ફક્ત આ તમા�મા આ�ગોળા(ઓન	 મા	ડિટ્રાક્મા��
��લિપ્�કું	! કું�(એ છી(એ અન	 બ(જો� �  બધ�� અન�ત પા� છી��( દ(ધ�� છી	. હવ	, �બલ્યુ� 0 થે(, આપાણે	 1 થે( જોઈન	 શો�ધ( શોકું(એ ત	
બધ� નવ� �"ત�ઓ ધ્યુ�નમા�� �ઈન	 �બલ્યુ� 1 પા� જોઈએ, પા��ત� હવ	 નVધ �� કું	 આમા�� કું�ઈ પાણે નથે( જો	  1 મા�� આવ	 છી	.
ત	થે(, આ હકું(કુંતમા�� *ચેવ�યુ	� છી	  કું	 કુંa�મા 1 અન�ત છી	, કું�ઈ ધ�� 1 મા�� જાયુ છી	. ત	થે(, કું�ઈ અન્યુ વ!Xક્ એ હકું(કુંતન�
ઉપાયુ�ગો કું�( શોકું	 છી	 કું	 1 2 અન	 8 થે( કુંન	ક્! થેયુ	��� છી	. ત	થે(, જો� તમા	 અપા�	! લિનયુમાન� ઉપાયુ�ગો કું�(ન	 અપા�	! કું�� છી�, ત�
તમાન	 ��ગો	 છી	  કું	  W1 એ ખો�	ખો�  W ન( મા�ન છી	. ,  કું��ણે કું	 બ	 લિશો��બિંબદ�ઓ વચ્ચે	  1  ન� ઉપાયુ�ગો કું�વ�ન( મા�જો* �(
આપાણે( હ�યુ કું�ત( નથે(. ત	 કું�ઈ બ	 લિશો��બિંબદ�ઓ વચ્ચે	 નથે(, હ� � ક્યુ��યુથે( 1 �ધ( જોઈ શોકું�� છી� �  અન	 પાછી( 1 થે( ત	 વ!Oક્
�ધ( નથે(. બ(જી બ�જો� , જો� હ� � એન કું�( શોકું�� છી� �ow મા�� 2 શો�મા	� છી	, પાછી( હ� � �પ્રોદ વ"ત�ઓ કું�( શોકું�� છી� �, હ� � ઉદ�હ�ણે
ત�(કું	 1 થે( 2 થે( 6 �ધ( જોઈ શોકું�� છી� �  અન	 હ� �  7 થે( 1 થે( 6 �ધ( જોઈ શોકું�� છી� �. ત	થે(, 2 અન	 1 ન	 ઇન્!�લિમાડિ�યુ	! વ!Oક્
ત�(કું	 ગો�ઠાવ�, ત	થે( 1 માદદ કું�ત�� નથે( અત્યુ��	, પાણે 2 ન	 માન	 કું�ઈકું આપા	 છી	. ત	થે(, જો� હ� � હવ	 �બલ્યુ� 1 ન	 જો�ઉં છી� �, ત� હવ	
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માન	 �બલ્યુ� 0 ન( જોરૂ� નથે(, જ્યુ��	 �બલ્યુ� 1, ત� પાછી( હ� � કુંહ� � છી� �  કું	 પા�થ્ 2 દ્વ��� અન્વ	ષણે કું�વ�મા�� ક્ષમા છી	 કું	 નહN
ત	વ�� કુંહ	વ�મા�� આવ	 છી	. ત	થે(, ખો� કું�(ન	 2 થે( 6 થે�યુ છી	, જો	 કું�ઇકું 2 મા�� લિનદOશો કું�	 છી	, ત	થે( 7 થે( 2 થે( 6, 3 થે( 2 થે( 6
અન	 1 થે( 2 થે( 6 �ધ(, આ ત્રોણે એન્ટ્રા( અપા�	! થેશો	.
("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ8 ��: 10:13)
ત	થે(, 1 થે( 2 થે( 6, ત	થે( માન	 નવ( એન્ટ્રા( 12, 3 થે( 2 થે( 6 માળાશો	, ત	થે( માન	 નવ( એન્ટ્રા( 3 અન	 7 થે( 2 થે( 6 માળા	 છી	,
માન	 ઓછી� 4 વત્ત� 2 માળા	 છી	. મા�ઇન 3. હવ	 �બલ્યુ� 2 થે(, હ� � �બલ્યુ� 3 ન�� ગોણેત�( કું�(શો, ફ�(થે( ગોણેત�( કુંરું� 3 �બ્લ્યુ� 3
પાછી( પા�છી� આવશો	, માન	 �બલ્યુ� 1 ન( જોરૂ� નથે(, માન	 મા�ત્રો �બલ્યુ� 2 ન( જોરૂ� છી	. ત	થે(, હ� � હવ	થે( W 1 ન	 ફhકું( શોકું�� છી� �, હ� �
ફક્ત �બલ્યુ� 2 પા� જો છી� �. ત	થે(, હવ	 હ� � મા��( જાતન	 1, 2, 3 ન� ઉપાયુ�ગો કું�વ�ન( મા�જો* �( આપા( �હ્યા� છી� �, ત	થે( હ� � વ"ત�ઓ
ફhકું( શોકું�� છી� �  3. ત	થે(, ઉદ�હ�ણે ત�(કું	 હવ	 3 ફhકું( દ�, હ� �  6 થે( 4 �ધ( જોઈ શોકું�� છી� �, ઉદ�હ�ણે ત�(કું	, ત	થે( માન	 ત	 ફ�મા8ન(
એન્ટ્રા( માળાશો	. ત	થે(, હ� � 6 થે( 4 ન( નવ( વ"ત� �થે	 જોઈ શોકું�� છી� �, હ� � 6 થે( 2 પાણે જોઈ શોકું�� છી� �. ત	થે(, મા��( પા�	 6 થે( 2 ન(
નવ( �(ત છી	, ત	થે( ત	 પાણે અ�ગો થેઈ જોશો	. અન	 �પ્રોદ �(ત	, માh પાણે શો�ધ્યુ�� કું	, હવ	 6 થે( 6 ન� મા�ગો8 છી	, કું��ણે કું	 પાહ	��
માન	 ત	 ખોબ� નહ�ત(, પા��ત� હવ	 ત	 મા�!	, હ� � 2 અન	 3 બ�ન	 ફhકું( દ	વ�ન( પા�વ�નગો( આપા�� છી� �, હ� � 6 થે( 6 �ધ( જોઈ શોકું�� છી� �.
આ �*પા શો�ધ( કું�ઢ્યુ�� છી	, જો	 હકું���ત્માકું વજોન ધ��વ	 છી	. જો� મા�શ્કું	�(મા�� પા�લિઝાડિ!વ વ	ઇ! વ્યુ*અ� ન હ�યુ, કું��ણે કું	 ત	ન( પા�	
��( �(ત	 વ્યુ�ખ્યુ�લિયુત �લ્યુ�શોન નથે( અન	 ત	થે( આગોળા.  ત	થે(,  તમા	 આ કું�વ�ન��  ચે��� ��ખો( શોકું� છી�,  અમા	  W  �ધ(
અપા�	! કું�(શો�� નહN, જો� તમા	 હવ	 બધ( �(ત	 જાઓ અન	 W8 �ધ( કું��, પાછી( તમા	 1 થે( 8 ન( દ�	કું વ"ત�ન	 માધ્યુવતX વ"ત�
ત�(કું	 મા�જો* �( આપા� પાછી(, આ મા	ડિટ્રાક્ વ�"તવમા�� કું�ઈપાણે જો��(મા�� કું�ઈપાણે જો��(ન( 7થે( !*�કું( પા�થેન( ગોણેત�( કું��.
("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ8 ��: 11:52)
ત	થે(,  આ અલ્ગો�ડિ�ધમા એ જો�વ�ન��  ખો*બ જો �ળા છી	  કું	  જોડિ!�ત� ઓ�8� એન ક્યુ�બ છી	,  કું��ણે કું	  તમા��( પા�	  એન
પા�ન��વત8ન છી	  અન	 દ�	કું પા�ન��વત8ન અમા	 �પા*ણે8 મા	ડિટ્રાક્ન	 અપા�	! કું�( �હ્યા� છી(એ જો	મા��  n ચે�� એન્ટ્રા(ઝા છી	. આ તમા	
ત	ન	  �ધ��વ� મા�!	  વધ� કું�( શોકુંત� નથે(,  કું��ણે કું	 ત	  અ�જાન(  (adjacency)ન	 મા	ડિટ્રાક્ બ	ઝા એલ્ગો�ડિ�ધમા છી	 ,  અમા	
*લિચેમા�� ખો	�( શોકુંત� નથે(, અમાન	 કું�ઈપાણે ન્યુ*નતમા માહત્તમાન( ગોણેત�( કું�વ�ન( જોરૂ� નથે(. ત	થે(, તમા	 ઘુણું� બધ�� કું�( શોકું�
છી�, ત	 એન ક્યુ�બ એલ્ગો�ડિ�ધમા છી	, નVધ �� કું	, ત	 ન�જો� કું કું	 છી	, બ	�મા	ન-ફ��8(Bellman-Ford), કું��ણે કું	 એકુંવ�� તમા	
બધ� જો��(ઓન( ગોણેત�( કું�( ��, ત	થે( આ ઉકું	� �મા�ન્યુ �(ત	 બ	�મા	ન-ફ��8(Bellman-Ford) . કું��ણે કું	, ખો� કું�(ન	,
જો� તમા	 હવ	 આપા	�� S મા��થે( બધ� !*�કું� પા�થેન	 જો�ઈએ છી	, ત� તમા��	 ફ��ઇ� વa�શોa�(Floyd-Warshall) મા	ડિટ્રાક્મા�� ત	
ચે�ક્કું પા�લિક્તન	 જો�વ�ન�� છી	. તમા	 પા�લિક્ત એ અન	 બધ( એન્ટ્રા(ઓન	 S ન� !*�કું� પા�થે ત�(કું	 ઓળાખો�વ	 છી	, પા��ત� યુ�દ ��ખો�
કું	, ત	 ચે�ક્કું ડિકું"�મા��, જો� હ� � મા�ત્રો એ બ	લ્મા	ન-ફ��8(Bellman-Ford)થે( હVલિશોયુ�� અ�જાન( (adjacency)ન	 *લિચે
�જો*આત કું�ત� હ�ઉં, ત� આ આદ	શો અહN �	વ�શો	, પા��ત� ત	 અહN છી	  ઓ�8� એન ક્યુ�બન( જોરૂ� પા�શો	. ત	થે(, આ �મા�ન્યુ
�(ત	 બ	�મા	ન-ફ��8(Bellman-Ford)ન� દ�ખો�� છી	, તમાન	 મા�ન જોવ�બ માળા	 છી	 કું	 તમાન	 બ	�મા	ન-ફ��8(Bellman-Ford)
અન	 વધ� ત�ફથે( કુંa� હશો	. પા��ત�,  તમા	 હ�મા	શો�� એન ક્યુ�બ !�ઇમાન� ઉપાયુ�ગો કું�� છી�,  જો� તમા��� ગ્રા�ફમા�� ખો*બ થે��� ધ��
હ�યુ ત� ત	 �મા�ન્યુ �(ત	 બ	�મા	ન-ફ��8 (Bellman-Ford)વધ� કું�યુ8ક્ષમા હ�યુ છી	. ત	થે(, જો� તમા	 ઉપાયુ�ગો કું�( �હ્યા� છી�, જો�
તમા	 મા�ત્રો એકું જો સ્રો�ત !*�કું� પા�થે કું�વ� મા��ગો� છી�, ત� તમા��	 �મા�ન્યુ �(ત	 ફ્�aઇ� વa�શોa�મા�� (ધ( જો કું*દ( જોવ�� જો�ઈએ
નહN, તમા��	 કુંદ�ચે બ	�મા	ન-ફ��8 (Bellman-Ford) ઇન્"!ન્! કું�વ�� જો�ઈએ. અવકું�શોન( જોડિ!�ત� લિવશો	, ત	થે( અમા	 કુંહ્યા�� કું	
અમા	 પ્રોત્યુ	કું  0 �બલ્યુ�,  �બલ્યુ�  1 ઇત્યુ�ડિદન�� પ્રોલિતલિનલિધત્વ કું�વ� જોઈ �હ્યા� છી(એ ત	 એકું �કું�ન છી	 .  ત	થે(,  આપાણે( પા�	
મા*ળાર્ભ*ત �(ત	  n વખોત, n times n છી	, કું��ણે કું	 આપાણે( પા�	 n ગો�ણ્યુ� n એ વ�"તલિવકું મા	ડિટ્રાક્ છી	, આપાણે( પા�	 આ
મા	ડિટ્રાક્ન� n છી	, કું��ણે કું	 આપાણે( પા�	 "ત� 0, "ત� 1 અન	 "ત� કું	 કું	 "ત� n છી	. પા��ત�, આપાણે	 કુંહ(એ છી(એ કું	 આપાણે�
કું�માન� ઉદ�હ�ણેમા��,  જ્યુ��	 તમા��	 "ત�  1 ન�� ગોણેત�( કું�વ�ન( જોરૂ� છી	,  ત્યુ��	 અમાન	 મા�ત્રો "ત�  0  ન( જોરૂ� છી	,  પાછી(
આપાણે	 એકું "ત� 0 ફhકું( શોકું(એ છી(એ. જ્યુ��	, અમાન	 "ત� 2 ન�� ગોણેત�( કું�વ�ન( જોરૂ� છી	, તમા��	 મા�ત્રો "ત� 1 ન( જોરૂ�
છી	. ત	થે(, અમા�કું અથે8મા��, તમા	 મા�ત્રો 2 કુંaલિપાઓ ��ખો( શોકું� છી� અન	 પા�છી� અન	 ફ�લ્� લિ"વચે કું�( શોકું� છી�, તમા	 શો*ન્યુ "ત�ન	
બ(જા "ત� ત�(કું	 �ખો� છી�, તમા	 ત્રો(જા "ત� ત�(કું	 પ્રોથેમા "ત� �ખો� છી� અન	 ત	થે( આગોળા �ખો� છી�. ત	થે(, અમાન	 ફક્ત 2
કું�પા( ન��ખોવ�ન( જોરૂ� છી	, ત	 એકું માયુ	 આ લિત્રોપાડિ�મા�ણે(યુ મા	ડિટ્રાક્ન� કુંa� કું��. ત	થે(, તમા	 આ 2 "��ઇ	ન( વચ્ચે	 મા�ત્રો

122



2 એન "ક્વ	�8 "પા	ન( વચ્ચે	 ર્ભળા( શોકું� છી�. ત	થે(, આપાણે	 �મા�ન્યુ �(ત	 અવકું�શો લિવશો	 બિંચેત� કું�(એ છી(એ. પા��ત�, ફક્ત એકું
લિન�(ક્ષણે કું	 આ લિવલિશોષ્ટ વ"ત�મા��, તમા��	 ખો�	ખો� n ઘુન એ�	 હ�વ� જોરૂ�( નથે(, તમા��( પા�	 2 n "ક્વ	�8 એ�	 અથેવ� ત	 બ	
*ચેકું��કું� �થે	 "ક્વ	�8 એ�	 હ�ઈ શોકું	 છી	. અન	 2 ન( વચ્ચે	 �કું�ચેન ��ખો� અન	 મા�ન અ� મા	ળાવ�, કું��ણે કું	 તમાન	 બ(જી
કુંaલિપાન( ગોણેત�( કું�વ� મા�!	 ફક્ત એકું કુંaલિપાન( જોરૂ� છી	.
("��ઇ�માયુન� �દર્ભ8 ��: 14:20)
ત	થે(,  ચે��� આપાણે	 આ ચેચે�8ન	 કું	!�(કું ઐલિતહ�લિકું ડિ!પ્પાણે(ઓમા�� મા�પ્ત કું�(એ.  ત	થે(,  તમા	 જો�ઈ શોકું� છી� ત	 પ્રોમા�ણે	
ફ્��યુ� વaશોશો	�(Floyd-Warshall), આ અલ્ગો�ડિ�ધમાન� �કું� ન�મા ત�(કું	 હ�ઇફન	શોન આવ	 છી	  અન	 વ�"તવમા�� ત્યુ�� બ	
અ�ગો અ�ગો એલ્ગો�ડિ�ધમ્ છી	 જો	 ત	મા�� શો�મા	� છી	, જો	 ખો*બ મા�ન મા�ળાખો�� ધ��વ	 છી	. ત	થે(, વa�શો	� દ્વ��� પ્રો"ત�લિવત મા*ળા
એલ્ગો�ડિ�ધમા જો	ન	 ટ્રા�લિન્ઝાડિ!વ ક્��ઝા� કુંહ	વ�યુ છી	  ત	 મા�!	 છી	.  ત	થે(,  �ક્રોમાણે બ�ધ થેવ�� એ એજો �બ�ધથે( પા�થેન( ગોણેત�(
કું�વ� બ��બ� જો છી	. ત	થે(, ધ��� કું	 તમા��� લિમાત્રો જો	વ� �બ�ધ� છી	, ત	થે( તમા	 ��કું�ન� જો* થેમા�� જાણે� છી�, કું	 જો	ન� (ધ� લિમાત્રો
છી	, પાછી( તમા	 પા*છી� કું	, કું�ણે આ�કુંત�( �(ત	 જાણે	 છી	. ત	થે(, હ� � કું�ઈકુંન	 પા��ક્ષ �(ત	 જાણું� છી� �, જો� મા��( પા�	 કું�ઈ લિમાત્રો હ�યુ,
ત� ત	 વ્યુલિક્તન	 કું�ણે જાણે	 છી	 અથેવ� મા��� લિમાત્રો છી	 કું	 જો	  લિમાત્રો ત�(કું	 જાણે	 છી	 અન	 ત	 વ્યુલિક્તન	 જાણે	 છી	 . ત	થે(, કું�ઈકુંન	 પા��ક્ષ
�(ત	 જાણેવ�� ત	 લિમાત્રો �બ�ધન�� �ક્રોલિમાત બ�ધ છી	 . �મા�ન્યુ �(ત	, મા��� અથે8 એ છી	  કું	, દ�	કું ગ્રા�ફમા��, જો� તમા	 લિમાત્રોન	 મા*કું� છી�,
ગોમા	 ત	 �બ�ધ,  આપાણે	 ધ�� �બ�ધ ત�(કું	 જો�ઈએ છી	 ,  �ક્રોલિમાત બ�ધ મા�ગો8 પા�થે �બ�ધ છી	 .  ત�,  તમા��( પા�	 અ�જાન(
(adjacency)ન	 મા	ડિટ્રાક્ છી	  જો	  ધ��ન	 �જો*  કું�	 છી	, તમા	 પા�થે મા	ડિટ્રાક્ન�� ગોણેત�( કું�વ� મા��ગો� છી� જો	  પા�થેન	 �જો*  કું�	 છી	, જો	
પા�થે� દ્વ��� જો���યુ	�� લિશો��બિંબદ�ઓન� જો��( છી	.  અન	 ત	થે(,  વaશોશો	�(Warshall)  એ મા�ન એલ્ગો�ડિ�ધમાન� વણે8ન કું�	
છી	, જો	 આપાણે	 હમાણે�� �ખ્યુ�� છી	  અન	 અમા	 ત	 પાછી(ન( કું	!�(કું "��ઇડ્મા�� થે���� લિવગોતવ�� કું�(શો��, આ ગોણેત�( એ P મા��થે(
A અન	 Floyd જો�વ� માળા	 છી	  ત	વ�� તમા	 એ જો ઍલ્ગો�ડિ�ધમા ત�(કું	 "વ(કું�� કું�( શોકું� છી�. ત	થે(, જો� વa8�(Warshall)ન��
એલ્ગો�ડિ�ધમા છી	,  ત�  અમા	  ફક્ત  પા�થે  ત્યુ��  જો તપા�(એ છી(એ અન	  ફ્�aઇડ્(Floyd)  એલ્ગો�ડિ�ધમા કુંહ	  છી	  કું	,  તમા	
વ�"તવમા�� !*�કું� પા�થેન( ગોણેત�( કું�વ� મા�!	 ત	ન	 અન�કું*લિ�ત કું�( શોકું� છી�.
("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ8 ��: 15:50)
ત	થે(, તમા	 જો	  જો�યુ�� છી	 ત	ન� કું�ત�� આ લિવચે�� ખો*બ જો મા�ન છી	 , ચે��� આપાણે	 ત	ન	 ઝા�પાથે( પા�� કું�(એ. ત	થે(, આપાણે(
પા�	 અ�જાન( (adjacency)ન	 મા	ડિટ્રાક્ એ છી	, જો	 ધ��ન	 એકું આઇજો	 1 છી	, જો� ધ�� હ�યુ અન	 આપાણે	 પા�થે મા	ડિટ્રાક્ P
ij એ 1 જો�ઈએ, ત� i થે( j ન� પા�થે છી	. ત	થે(, આપાણે	 ફ�(થે( આ જોથ્થે�મા�� પા( કુંજોન	 ગોણેત�( કું�(શો��, ત	 કુંહ	 છી	 કું	 ત્યુ�� પા�થે
છી	  અન	 આ પા�થે ફક્ત 1 થે( કું	 લિશો�ન� ઉપાયુ�ગો કું�	 છી	.  ત	થે(,  કું	 પ્� 1 થે( એન પા�થેમા�� દ	ખો�શો	 નહN અન	 ફ�(થે( એન
પા�ઇન્! મા�વ	� નથે(. ત	થે(, હ� � અન	 j માન"વ( છી	, ત	 આ �પા� 	લિ�લિm!( દ્વ��� પ્રોલિતબ�લિધત આઇ અન	 જો	  વચ્ચે	ન� છી	.
ત�, હ� � અન	 j વચ્ચે	, તમા	 ફક્ત 1 થે( k ન( વ"ત�ઓ જો�ઈ શોકું� છી�. ત	થે(, જો� તમા	 પા( 0 પાહ	�� કું�� છી�, ત� ત	 કુંહ	શો	 કું	 કુંશો��
દ	ખો�શો	 નહN,  કું��ણે કું	 તમા��( પા�	  1 થે( n થે( દ�	કું વ"ત� હ�ઈ શોકું	 છી	 ,  ત	થે(,  પા( 0 મા�ત્રો અ�જાન( (adjacency)ન	
મા	ડિટ્રાક્ છી	.
("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ8 ��: 16:43)
ત	થે(, હવ	 આપાણે( પા�	 ખો*બ જો મા�ન અપા�	! લિનયુમા છી	, ત	થે( જો� માન	 1 થે( 1 ન( ઓછી� 1 ન� ઉપાયુ�ગો કું�(ન	 શો�ધ(
શોકું�યુ ત	વ� પા�થેન	 ખોબ� હ�યુ, ત� 1 થે( k ન� ઉપાયુ�ગો કું�(ન	 હ� � કુંયુ� પા�થે શો�ધ( શોકું�� છી� � . ત	થે(, જો� k ન� ઉપાયુ�ગો કુંયુ�8 લિવન�
પાહ	�	થે( જો કું�ઈ પા�થે હ�યુ, ત� હ� � ત	 પા�થે ��ખો( શોકું�� છી� �. ત	થે(, અમા	 કું�� ત� ત	 પા( કું	 ધ��વ( શોક્યુ� હ�ત, હવ	 માન	 યુ�દ ��ખોવ��
જો�ઈએ કું	 આ પા�થે કું�ઈ મા�ગો8 નથે(.  ત�,  આ અ�જાન( (adjacency)ન	 મા	ડિટ્રાક્ જો	વ�� છી	,  કું�ઈ વજોન નથે(,  ત	  0, 1
મા	ડિટ્રાક્ અથેવ� �ચે�� ખો�!�� મા	ડિટ્રાક્ હત��. ત	થે(, શોરૂઆતમા�� અ�જાન( (adjacency)ન	 મા	ડિટ્રાક્ 1 અથેવ� �ચે�� છી	, જ્યુ��	
પાણે ધ�� હ�યુ ત્યુ��	 ખો�!( હ�યુ ત્યુ��	 ખો�!(. ત	થે(, જો� માન	 પાહ	�	થે( જો 1 ઓછી� �થે	 એન્ટ્રા( માળા( ગોઈ હ�યુ, ત� હ� � ત	ન	
��ખો( શોકું�� છી� �. બ(જી બ�જો� , કુંદ�ચે મા��( પા�	 પા�છી�� કું	 પાછી( જોવ�ન( એન્ટ્રા( નથે(, પા��ત� એકું 	કું�� જો	  ત્યુ��ન( જોરૂ� છી	 ત	
આઇ થે( કું	 એકું પા�થે છી	 અન	 ત્યુ�� k થે( j ન� પા�થે છી	 અન	 અહN હ� � ફક્ત કું	 ઓછી� 1 ન� ઉપાયુ�ગો કુંરું� છી� �  અન	 અહN હ� � ફક્ત
કું	 બ�દબ�કું( 1 ન� ઉપાયુ�ગો કુંરું� છી� �, કું��ણે કું	 k ન	 ફક્ત એકું જો વ�� દ	ખો�યુ છી	. એકું !*�કું( પા�થેન( જો	મા, જો� હ� � ફક્ત કું	!��કું
કુંન	લિક્!લિવ!( શો�ધ( �હ્યા� છી� , ત� માન	 કું	 કું	 થે( પા�છી� જોઈન	 કું�ઇ પાણે ફ�યુદ� થેશો	 નહN, કું��ણે કું	 હ� � આન	 દ*� કું�( શોકું�� છી� �, જો	 હ� �
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અન	 j જો���યુ	� �હ	શો	. ત	થે(, મા��	 મા�ત્રો એવ� પા�થે જો�ઈએ છી	 જો	ન( પા�	 દ�	કું લિશોષ8કુંન( એકું નકું� હ�યુ. ત�, ત	થે(, હ� � ધ��(
શોકું�� છી� �  કું	 ત્યુ��થે( એકું થે( કું	 પા�થે છી	 , કું	 જો	  k થે( k થે(, k ન( મા�ન કું�ઈપાણેન( બહ�� ઉપાયુ�ગો કું�ત�� નથે(. ત	થે(, હવ	 અહN
લિમાન( અન	 પ્� ઓપા�	શોન�ન	 બદ�	, હવ	 અથેવ� ત	 બન	 છી	  અન	, ક્યુ�� ત� હ� � આઇ થે( કું	 અન	 પા�થે !� થે( પા�થે પા� �"ત�
કું�વ� મા��ગો�� છી� �  અથેવ� હ� �  i થે( j થે( અલિ"તત્વમા�� �હ	�� પા�થે જો�ઈએ છી	 , જો	  ક્યુ��	યુ કુંન� ઉપાયુ�ગો કું�ત�� નથે(. ત	થે(, મા��(
પા�	 આ બ�ન	 અલિ"તત્વમા�� �હ	�� પા�થે�ન	 �યુ�લિજોત કું�વ� મા�!	 અન	 કું�યુ8 કું�વ�� જો�ઈએ, પાછી( P જો�ઈએ અન	 પાછી(, મા��(
પા�	 NOR ઑપા�	શોન છી	 જો	  કું	 1 ન	 જો��	 છી	. ત	થે(, પાહ	�� આપાણે( પા�	 �બલ્યુ� કું	 કું	ન 1, આઇજો	 અન	 પાછી(, અમા	 આ
�બલ્યુ� કું	 કું	ન્યુ�  1 ઉમા	�(શો��, ik પ્� �બલ્યુ� કું	 મા�ઇન 1, કું	જો	  અન	 અમા	 આ પા� લિમાન( �(ધ(. ત	થે(,  અહN આ પ્�ન(
જોગ્યુ�એ, આપાણે	 AND ન� ઉપાયુ�ગો કું�( �હ્યા� છી(એ અન	 min ન� ઉપાયુ�ગો કું�વ�ન	 બદ�	, આપાણે	 OR ન� ઉપાયુ�ગો કું�(
�હ્યા�  છી(એ,  તમા	  જો�ઈ  શોકું�  છી�  કું	  એલ્ગો�ડિ�ધમા  બ��બ�  એ  જો  નથે(.  પા��ત�,  ત	  ખો*બ  જો  મા�ન  છી	,  ત	થે(  આ
વ��શો	�(Warshall) દ્વ��� *લિચેત એલ્ગો�ડિ�ધમા હત��.
("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ8 ��: 18:43)
ત	થે(, તમા	 બધ�� ખો�!�� કું�વ� મા�!	 પ્રો���ર્ભ કું�� છી� અન	 પાછી(, તમા��	 ફ�(થે( P મા�!	 i જો	 1 થે( n બ��બ� છી	 જો	  j બ��બ� 1 થે(
n મા�!	 છી	. ત	થે(, તમા	 બધ� પા�થેન	 ખો�!�મા�� પ્રો���ર્ભ કું�� છી�, જ્યુ��	 તમા	 "પાષ્ટ રૂપા	 	! કું�� છી� ત	 �થે8 પા� ઝા(��થે �	વ�
પા�થે છી	, જો� કું�ઈ ધ�� હ�યુ. અન	 પાછી(, તમા	 કું	!( �	વ� પા�થેન	 ક્યુ�� ત� એમા કુંહ( �હ્યા� છી� કું	 પાહ	�	થે( જો કું	 મા�ઇન 1
�	વ� પા�થે છી	 અથેવ� માન	 2 કું	 ઓછી� મા�ઇન્ 1 �	વ� પા�થે� ઇન્!�લિમાડિ�યુ	! વ!Oક્ કું	 ઇન્!�લિમાડિ�યુ	! �	વ� કું	 માળા( શોકું	 છી	 .
ત	થે(, ત	 એકુંદમા મા�ન વ"ત� છી	, અમા��( પા�	 ફક્ત અન	 ઓછી�ન� બદ�	, ફક્ત અન	 આ અન	 આન( કું�માગો(�( છી	. અન	
પાછી(,  વa8�(Warshall)ન� એલ્ગો�ડિ�ધમાન� ઉપાયુ�ગો �ક્રોલિમાત બ�ધ અન	 ફ્��યુ�(Floyd)ન	 �મા�ન્યુ બન�વવ� મા�!	,  ત	
!*�કું� મા�ગોR અન	 આ કું�યુRન	 નકું���ત્માકું ધ��ન( હ�જો�(મા��  ��ખોશો	,  ત	 કું�ઈ વ��ધ� નથે(,  ફ્��યુડ્(Floyd)  એલ્ગો�ડિ�ધમા
ધ��ન( કું�ળાજી �	ત( નથે(, ત	 નકું���ત્માકું અથેવ� કું���ત્માકું છી	. ત	થે(, જ્યુ�� �ધ( કું�ઈ નકું���ત્માકું ચેક્રો હ�યુ ત્યુ�� �ધ(.
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ડિ�ઝા�ઇન અન	 એન�લિ�લિ ઓફ એલ્ગો�ડિ�ધમ્ (Design and Analysis of Algorithms)
પ્રો�ફ	� મા�ધવન મા�કું��દ (Prof. Madhavan Mukund)

ચે	ન્નઈ મા	થે	મા	ડિ!કું� ઇલિન્"!ટ્યુ�! (Chennai Mathematical Institute)

મા�ડ્યુ�� - 05
�	ક્ચે� - 29

લિમાલિનમામા કું�"! "પૅ(નિંનગો ટ્ટ્રી+ઝા(Minimum Cost Spanning Trees)

વ	ઇટ્� ગ્રા�ફ્(weighted graphs) પૅ� !.�કું� પૅ�થે મા�!	 લિવલિવધ અલ્ગો�ડિ�ધમ્ જો�યુ� પૅછી+, હવ	 આપૅણે	 કુંમ્પ્યુ�ટિં!ગોન+ એકું
જો� દ+ જો� દ+ મા"યુ� ત�ફ જોઈએ છી+એ, જો	ન	 શું�� કુંહ	વ�યુ છી	 લિમાલિનમામા કું�"! "પૅ(નિંનગો ટ્ટ્રી+ઝા(Minimum Cost Spanning
Trees).

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ9 ��: 00:12)

ત	થે+,  મા"યુ�ન	 પ્રો	ડિ�ત કું�વ� મા�!	, ચે��� ન+ચે	ન� ઉદ�હ�ણેન	 ધ્યુ�નમા�� �ઈએ. ધ��� કું	,  અમા	 એકું લિજોલ્��મા�� છી+એ જો	મા��
એકું મા�ગો9 ન	!વકું9 છી	  અન	 ખ��બ ચેક્રવ�ત પૅછી+ �"ત�ઓ બધ�ન	 ન�કું�ન પૅહ?ચે��વ�મા�� આવ	 છી	. ત	થે+, �કું��ન+ પૅહ	�+
પ્રો�થેલિમાકુંત� ���ન	 પૅ�ન"થે�9લિપૅત કું�વ+ છી	, જો	થે+ લિજોલ્��ન� લિવલિવધ ર્ભ�ગો�મા�� ��હત મા�કું�+ શુંકું�યુ અન	 ��કું� પૅણે ફ�+ ફ�ત�
જોઇ શુંકું	. ત	થે+, પ્રો�ધ�ન્યુ પૅયુ�9પ્ત �"ત�ઓ પૅ�ન@"થે�લિપૅત કું�વ�ન�� છી	, જો	થે+ દ�	કું જોણે આજો�બ�જો�  આગોળ વધ+ શુંકું	. ત	થે+,
મા�ગો9ન	  પૅ�ન"થે�9લિપૅત કું�વ� મા�!	  �કું��ન� પૅહ	�� મા�પૅદ�� કુંન	લિક્!લિવ!+ન	  �લિનલિBચેત કું�વ�ન� છી	 .  ત	થે+,  કુંયુ� �"ત�ઓન	
�કું��	 પ્રોથેમા પૅ�ન"થે�9લિપૅત કું�વ�� જો�ઈએ? 

("��ઇ�માયુન� �દર્ભ9 ��: 00:48)

ત	થે+,  જો� મા�ખ્યુ મા�પૅદ�� ન્યુ.નતમા કુંન	લિક્!લિવ!+ છી	,  ત� ત	 "પૅષ્ટ હ�વ�� જો�ઈએ કું	 �.પૅ શું�ધવ� મા�!	 �"ત�ઓ પૅ�ન@"થે�લિપૅત
કું�વ�મા��  કું�ઈ મા�દ્દો� નથે+.  દ�ખ�� ત�+કું	,  જો� આપૅણે	 આ બધ+ ચે�� �"ત�ઓન	 પૅ�ન"થે�9લિપૅત કું�+એ છી+એ,  ત� આપૅણે	
આમા��થે+ કું�ઈપૅણે એકું મા�ગો9 કું�ઢી+ ન�ખ+ શુંકું+એ, 3 થે+ 4 અથેવ� 2 થે+ 3 કુંહ+એ અન	 હજો�  પૅણે આ ચે�� નગો��મા��થે+ કું�ઈ
પૅણે લિજોલ્��ન� ચે�� અન્યુ શુંહ	��મા�� જોઈ શુંકું	 છી	 . ત	થે+, �.પૅથે+ ધ��ન	 દ.� કું�વ�� ગ્રા�ફન	 ડિ�"કુંન	ક્! કું�+ શુંકુંત�� નથે+ અન	 અમા�રું�
�ક્ષ્યુ આ ગ્રા�ફન+ અ�દ�ન� કું	!��કું પૅ	!� મા.હન	 શું�ધવ�ન�� છી	 જો	  આ �+ત	 જો���યુ	� છી	 કું	 આ એકુંદમા ન્યુ.નતમા મા.હન� 	!
છી	. ત	થે+, આપૅણે	 જો	 જો�ઈએ છી+એ ત	 આ મા.ળ ગ્રા�ફન� જો���યુ	�� પૅ	!� ગ્રા�ફ છી	 જો	મા�� કું�ઈપૅણે �.પ્ નથે+ જો	 લિવB�	ષકું છી	
અન	 આ બ��બ� એકું વJક્ષ કુંહ	વ�યુ છી	. ત	થે+, વ્યુ�ખ્યુ� દ્વ��� વJક્ષ એ જો���યુ	� લિવB�	ષણે�ત્માકું ગ્રા�ફ છી	. અન	 ખ� કું�+ન	,
અમા	 માન"વ+ ગ્રા�ફ મા�!	  પ્રો���ર્ભ કું�+એ છી+એ અન	 અમા	 આ�	ખન+ અ�દ� બ	ઠે	�� વJક્ષન	  શું�ધ+ �હ્યા� છી+એ,  જો	  ધ��ન+
�ખ્યુ�ન�  �દર્ભ9મા��  પૅ	!�  ગ્રા�ફ  છી	,  જો	  મા.ળ  ગ્રા�ફમા��ન�  બધ�  લિશું��નિંબદ�ન	  જો��	  છી	.  ત	થે+,  આવ�  વJક્ષન	  "પૅ(નિંનગો
ટ્ટ્રી+ઝા(Spanning Trees)  કુંહ	વ�મા��  આવ	 છી	,  ત	 મા.ળ ગ્રા�ફન� લિશું��નિંબદ�ઓન	 ફ	��વ	  છી	,  પૅ��ત�  ત	  ત્રણે ડિકુંન��+ન� પૅ	!�
મા.હન	 બહ��ન� વJક્ષન+ �ચેન� કું�	 છી	. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ9 ��: 02:00)

ત	થે+, ઉદ�હ�ણે ત�+કું	, આ ગ્રા�ફમા��, એકું ફ	��યુ	� વJક્ષ જો	  આપૅણે	 બન�વ+ શુંકું+એ, અહR બત�વ	� અન્યુ ��� ધ��, 1 થે+ 2,
2 થે+ 3, 3 થે+ 4 અન	 4 થે+ 5. અ�બત્ત, આપૅણે	 દ�ખ�� ત�+કું	, અન્યુ લિવ"ત�ણે વJક્ષ બન�વ+ શુંકું	 છી	, આ એકું �+�� છી	,
આ 1 થે+ 3, 2 થે+ 3, 2 થે+ 5 અન	 4 થે+ 5 છી	. ત	થે+, આપૅ	�� ગ્રા�ફ પૅ� ઘણે� બધ� વJક્ષ� બન�વ+ શુંકું�યુ છી	. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ9 ��: 02:22)
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હવ	, ધ��� કું	 ગ્રા�ફ પૅણે વજોન ધ��વ	 છી	 . આ ઉદ�હ�ણેમા��, ઉદ�હ�ણે ત�+કું	 વજોન, �"ત�ન� મા��કું�માન+ ટિંકુંમાત હ�ઈ શુંકું	
છી	. ત	થે+, �"ત�ન	 પૅ�ન"થે�9લિપૅત કું�વ�ન� ખચે9 થેયુ� છી	 અન	 હવ	 �કું�� ફક્ત કુંન	લિક્!લિવ!+ન	 પૅ�ન@"થે�લિપૅત કું�વ� નથે+ મા��ગોત+,
પૅ��ત�  ત	ન� અથે9 એ છી	  કું	  �ઘ�તમા ખચે9 પૅ� કું�વ� મા��ગો	  છી	 .  ત	થે+,  જો�,  ઉદ�હ�ણે ત�+કું	,  �કું��	  �"ત�ઓન� આ વJક્ષન	
મા��કું�મા કું�વ�ન�� પૅ�દ કુંયુ�U, ત� કું�� ટિંકુંમાત 18 વત્ત� 6, 24 વત્ત� 70, 94 વત્ત� 20, 114 છી	. ત	થે+, આ �ગ્રાહ વJક્ષન	 114
ન+ ટિંકુંમાત ��ગો+ શુંકું	 છી	. . બ+જી બ�જો� , જો� �કું�� �+�� વJક્ષન+ વJક્ષ પૅ�દ કું�	 છી	, ત� ખચે9 10 વત્ત� 6 થે+ 16 થે�યુ છી	 16
વત્ત�  20  છી	  36  વત્ત�  8  એ 44  છી	.  ત	થે+,  હવ	 વJક્ષ� અ�ગો અ�ગો કું�વ�થે+ લિવલિવધ ખચે9 થેશું	 અન	 �ક્ષ્યુ ઘ!��વ�� પૅ�શું	
�ઘ�ત્તમા દ+ઠે ખચે9. આ લિવલિશુંષ્ટ ઉદ�હ�ણેમા��, તમા	 આ �+�� વJક્ષન	 ચેકું�+ શુંકું� છી�, જો	ન+ ટિંકુંમાત 44 એ આ લિવલિશુંષ્ટ ગ્રા�ફ
પૅ� ખ�	ખ� લિમાલિનમામા કું�"! "પૅ(નિંનગો (Minimum Cost Spanning) મા�!	 છી	. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ9 ��: 03:22)

ત	થે+,  અમા	 �ઘ�તમા ખચે�9ઓન� વJક્ષ�ન+ ગોણેત�+ કું�વ� મા�!	 ઍલ્ગો�ડિ�ધમ્ ત�ફ આગોળ વધ+એ ત	 પૅહ	��,  ચે��� આપૅણે	
વJક્ષ� લિવશું	ન� કું	!��કું મા.ળર્ભ.ત તથ્યુ� જો�ઈએ.  ત	થે+,  યુ�દ ��ખ� કું	 વ્યુ�ખ્યુ� દ્વ���,  એકું વJક્ષ એ જો���યુ	� લિવB�	ષણે�ત્માકું
ગ્રા�ફ છી	. ત	થે+, �મા�ન્યુ �+ત	 ગ્રા�ફમા�� n લિશું����બ હશું	, ત	થે+ દ�વ� એ છી	 કું	 કું�ઈપૅણે વJક્ષન+ બ��બ� n ઓછી� 1 ધ�� હ�યુ છી	.
ત	થે+, આ �લિબત કું�વ�� ખ.બ જો �ળ છી	, ત	ન	 �લિબત કું�વ�ન� ઘણે� જો� દ� જો� દ� �"ત�ઓ છી	, અહR ત	ન� લિવશું	 લિવચે��વ�ન�
એકું �"ત� છી	. ત	થે+,  ધ��� કું	 આપૅણે+ પૅ�	 વJક્ષ છી	,  ત	થે+ શુંરૂઆતમા�� વJક્ષ વ્યુ�ખ્યુ�થે+ જો���યુ	��� છી	, ત	થે+ આખ�� ગ્રા�ફ એકું
જો���યુ	� ઘ!કું બન�વ	 છી	. યુ�દ ��ખ�, જ્યુ��	 આપૅણે	 પ્રોથેમા પૅહ�ળ�ઈ અન	 ઊં��ણેન	 પ્રોથેમા શું�ધ વ��ચે+એ છી+એ, ત્યુ��	 અમા	
કુંહ્યા�� હત�� કું	 અમા	 ન�� �ઈ શુંકું+એ છી+એ અન	 ત	ન�થે+ કુંન	ક્! થેયુ	� બધ�� જો�ઈ શુંકું+એ છી+એ અન	 ત	 જો���યુ	��� છી	 

(માયુન��દર્ભ9 ��: 04:10).

ત	થે+, આ વJક્ષ એકું� જો���યુ	�� ઘ!કુંન	 વ્યુ�ખ્યુ�લિયુત કું�	 છી	, જો� તમા	 ત	ન	 અ�ગોત�મા�� ગ્રા�ફ ત�+કું	 જો�શું�. હવ	, કું��ણે કું	 ત	
એકું વJક્ષ છી	, જો� મા��+ પૅ�	 આઇ થે+ જી �ધ+ન+ ધ�� હ�યુ, ત� બ+જા કું�ઈ પૅણે ધ�� દ્વ��� i થે+ j પૅ� કું�ઈ અન્યુ મા�ગો9
ચે��+ શુંકુંત� નથે+, કું��ણે કું	 જો� ત	 પૅ�થે પ્� ઉપૅ���ત આ ધ�� ચેક્ર+યુ બનશું	. ત	થે+, જો�  થે+ j થે+ ધ�� હ�યુ અન	 હ� � ત	ન	 દ.�
કું�+શું, ત� વ્યુ�ખ્યુ� દ્વ��� આ ઘ!કું i અન	 ઘ!કું મા�લિવષ્ટ j મા�વત�� હ�વ�� જો�ઈએ. ત	થે+, જો� હ� � એકું ઘ!કું �થે	 શુંરૂ કુંરું� છી� � ,
ત� હવ	 માન	 બ	 ઘ!કું� માળ	 છી	 . ત	થે+, હ� � મા��� વJક્ષમા��થે+ ગ્રા�ફમા��થે+ પ્રોથેમા ધ��ન	 કું�ઢી+ ન�ખ�� છી� �  અન	 મા��+ પૅ�	 એકું ઘ!કું વધ�
છી	. હવ	, હ� � એજો દ�+� દ્વ��� એકું વધ� ધ�� કું�ઢી+ ન�ખ�� છી� �  જો	  કું�ઈપૅણે ર્ભ�ગો જો	  ધ�� ધ��વ	 છી	 ત	 ફ�+થે+ લિવર્ભ�લિજોત થેશું	.
ત�, દ� વખત	 જ્યુ��	 હ� � ધ��ન	 કું�ઢી+ ન��ખ�� છી� � , ત્યુ��	 મા��+ પૅ�	 �ખ્યુ�બ�ધ ઘ!કું� વધ��� થે�યુ છી	 , પૅ��ત� પૅછી+, માન	 ખબ� છી	
કું	 અ�તમા��,  જો� મા��+ પૅ�	  n એકુંબ+જાવ�ળ� લિશું��નિંબદ� હ�યુ, ત� મા��+ પૅ�	 પૅ.ણે�Uકું ઘ!કું હ�ઈ શુંકું	 છી	. જો� મા��+ પૅ�	 n
લિશું��નિંબદ� હ�યુ ત�, મા��+ પૅ�	 n ઘ!કું� કું�ત� વધ� ન હ�ઈ શુંકું	. ત	થે+, હ� � ફક્ત એકું વખત આ n ઓછી� કું�+ શુંકું�� છી� �. ત	થે+, હ� �
એકું વJક્ષથે+ પ્રો���ર્ભ કુંરું� છી� �, જ્યુ�� �ધ+ બધ�� ડિ�"કુંન	ક્! થેઈ જાયુ ત્યુ�� �ધ+ હ� � ધ��ન	 કું�ઢી+ ન�ખ�� છી� � , હ� � આ મા�ત્ર 1 ઓછી� કું�+
શુંકું�� છી� �  અન	 મા��	 ત	 કું�વ�� જો જો�ઇએ, કું��ણે કું	 દ�	કું વ"ત� ડિ�"કુંન	ક્! થેઈ જાયુ છી	 , ત	થે+ વJક્ષન�� બ��બ� n ઓછી� 1 ધ�� હ�વ��
જો�ઈએ. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ9 ��: 05:22)

હવ	, જો� હ� � એકું વJક્ષ �ઈશું અન	 પૅછી+ હ� � ધ�� ઉમા	�+શું, ત� ત	 એકું ચેક્ર બન�વશું	, આપૅણે	 આ પૅહ	��ન+ દ�+�મા�� પૅહ	��થે+
જો જો�યુ�� છી	, આપૅણે	 કુંહ+એ છી+એ, ત	થે+ માન	 ��ગો	 છી	  કું	 મા��+ પૅ�	 એકું વJક્ષ છી	, ત	થે+ �મા�ન્યુ �+ત	 વJક્ષ એવ�� કું�ઈકું જો�એ
છી	. ત	થે+, ત	 એકું ગ્રા�ફ છી	, ત	મા�� એકું પ્રોકું��ન�� વધ� ચેક્ર છી	, પૅ��ત� ઘણે+ બધ+ વ"ત�ઓ શું�ખ�ઓથે+ બહ�� આવ+ �હ+ છી	. હવ	,
જો� હ� � કું�ઈ વJક્ષ બન�વ+શું ત�, હ� � ધ�રું� છી� �  કું	 હ� � ત	મા�� ઉમા	�� કુંરું� છી� �  અન	 લિવચે��+ �હ્યા� છી� �  કું	 હ� � અહR કું	!��કું અન	 કું	!��કું
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જો	ન� ઉપૅયુ�ગો કુંરું� છી� �, અમા	 ધ�� ઉમા	�વ�ન� લિનણે9યુ �ઈ શુંકું+એ છી+એ. ત	થે+, આપૅણે	 જાણે+એ છી+એ કું	 ત	 એકું વJક્ષ છી	, ત્યુ��
પૅહ	�	થે+ જો���ણે છી	. ત	થે+, ત્યુ�� કું	!��કું પૅ�થે છી	  જો	  આ ડિકું"�મા�� i થે+ j થે+ આ લિશું����બમા�� છી	. ત	થે+, ત	થે+, ત	 પૅ�થે પૅJષ્ઠ
વત્ત� આ ધ�� એ�યુકુંલિ�કું બન�વ	 છી	. ત	થે+, એકું વJક્ષમા�� મા��+ પૅ�	 બ��બ� n મા�ઇન 1 ડિકુંન��+ઓ છી	  અન	 જ્યુ��	 હ� �
કું�ઈ વધ���ન� ધ�� ઉમા	�	 છી	, હ� � કુંઈ ધ�� ઉમા	�+ શુંકું��, ત	 ચે�ક્કુંપૅણે	 એકું �યુકું� બન�વશું	. 

("��ઇ�માયુન� �દર્ભ9 ��: 06:06)

ત	થે+, આ બધ+ વ્યુ�ખ્યુ�ઓન� બ+જો� પૅડિ�ણે�મા એ છી	 કું	 કું�ઈપૅણે બ	 �"ત�ઓ વચ્ચે	, વJક્ષમા�� કું�ઈપૅણે બ	 લિશું��નિંબદ�ઓ, ફક્ત
એકું અનન્યુ પૅ�થે હ�ઈ શુંકું	 છી	.  ત	થે+,  વ�"તવમા�� ત્યુ��  બ	 �"ત� છી	,  ત	થે+ ચે��� આપૅણે	 બ	 લિશું��નિંબદ�ઓ જો�ઈએ,  અહR
આપૅણે	 ત	માન	 i અન	 j ત�+કું	 દ�યુ�9 છી	 અન	 ધ��� કું	 ત્યુ�� બ	 ર્ભ�ગો છી	. ત	થે+, જો� હ� � બ	 ર્ભ�ગો�ન	 અન�રું� છી� �, ત� ત	 ખ.બ જો
"પૅષ્ટ છી	 કું	 ત્યુ�� ત્યુ�� બ	 જો� દ� જો� દ� �"ત�ઓ છી	, ત્યુ�� કું	!��કું આ�!+ઓ વચ્ચે	 ક્યુ��કું હશું	. ત	થે+, ન?ધ �� કું	 ત	ન	 i અન	 j લિહત
�.પૅ ન હ�વ� જો�ઈએ, ત	 i અન	 j વચ્ચે	 ક્યુ��કું હ�ઈ શુંકું	 છી	, પૅ��ત� જો� તમા	 બધ� કું	� કું�ળજીપૅ.વ9કું ધ્યુ�નમા�� �	ત� હ�વ ત�,
તમા	 પૅ�ત�ન	 માજી શુંકું� છી�, ત્યુ��થે+ �.પૅ બન�વ્યુ�� વગો� i  થે+ j  બ	 અ�ગો પૅ�થે હ�વ�ન� કું�ઈ શુંક્યુત� નથે+, ત� ગ્રા�ફ હવ	
એ�યુલિક્�કું(acyclic) નથે+, ત	થે+ ત	 એકું વJક્ષ નથે+ જો	 આપૅણે+ ધ��ણે� છી	. 
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ત	થે+, આપૅણે	 ખ�	ખ� ન+ચે	 આપૅ	�� દ�વ� પ્રોમા�ણે	 આપૅણે+ પૅ�	 આ ત્રણે ગો�ણેધમા` છી	 , G એ જો���યુ	� છી	, જી એ જ્ઞા�નકું�શું
છી	  અન	  જી પૅ�	  n  ઓછી�  1  ડિકુંન��+ છી	,  ત� આમા��થે+ કું�ઈપૅણે બ	 ત્ર+જા .ચેવ	  છી	.  ત	થે+,  જી જો���યુ	� છી	  અન	 જી
વ્યુ�ખ્યુ�લિયુત કું�+ન	 જ્ઞા�નકું�શું છી	 ત	 એકું વJક્ષ છી	, આપૅણે	 ફક્ત પ્રોથેમા દ�+�� બત�વ+ છી	 કું	 કું�ઈપૅણે વJક્ષન	 n ઓછી� ખ.ણે� છી	.
ત	થે+, હકું+કુંત એ છી	  કું	 પ્રોથેમા બ	 એ ત્ર+જાન	 .ચેવ	 છી	  ત	 આપૅણે	 જો	  બત�વ્યુ�� છી	  ત	 છી	 . હવ	, તમા	 ઔપૅચે�ડિ�કું �લિબત કું�વ�
મા�!	 પૅ�ત�ન	 �ળત�થે+ માજી શુંકું� છી� કું	 જી જ્ઞા�નકું�શું+ છી	 અન	 ત	ન+ પૅ�	 1 ન+ મા�ત્ર� છી	, પૅછી+ હકું+કુંતમા��, ત	 જો���યુ	���
હ�વ�� જો�ઈએ, બધ�� જો જો���યુ	��� હ�વ�� જો�ઈએ. અન	 છી	વ!	, જો� જી કુંન	ક્! થેયુ	� છી	 અન	 ત	ન+ પૅ�	 n ઓછી� 1 ધ�� છી	, ત�
ત	 એ�યુલિક્�કું ગ્રા�ડિફકું હ�ઈ શુંકું	 છી	, ત	મા�� કું�ઈપૅણે ગ્રા�ફ્ હ�ઈ શુંકુંત� નથે+. ત	થે+, આ વJક્ષ� જો�વ�ન+ �+ત અ�ગો અ�ગો
હ�યુ છી	  અન	 કું	!�+કુંવ�� અમા	 એકું ��ક્ષલિણેકુંત� અથેવ� અન્યુ ��ક્ષલિણેકુંત�ન� ઉપૅયુ�ગો કું�+ શુંકું+એ છી+એ.  ત	થે+,  જ્યુ��	
આપૅણે	 �મા�ન્યુ �+ત	 વJક્ષ� લિવશું	 વ�ત કું�+એ ત્યુ��	 આ બ�બત�ન	 આપૅણે� ધ્યુ�નમા�� ��ખવ+ ઉપૅયુ�ગો+ છી	. 
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ત	થે+, અમા�રું� �ક્ષ્યુ હમાણે�� જો લિમાલિનમામા કું�"! "પૅ(નિંનગો ટ્ટ્રી+ઝા(Minimum Cost Spanning Trees)ન	 બન�વવ�ન�� છી	.
ત	થે+, ત્યુ�� કું�દ�ત+ �+ત	 ��ર્ભ+ વ્યુ.હ�ચેન�ઓ છી	 જો	ન� કું�ઈ લિવચે�� કું�+ શુંકું	 છી	. એકું છી	, કું��ણે કું	 તમા	 આ �ઘ�તમા તબક્કું�ન+
�થે	 પ્રો���ર્ભ કું�વ� મા�!	 અન	 ઓછી�મા�� ઓછી� વJક્ષન�� લિનમા�9ણે કું�વ� મા�!	 ન્યુ.નતમા ખચે9 વJક્ષ શું�ધ+ �હ્યા� છી�.  ત	થે+,  અમા	
અલિ"તત્વમા��ન� વJક્ષ પૅ� ધ�� ઉમા	�વ�ન�� ચે��� ��ખ+એ છી+એ, જો	થે+ નવ�� ગ્રા�ફ એકું વJક્ષ �હ	 અન	 ત	 શુંક્યુ ત	!��� ઓછી� �  વધશું	.
આન�થે+ ઍલ્ગો�ડિ�ધમાન� વધ��� થેશું	 જો	  લિપ્રોમાન� અલ્ગો�ડિ�ધમાન� કુંહ	વ�યુ છી	 .  ત	 એકું જો સ્રો�ત �થે	 ડિ�જ્"ટ્રી�ન� !.�કું� પૅ�થે
એલ્ગો�ડિ�ધમાન� મા�ન હશું	.  અમા��+ પૅ�	 અન્યુ વ્યુ.હ�ચેન� હ�ઈ શુંકું	 છી	  જો	  ડિકુંન��+ઓન� ચેઢીત� ક્રમામા�� ગો�ઠેવ	 છી	  અન	
ત	માન	 ઉમા	�વ�ન�� ચે��� ��ખ	 છી	,  ત્યુ�� �ધ+ આપૅણે	 વJક્ષન+ ��ક્ષલિણેકુંત�ન�� ઉલ્��ઘન કું�ત� નથે+.  હવ	,  આ પ્રો+મ્(Prim’s)
એલ્ગો�ડિ�ધમાથે+ જો� દ�� છી	, કું��ણે કું	 અહRથે+ આપૅણે	 શુંરૂ કું�વ� મા�!	 એકું વJક્ષ બન�વ્યુ�� નથે+, અમા	 ધ�� ઉમા	�વ�ન�� ચે��� ��ખ+એ
છી+એ, જો	થે+ આપૅણે	 ચેક્ર બન�વત� નહ+, પૅ��ત� અમા	 ધ��ન� જો.થે�ન	 છી� !�  કું�+ શુંક્યુ� હ�ત, પૅ��ત� આખ�	 બધ� જો���યુ	��
હશું	 એકું વJક્ષ બન�વવ� મા�!	.  ત�,  આપૅણે	 આન	 આગોળન�  2  પ્રોવચેન�મા�� વધ� લિવગોતવ�� જો�ઈશું��,  પૅ��ત� ચે��� આ બ�ન	
વ્યુ.હ�ચેન�ઓ કું	વ+ �+ત	 કું�યુ9 કું�	 છી	 ત	 લિવશું	ન�� પૅહ	��� ઉદ�હ�ણે જો�ઈએ. 
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ત	થે+, ચે��� આ બ	 એલ્ગો�ડિ�ધમ્ન	 ધ્યુ�નમા�� �ઈએ પૅછી+ ત�ત જો ત	માન+ પૅ�	 વધ� લિવગોત� આવશું	, ત	થે+ ચે��� આપૅણે	
પ્રો+મ્(Prim’s)એલ્ગો�ડિ�ધમાન� પ્રો���ર્ભ કું�+એ.  યુ�દ ��ખ� કું	 પ્રો+મ્(Prim’s)ન+ એલ્ગો�ડિ�ધમાન+ વ્યુ.હ�ચેન� ન�ન� કુંદન�
ડિકુંન��+થે+ શુંરૂ થેવ+ જો�ઈએ અન	 ત્યુ��બ�દ વધત+ જોત+ વJક્ષ ઉગો��વ+.  ત	થે+,  આપૅણે	 અહR એકું ન�ન� ધ�� �થે	 પ્રો���ર્ભ
કું�+એ છી+એ જો	  2  અન	  3  ન+ વચ્ચે	ન� ધ�� વજોન 6  છી	.  હવ	,  આપૅણે	 વત9મા�ન વJક્ષન	 જો�વ�� જો�ઈએ જો	મા�� આ ક્રમામા��
ગ્રા�ફન� મા�વ	શું થે�યુ છી	  અન	 ત	 નક્કું+ કું�વ� મા�!	 આ ચે�� ધ��મા��થે+ એકું ઉમા	�વ�ન�� છી	  કું	 નહR ત	 નક્કું+ કું�વ��. . આપૅણે	
અહR ત	 ધ�� ઉમા	�+ શુંકુંત� નથે+, અમા	 આ ધ�� ઉમા	�+ શુંકુંત� નથે+, કું��ણે કું	 ત	 વJક્ષ બન�વશું	 નહR, ત	 આ ધ��થે+ છી� !� થેશું	.
ત	થે+, આપૅણે	 આમા��થે+ કું�ઈપૅણે ઉમા	�+ શુંકું+એ છી+એ, પૅ��ત� આપૅણે	 dથે+ ન�ન�� પૅ�દ કું�+એ છી+એ. ત	થે+, આ ડિકું"�મા��,
આપૅણે	 વજોન 10 �થે	 એજો પૅ�દ કું�+એ છી+એ. 
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ત	થે+,  વJક્ષન��  આગોળન��  પૅગો���  એજો  1, 2  અન	 હવ	  ઉમા	�વ�ન��  છી	,  આપૅણે+ પૅ�	  આ વJક્ષ છી	.  હવ	,  જો� આપૅણે	 શુંક્યુ
ડિકુંન��+ઓ જો�ઈશું�� જો	  આપૅણે	 ઉમા	�+ શુંકું+એ છી+એ, ત� અમા��+ પૅ�	 આ ધ�� છી	, અમા��+ પૅ�	 આ ધ�� છી	  અન	 અમા��+
પૅ�	 આ ધ�� છી	.  હવ	,  આમા��ન+ dથે+ ન�ન+ ધ�� ��હ 18 વ�	 છી	,  પૅ��ત� જો� મા��+ પૅ�	 ત	 હ�યુ ત� આપૅણે	 એકું ચેક્ર
મા	ળવ+શું��.  ત	થે+,  ઉમા	�વ� મા�!	 આ એકું � ધ�� નથે+.  ત�,  ત	થે+,  આપૅણે	 બ+જા એકુંન	 ફ�+થે+ ઉમા	�વ� જો�ઈએ,  ફ�+થે+
ન�ન�ન	 પૅ�દ કું�વ� મા�!	, આ ડિકું"�મા�� વજોન 20 �થે	 �	બ� ધ�� છી	. 
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ત� પૅછી+, આપૅણેન	 આ વJક્ષ માળ	 છી	 હવ	 આ આકું��, આ એકું વJક્ષ છી	. હવ	, આપૅણે	 ઉમા	�+ શુંકું+એ છી+એ, આપૅણે	 આ ઉમા	�+
શુંકુંત� નથે+ આપૅણે	 જાણે+એ છી+એ. ત�,  આપૅણે	 ડિકુંન��+ 70 અથેવ� ડિકુંન��+ઓ �થે	 વજોન 8 ઉમા	�+ શુંકું+એ છી+એ અન	
દ	ખ+ત+ �+ત	 8 ન�ન+ છી	. 
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ત	થે+,  છી	લ્�	,  આપૅણે	 ઉમા	યુ�U  કું	  આમા��  એકું વJક્ષ છી	  જો	  આપૅણે	  મા	ળવ+ શુંકું+એ છી+એ.  ત	થે+,  આ અ�લિતમા વJક્ષ છી	,  અમા	
પ્રો+મ્(Prim’s)ન+ એલ્ગો�ડિ�ધમાથે+ મા	ળવ+એ, ચે��� આપૅણે	 dથે+ ન�ન� ધ�� અન	 વધત+ જોત+ વJક્ષન	 વધ��+એ. 
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અમા	 જો	 અન્યુ વ્યુ.હ�ચેન� કુંહ+ હત+ ત	 ચે�ત� ક્રમામા�� ધ�� �થે	 શુંરૂ થેવ�ન�� હત��. ત�, આપૅણે	 18 થે+ 8 ન+ �થે	 ડિકુંન��+ઓથે+
પ્રો���ર્ભ કું�+એ,  પૅછી+ ત્યુ�� અથે9 છી	.  ત�,  આપૅણે+ પૅ�	 આ પૅહ	�+ છી	,  આ બ+જો� �  છી	  અન	 આ ત્ર+જો�  અન	 બ+જો� �  છી	.  ત	થે+,
આપૅણે	 આ ક્રમામા��, 1, 2, 3, 4, 5 અન	 6 મા�� ડિકુંન��+ઓન	 ધ્યુ�નમા�� �ઈએ છી+એ.  ત	થે+,  આપૅણે�� વજોન 18, 20, અન	
પૅછી+ કુંJપૅ� કું�+ન	 70 છી	. ત	થે+,દ�	કું 6 ડિકુંન��+ઓ જ્યુ��	 આપૅણે	 આ ક્રમામા�� ત	માન� લિવચે�� કું�+એ ત્યુ��	, જો� 6 ન�ન� હ�યુ, ત�
આપૅણે	 ઉમા	�વ��. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ9 ��: 11:07)
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ત�, આ આપૅણે� વJક્ષન�� "!�!9� છી	, હવ	 પૅછી+ન�� એકું 8 છી	 અન	 ત	 ચેક્ર બન�વત�� નથે+, ત	 વJક્ષન+ ��ક્ષલિણેકુંત�ન�� ઉલ્��ઘન કું�ત��
નથે+. ત	થે+, આપૅણે	 ત	 ઉમા	�+એ, હવ	 આ મા�દ્દો	 પ્રો+મ્(Prim’s) અન	 ક્ર�"કું�ન�(Kruskal’s) એલ્ગો�ડિ�ધમા વચ્ચે	ન� લિનણે�9યુકું
તફ�વતન	 ધ્યુ�નમા�� ��,  આપૅણે+ પૅ�	 એકું વJક્ષ નથે+,  આપૅણે+ પૅ�	 બ	 અ�ગો અ�ગો વJક્ષ� છી	 .  ત	થે+,  આપૅણે+ પૅ�	 આ
ગ્રા�ફમા�� બ	 લિર્ભન્ન લિવB�	ષણે�ત્માકું ઘ!કું છી	 જો	  એકુંબ+જા �થે	 જો���યુ	�� નથે+, પૅ��ત� અમા	 ફક્ત ડિકુંન��+ઓન� ક્રમા �ઈ �હ્યા�
છી+એ.  ત	થે+,  આગોળ આપૅણે	 જો�શું�� કું	  10 એ આગોળન+ ધ�� છી	  જો	  આપૅણે	 ઉમા	�+ શુંકું+એ છી+એ,  આ એકું ચેક્ર બન�વત��
નથે+. ત	થે+, અમા	 ત	ન	 ઉમા	�+એ છી+એ, ત	થે+ કું	!��કું અથે9મા��, આપૅણે	 આ ઘ!કું ઉગો�ડ્યુ� છી	  અન	 ત	 ઘ!કું ઉગો�ડ્યુ� છી	 . હવ	,
આગોળન�� એકું 18 હશું	, પૅણે જો� તમા	 18 ઉમા	��, ત� ત	 એકું ચેક્ર બન�વશું	. ત	થે+, આપૅણે	 18 અવગોણે�, આપૅણે	 આગોળન�
"થે�ન	 જોઈએ, આ 20 છી	, 20 બ��બ� છી	 અન	 20 વ�"તવમા�� એકું વJક્ષ બન�વવ� મા�!	 બ	 ઘ!કુંન	 જો��શું	. ત	થે+, આપૅણે	 20
ઉમા	�+એ, હવ	 આપૅણે	 પૅ.ણે9 કુંયુ�U છી	, કું��ણે કું	 આપૅણે	 n ઓછી� 1 ડિકુંન��+ઓ ઉમા	�+ છી	, ત્યુ�� પૅ��ચે લિશું����બ છી	, આપૅણેન	 4
ડિકુંન��+ઓ માળ+ છી	 અન	 ત	થે+ આપૅણેન	 ચે�ક્કુંપૅણે	 એકું વJક્ષ માળ+ ગોયુ�� છી	. 
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ડિ�ઝા�ઇન અન	 એન�લિ�લિ ઓફ એલ્ગો�ડિ�ધમ્ (Design and Analysis of Algorithms)
પ્રો�ફ	� મા�ધવન મા�કું��દ (Prof. Madhavan Mukund)

ચે	ન્નઈ મા	થે	મા	ડિ!કું� ઇલિન્"!ટ્યુ�! (Chennai Mathematical Institute)

વ%કું - 04 

મા�ડ્યુ�� - 06 

�	ક્ચે� - 30

"પૅ)નિંનગો ટ્ટ્રી%ઝા: પ્રો%મ્ન% અલ્ગો�ડિ�ધમા (Spanning trees: Prim’s algorithm)

તે	થે%,  અમા	  વ	ઇટ્�  ગ્રા�ફ્(weighted  graphs)મા��  લિમાલિનમામા  કું�"!  "પૅ)નિંનગો  ટ્ટ્રી%ઝા(Minimum  Cost  Spanning

Trees) બન�વવ�ન% મા"યુ� જો�ઈ �હ્યા� છી%એ. અમા	 કુંહ્યા�� કું	 ત્યુ�� અમા��% પૅ�	 બ	 મા4ળભૂ4તે વ્યુ4હ�ચેન�ઓ છી	 જો	  આ કું�વ�
મા�!	 લિવચે��% શકું	 છી	.  પ્રોથેમામા�� પ્રો%મ્(Prim’s)ન% એલ્ગો�ડિ�ધમા તે�%કું	 ઓળખા�તે� ઍલ્ગો�ડિ�ધમા તે�ફ દ��% જાયુ છી	 ,  અન	
બ%જો� એકું ક્રુ�"કું�ન�(Kruskal’s)ન� અલ્ગો�ડિ�ધમા તે�%કું	 ઓળખા�તે� ઍલ્ગો�ડિ�ધમા તે�ફ દ��% જાયુ છી	. તે	થે%, આ ભૂ�ષણમા��
આપૅણ	 પ્રો%મ્(Prim’s)ન% એલ્ગો�ડિ�ધમા જો�શ��. 

("��ઇ�માયુન� �દભૂA ��: 00:20)

તે	થે%,  મા"યુ� પ્રોમા�ણ	 છી	.  અમા��% પૅ�	 વજોનવ�ળ� અણધ�યુ�A ગ્રા�ફ છી	.  તે	થે%, V  લિશ����બન� મા4હ છી	, E  એ ધ��ન�
મા4હ છી	  અન	 w એ વ	ઇ! ફ�ક્શન છી	. અમા	 ધ��% �%ધ�� કું	 G  જો���યુ	��� છી	, કું��ણ કું	   G જો���યુ	��� નથે% અન	 "પૅ)નિંનગો ટ્રી%
બન�વવ�ન% કું�ઈ �%તે નથે%.  વBક્ષન	 ફ	��વવ�ન��,  યુ�દ ��ખાવ�� તે	 ડિકુંન��%ઓન�� પૅ	!� મા4હ છી	  જો	  g મા�� બધ� લિશ��નિંબદ�ઓન	
જો��	 છી	.  તે	થે%,  જી પૅહ	�	થે% જો જો���યુ	� નથે%,  તે� ત્યુ�� કું�ઈ �%તે નથે% કું	 આપૅણ	 ખા�	ખા� ડિકુંન��%ન� બ	!ન� ઉપૅયુ�ગો
કું�%ન	 કુંન	ક્! કું�% શકું%એ.  તે	થે%,  જી એકું જો���યુ	� વજોનવ�ળ� અણધ�યુ�A ગ્રા�ફ છી	,  અન	 હવ	 અમા	 ન્યુ4નતેમા વજોન �થે	
"પૅ)નિંનગો ટ્રી% ઓળખાવ� મા��ગો%એ છી%એ. તે	થે%, પ્રો%મ્(Prim’s)ન% એલ્ગો�ડિ�ધમાન% આ વ્યુ4હ�ચેન� ન્યુ4નતેમા ખાચેAન� ડિકુંન��%થે%
શરૂ થે�યુ છી	, અન	 વતેAમા�ન વBક્ષ �થે	 જો���યુ	�� ન�ન� ધ�� �થે	 વBક્ષન	 લિવ"તેBતે ��ખા	 છી	. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દભૂA ��: 01:04)

તે	થે%,  અહG પ્રો%મ્(Prim’s)ન� અલ્ગો�ડિ�ધમાન� ઉચ્ચે "તે�ન� �"કું�ણ છી	.  તે	થે%,  અમા	 ન્યુ4નતેમા ખાચેA ધ�� �થે	  પ્રો���ભૂ
કું�%એ છી%એ અન	 અમા	 તે	ન	 4લિચેમા�� ઉમા	�%એ છી%એ. તે	થે%, TE એ ધ��ન% 4લિચે છી	  જો	  એકું વBક્ષ બન�વ	 છી	 . તે	થે%, આપૅણ	
વBક્ષન	 ધ��ન� �ગ્રાહ તે�%કું	 વણAવ%શ�� અન	 પૅછી% આપૅણ	 નIધ કું�%શ�� કું	 આપૅણ	 વBક્ષ પૅ� i અન	 j ઉમા	યુ�A છી	. તે	થે%, હ� � અન	 જો	
હવ	 જો���યુ	�� છી	.  તે	થે%,  આ n ઓછી� 2 લિશ��નિંબદ�ઓન	 છી��	 છી	  જો	ન	 જો��વ�� પૅ�શ	.  તે	થે%,  આપૅણન	  2 ગો�ણ્યુ� ઓછી� 2
વખાતે કું�વ�� પૅ�શ	. તે	થે%, n ઓછી� 2 વખાતે આપૅણન	 ધ�� ઉમા	�વ� પૅ�શ	. દ� વખાતે	 આપૅણ	 ધ�� ઉમા	�%એ છી%એ; એકું વધ�
શ�કું� જો���યુ	���  હશ	.  તે	થે%,  આપૅણ	 જાણ%એ છી%એ કું	 તે	 પૅછી% ઘણ� ધ�� પૅછી%,  તેમા��% પૅ�	 એકું વBક્ષ હશ	.  યુ�દ ��ખા� કું	
વBક્ષન% તેદ્દન n ઓછી� 1 ધ�� છી	. તે	થે%, અમા	 ન્યુ4નતેમા ખાચેA ધ�� �થે	 પ્રો���ભૂ કું�%ન	 પ્રોથેમા ધ�� ઉમા	યુM છી	. તે	થે%, આપૅણ	 n
ઓછી� 2 ઉમા	�% શકું%એ છી%એ. તે	થે%, આપૅણ	 શ�� કું�%એ છી%એ, n ઓછી� 2 વખાતે, આપૅણ	 Nથે% ન�ન�  ધ�� પૅ�દ કું�%એ
છી%એ જો	ન% પૅ�	 વBક્ષમા�� એકું અ�તે નિંબદ� છી	 અન	 વBક્ષન% બહ�� એકું અ�તે નિંબદ� છી	 . તે	થે%, આ એકું vertex v હવ	 છી	 જો	  વBક્ષ

130



�થે	 જો���યુ	� નથે%. તે	થે%, અમા	 તે	ન	 જો��%એ છી%એ. તે	થે%, આપૅણ	 આ નવ% ધ��ન	 વBક્ષન% ડિકુંન��%ઓન% 4લિચેમા�� જો��%એ
છી%એ અન	 આ પૅટ્!�ન	 વBક્ષન�� લિશ��નિંબદ�ઓન% 4લિચેમા�� ઉમા	�%એ છી%એ અન	 અ�તે	 આ n ઓછી� 2 વખાતે કુંયુ�A પૅછી%, તે	 દ�વ�
કું�	 છી	  કું	 આપૅણ	 બધ� ધ��ન	 જો�ડ્યુ� છી	,  અમા��% પૅ�	 "પૅ)નિંનગો ટ્રી% છી	  અન	 વધ� દ�વ� કું	 અમા	 ધ�� પૅ�ઇન્! ઉમા	�વ� મા�!	
ન્યુ4નતેમા ખાચેA ધ�� પૅ�દ કું�% �હ્યા� છી%એ.  એકું�દ� વ"તે� એ ન્યુ4નતેમા કિંકુંમાતેન� લિવ"તે�� છી	.  અ�બત્ત,  અમા	 આ બધ�ન	
�લિબતે કું�%શ�� નહG, પૅ��તે� આ જો છી	 જો	ન� મા�ખ્યુ હ	તે� એલ્ગો�ડિ�ધમાન� હ	તે� છી	. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દભૂA ��: 02:33)

તે	થે%,  આપૅણ	  કું�ઈકું  �લિબતે કું�વ�ન%  શ�  મા�!	  જોરૂ�  છી	?  ઠી%કું  છી	,  તેમા	  જો�ઈ શકું�  છી�  કું	  �%જો	ક્"ટ્રી�(Dijkstra's)ન�
એલ્ગો�ડિ�ધમા જો	વ�,પ્રો%મ્(Prim’s)ન�� એલ્ગો�ડિ�ધમા ખા4બ ��ભૂ% એલ્ગો�ડિ�ધમા છી	 ,  �ચે��.  દ�	કું નિંબદ�એ,  આપૅણ	 વBક્ષન	 કું	વ%
�%તે	  લિવ"તેBતે કું�વ��  તે	  નક્કું% કું�વ��  પૅ�શ	.  તે	થે%,  આપૅણ	 આજો�બ�જો�ન� પૅ��શમા��  જો�ઈએ છી%એ કું	  વતેAમા�ન વBક્ષ,  આપૅણ	
નજીકુંન� લિશ�ચ્છી	દ મા�!	 છી%એ જો	  વBક્ષ �થે	 જો���યુ	� છી	, પૅ��તે� Nથે% ન�ન� ધ�� અન	 અમા	 તે	ન	 ઉમા	�%એ છી%એ. તે	થે%, આ
એકું "થે�લિનકું પૅ�દગો% છી	,  અન	 પૅછી% અમા	 "થે�લિનકું પૅ�દગો%ઓન� આ અન�ક્રુમા�ન	 ચે��� ��ખા%એ છી%એ અન	 છી	વ!	,  અમા	
એકું વBક્ષ� પૅ� વTલિUવકું "તે�	 પૅહIચે%એ છી%એ અન	 દ�વ� કું	 વTલિUવકું "તે�	 અમા	 શ્રે	ષ્ઠ શક્યુ વBક્ષ બન�વ% દ%ધ�� છી	 .  તે	થે%,  આ
હ�મા	શ�� ��ભૂ% અલ્ગો�ડિ�ધમાન� દ�ખા�� છી	 જ્યુ�� તેમા	 "થે�લિનકું પૅ�દગો%ઓન� ક્રુમા બન�વ� છી�. ક્યુ��	યુ પૅ�છી� નહG જાઓ અન	
ફ�%થે% લિવચે�� કું�� અન	 છી	લ્�	, ગ્��બ� શ્રે	ષ્ઠ પ્રો�પ્તે કું�� અન	 ઘણ%વ�� આપૅણ	 ડિ�જો	"ટ્રી�(Dijkstra's)ન� એલ્ગો�ડિ�ધમા �થે	
અગો�ઉ ઉલ્�	ખા કુંયુM છી	, આવ% વ્યુ4હ�ચેન� તેમાન	 યુ�ગ્યુ વ"તે� આપૅ% શકુંશ	 નહG. તે	થે%, તેમા��	 હ�મા	શ�� �લિબતે કું�વ�� પૅ�શ	 કું	
આ કું�યુA કું�	 છી	. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દભૂA ��: 03:23)

તે	થે%,  પ્રો%મ્(Prim’s)ન%  એલ્ગો�ડિ�ધમા  �ચે%  અન	  �ચે%  �લિબતે  કું�વ�  મા�!	,  આપૅણ	  ક્રુ�"કું�ન�(Kruskal’s)ન�
અલ્ગો�ડિ�ધમાન� �લિબતે કું�વ� મા�!	 આન� ઉપૅયુ�ગો કું�%શ��, પૅછી%થે% �ધ��%શ��. અમા	 તેમા�મા ન્યુ�નત્તમા લિવભૂ�જોકું �	મ્મા�ન% ખા4બ
ઉપૅયુ�ગો% ડિ!પ્પૅણ% �લિબતે કું�%એ છી%એ.  તે�,  ચે��� ધ��%એ કું	 આપૅણ% પૅ�	 આ વજોનવ�ળ� અણધ�યુ�A ગ્રા�ફ છી	  અન	
આપૅણ	 લિશ����બ લિવરુદ્ધન� મા4હ તે�ફ જો�ઈએ છી%એ, અન	 આપૅણ	 મા�ન%એ છી%એ કું	 તે	 બ	 પૅ�થે�મા�� વહ]ચે�યુ	��� છી	. તે	થે%,
આન	 પૅ�!^શન કું�વ�ન�� કુંહ	વ�મા�� આવ	 છી	. તે	થે%, ત્યુ�� બ	 અ�ગો અ�ગો જો���ણ મા�ગોM છી	 જો	  હ� � કુંહ%શ U અન	 w , અન	 હ� �
ધ�રુ� છી� �  કું	 આ બ�ન	 ખા��% નથે%. તે�, ઓછી�મા�� ઓછી� � એકું કુંણA છી	 અન	 એકું ભૂ�ગો છી	. હવ	, માન	 આ પૅ�!^શન તે�ફ જાયુ છી	 તે	
Nથે% ન�ન� ધ�� જો�ઈએ. યુ�દ ��ખા� કું	 આખા�� ગ્રા�ફ જો���યુ	��� છી	. તે	થે%, તે	ઓ તેમા��% પૅ�	થે% જોવ�ન% �%તે હ�વ� જો�ઈએ.

હ� � તેમાન	 જો	  �%તે	 �ઈ શકું�� તે	મા��થે% કું	!��કું મા�ગોM. ચે��� માન	 Nથે% ન�ન� ધ�� તેપૅ��. ચે��� હ� � તેમાન	 ન�ન� u અન	 ન�ન�
w અ�તે નિંબદ� પૅ� �ઇ જાવ. તે	થે%, હવ	, દ�વ� એ છી	 કું	 વBક્ષન% દ�	કું �ઘ�તેમા કિંકુંમાતે આ ધ��ન	 શ�મા	� કું�વ% આવશ્યુકું છી	 . આ
એકું ખા4બ જો શલિક્તેશ�ળ% દ�વ� છી	 . અ�બત્ત, ત્યુ�� એકું બ�જો�ન% લિ"થેલિતે છી	  જો	  આપૅણ	 કું�ઈ ક્ષણ મા�!	 ધ��તે� નથે% કું	 કું�ઈ
પૅણ બ	 ધ�� મા�ન છી	. આપૅણ	 પૅછી%થે% જો�શ�� કું	 આપૅણ	 કું	વ% �%તે	 આ લિ"થેલિતેન	 આ��મા કું�%શ��. તે	થે%, શ�તે હ	ઠીળ કું	 કું�ઈ
એકું જો વજોન પૅ� ધ�� નથે%, �ઘ�તેમા લિવભૂ�જોકું �	મ્મા� એ છી	 કું	 જ્યુ��	 પૅણ તેમા	 ખા��% ન હ�યુ તે	વ� ભૂ�ગો� કું�વ� મા�!	 અમા	
અ�ગો કું�%એ ત્યુ��	,  આ બ�ન	 ભૂ�ગો�ન	 જો��તે� Nથે% ન�ન� ધ�� દ�	કું ફ	��યુ	�% વBક્ષમા�� �હ	વ� જો�ઈએ.  �ઘ�ત્તમા ખાચેA વBક્ષ
ફ	��વ�. 
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("��ઇ�માયુન� �દભૂA ��: 04:43)

તે� હવ	 કું	 શ� મા�!	 છી	? તે	થે%, ચે��� ધ��%એ કું	 આપૅણ% પૅ�	 આ બ	 ભૂ�ગો છી	. તે	થે%, હ� � આ ભૂ�ગોન	 એકું પૅ%ળ% વ"તે� કુંહ%શ
અન	 ચે��� આપૅણ	 આન	 u કુંહ%યુ	 અન	 જો	ન� મા�!	 %મા� દ��% નથે%, આ v છી	 અન	 આ w છી	. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દભૂA ��: 05:00)

તે	થે%, ચે��� હવ	 યુ� અન	 �બલ્યુ�ન	 જો��%ન	 Nથે% ન�ન� ડિકુંન��% જો�ઈએ. તે	થે%, હવ	 દ�વ� એ છી	 કું	 આ દ�	કું �ઘ�ત્તમા ખાચેAમા��
વBક્ષ હ�વ� જો�ઈએ. તે	થે%, ધ��� કું	 તે	 નથે%. તે�, પૅછી% ધ��� કું	 ત્યુ�� ઓછી�મા�� ઓછી� ખાચેAન% કિંકુંમાતે વBક્ષ હ�વ� જો�ઈએ, કું��ણ
કું	 આપૅણ	 જાણ%એ છી%એ કું	 ગ્રા�ફ જો���યુ	� છી	. તે	થે%, જ્યુ�� �ધ% આ ધ�� શ�મા	� ન હ�યુ ત્યુ�� �ધ% વBક્ષ મા�� ફ	��તે� �ઘ�તેમા
ખાચેAન	 ધ્યુ�નમા�� ��ખા%ન	 ઘણ� વBક્ષ� ફ	��યુ છી	. 

("��ઇ�માયુન� �દભૂA ��: 05:28)

તે	થે%, તે	 વBક્ષમા�� તેમા��	 વBક્ષ �થે	 જો���યુ	��� હ�વ�� જો�ઈએ, કું��ણ કું	 કું�ઈપૅણ ફ	��યુ	� વBક્ષ બધ� લિશ��નિંબદ�ઓન	 જો��	 છી	. તે	થે%,
મા��� અન�મા�લિનતે વBક્ષ મા�� યુ� મા��થે% �બલ્યુ� મા�ગોA છી	 જો	  આ ધ��ન� મા�વ	શ કું�તે�� નથે%. તે	થે%, હવ	 એવ� દ�વ� છી	 કું	 જો� હ� � તે	
ચે�ક્કું વBક્ષન	 �ઈશ અન	 પૅછી% હ� � તેમાન	 ધ�� પ્રો%મ્(Prim’s) વ% પ્રો%મ્(Prim’s)ન	 દ4� કું�%શ અન	 તે	ન	 ધ�� દ્વ��� બદ�%
ન��ખા�,  તે� આપૅણન	 એકું નવ��  વBક્ષ માળશ	.  માન	 વBક્ષ !% વ�� માળ	 છી	.  તે	થે%,  !% પ્રો%મ્(Prim’s)  એ !% મા%ન ધ�� યુ�
પ્રો%મ્(Prim’s) વ% પ્રો�ઇ વત્ત�  ધ�� યુ�વ% છી	, પૅ��તે� હવ	 ધ��ણ� મા�જોબ યુ�વ% Nથે% ન�ન� લિશખા�� હતે�, તેમા��% અ�દ�ન%
અ�દ�થે% જો ન�ન� વજોનન% ધ�� છી	.  તે	થે%,  તે	થે%, uv ન	 તેમા	 પ્રો%મ્(Prim’s) વ% પ્રો%મ્(Prim’s) કું�તે� કું�કું �%તે	 ઓછી� �
વજોન આપ્યુ�� છી	. તે	થે%, !% પ્રો%મ્(Prim’s) !% કું�તે�� ખાતે ઓછી� � વજોન ધ��વ	 છી	 અન	 તેમા	 ચેકું�% શકું� છી� કું	 બ%જો� �  બધ��
કુંન	ક્! થેયુ	��� છી	  કું��ણ કું	 જો���યુ	��� છી	.  પ્રો%મ્(Prim’s) ���બ� માયુ મા�!	 છી	  અન	 તે	થે%,  અન્યુ બધ� લિશ��નિંબદ�ઓ જો	  T
દ્વ��� જો���યુ છી	  તે	  જો���યુ	� છી	  !% પ્રો%મ્(Prim’s)થે%.  તે	થે%,  !% પ્રો%મ્(Prim’s)  મા�ન્યુ ફ	��યુ	���  વBક્ષ છી	.  તે	  ન�ન%
કિંકુંમાતેન� છી	  અન	 તે	થે% !% �ઘ�ત્તમા ખાચેAવ�ળ�� વBક્ષ ન હ�તે.  તે	થે%,  આ એકું પૅ���વ� છી	  કું	 પૅ�ર્ટિ!શનન% અ�દ�થે% પૅ�!^શનન%
બહ��ન% Nથે% ન�ન% કિંકુંમાતે ધ�� દ�	કું �ઘ�ત્તમા ખાચેAવ�ળ� વBક્ષમા�� �હ	�% છી	. 

("��ઇ�માયુન� �દભૂA ��: 06:45)

આગોળ વધતે� પૅહ	��, હ� � ફક્તે એકું ન�નકું�% ડિ!પ્પૅણ% કું�વ� મા��ગો�� છી� � . તે	થે%, જ્યુ��	 આપૅણ	 આ પ્રોમા	યુન	 થે��% �લિબતે કું�%શ��
ત્યુ��	 �વચે	તે �હ	વ�� પૅ�શ	. તે	થે%, તે	 �ચે�� છી	  કું	 અ�દ�થે% બહ��ન% બધ% ધ�� વચ્ચે	, યુ�વ% Nથે% ન�ન�� છી	. તે	થે%, આપૅણ	 ફક્તે
કુંહ	વ�� ��ચે�વ% શકું%એ છી%એ, તે	થે% યુ�વ% Nથે% ન�ન�� છી	, મા��� વBક્ષમા�� કું�ઇ પૅણ ધ�� પૅ�દ કું�� !% મા�ખ્યુ વBક્ષ જો	 !% અ�દ�થે%
બહ�� જાયુ છી	, પૅછી% બદ��. તે	થે%, ઉદ�હ�ણ તે�%કું	, અમા	 આ ધ��ન	 આકુંલિ"માકું �%તે	 પૅ�દ કું�% શકું%એ છી%એ અન	 તે	ન	 આ
ધ��થે% બદ�% શકું%એ છી%એ.  આ ધ��ન	 પૅ�દ કું�%ન	 નIધ� અન	 આ ધ�� �થે	 બદ��,  પૅછી% કુંદ�ચે w  પ્રો%મ્(Prim’s)

મા	ળવવ�ન� બ%જો� કું�ઈ �"તે� નથે%. તે	થે%, તે	 ખા4બ જો લિનણ�Aયુકું છી	 કું	 અમા	 તે	ન	 બદ�વ�ન% �ચે% ધ�� પૅ�દ કું�%એ છી%એ.

તે	થે%,  અમા��% પૅ�	 �ક્ષ્યુ છી	  અન	 અમા	 તેમાન	  v ન	 �જો4  કું�વ� મા��ગો%એ છી%એ.  તે	થે%,  તેમા��	  u થે% v મા��  T મા��ન� પૅ�થેન	
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અન��વ�� આવશ્યુકું છી	 અન	 તે	 પૅ�થે અ�દ�થે% પ્રો���ભૂ થેવ� અન	 બહ�� જોવ�� આવશ્યુકું છી	 . તે	થે%, તે	ન	 %મા�ન	 ક્યુ��કું ખાચેA કું�વ�
જો પૅ�શ	, અન	 આ બદ�વ� મા�!	ન% ધ�� છી	. તે	થે%, આપૅણ	 કું�ઈ માન"વ% ધ�� બદ�વ�ન% ભૂ4� ન કું�વ% જો�ઈએ. આપૅણ	 તે	
ડિકુંન��%ન	 બદ�વ% જો�ઈએ જો	 તેમાન	 યુ� ઝા	� થે% �ઈન	 હ�યુપૅ�થે	ડિ!કું� વBક્ષમા�� જોવ� દ	 છી	, નવ� વBક્ષ બન�વવ� મા�!	 નહG. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દભૂA ��: 07:50)

તે	થે%, એકું વ�� આપૅણન	 આ પ્રોમા	યુ
થેઈ ગોયુ� પૅછી%,  પ્રો%મ્(Prim’s)ન% એલ્ગો�ડિ�ધમાન� ચે�કું�ઈ ખા4બ જો "પૅષ્ટ છી	.  તે	થે%,  દ�	કું તેબક્કું	 પ્રો%મ્(Prim’s)ન�
અલ્ગો�ડિ�ધમામા�� યુ�દ ��ખા%એ, આપૅણ	 આ વBક્ષ !%વ% બન�વ% છી	  જો	  થે��� ડિકુંન��%ઓ ધ��વ	 છી	 , અન	 પૅછી% આપૅણ% પૅ�	
બધ�� જો બહ�� પૅ�	��� છી	  અન	 હવ	 તે	મા��ન� એકુંન	 આપૅણ	 કુંન	ક્! કું�વ� મા��ગો%એ છી%એ. તે	થે%, જો� તેમા	 આન� લિવચે�� કું�� છી�
કું	 અ�દ�ન� 	! મા��� છી	  અન	 બહ��ન� 	! મા�રુ� �બ્લ્યુ� છી	 , અન	 અમા	 પ્રો%મ્(Prim’s)ન� એલ્ગો�ડિ�ધમામા�� ધ��ણ� દ્વ���
ચે4�!તે� હ�ઈએ છી%એ, તે� તેમાન	 Nથે% ઓછી� વજોન ધ�� જો	  તેમાન	 જો��	 છી	. આ ન્યુ4નતેમા લિવભૂ�જોકું પ્રોમા	યુ દ્વ���, આ ધ��
દ�	કું ફ	��વતે� વBક્ષન	 �	ખા�મા�� �	વ% આવશ્યુકું છી	. તે	થે%, એલ્ગો�ડિ�ધમા, પ્રો%મ્(Prim’s)ન�� એલ્ગો�ડિ�ધમા, એ પ્રો%મ્(Prim’s)ન%
એલ્ગો�ડિ�ધમા ચે4�!ણ%ઓ જો	 ધ�� છી	 તે	 વ�"તેવમા�� ધ�� છી	 કું	 પ્રોમા	યુમા� અમાન	 પૅ�દ કું�	 છી	. તે	થે%, તે	થે%, પ્રો�થેલિમાકુંન�� એલ્ગો�ડિ�ધમા
ચે�ક્કુંપૅણ	 �ચે�� છી	. 

("��ઇ�માયુન� �દભૂA ��: 08:35)

તે	થે%, વ�"તેવમા�� આપૅણ	 પ્રોમા	યુન� ઉપૅયુ�ગો પ્રો%મ્(Prim’s)ન� એલ્ગો�ડિ�ધમાન� થે��� વધ� હળવ� બન�વવ� મા�!	 કું�% શકું%એ
છી%એ. યુ�દ ��ખા� કું	 ��કું�% પ્રો�દ	લિશકું ફ�મ્યુ�A�	શન અમા	 Nથે% ન�ન� ધ�� �થે	 શરૂ કુંયુM હતે�, પૅ��તે� હવ	 જો�વ�� છી	  કું	 જો� હ� �
કું�ઈ લિશ��નિંબદ�  �ઈશ,  તે� હ� �  જોમાણ% બ�જો�  અન	  તે	મા��થે%  બહ�� ન%કુંળતે% બધ%  ડિકુંન��%ઓન	  જો�ઉં છી� � ,  તે�  હ� �  તેમાન	
વ!^ક્ન% લિવરુદ્ધ �ઈ જોઈશ અન	 હ� � બ%જો� �  બધ�� બનવ� મા�!	 �ઇ શકું�� છી� � . આપૅણ	 આ વ�ક્યુ�ચેન�ન	 ઓછી� કું�%એ છી%એ.

પૅછી%, હ� � જાણું� છી� �  કું	 વ% મા��થે% આ ધ�� તે�ફ જાયુ છી	  તે	 Nથે% ન�ન% ધ�� દ�	કું ફ	��યુ	�% વBક્ષમા�� હ�વ% આવશ્યુકું છી	 . બ%જા
શબ્દ�મા�� કુંહ%એ તે�, જો� હ� � કું�ઈપૅણ શ4ન્યુ�વકું�શ પૅ� શરૂ કુંરુ� છી� �  અન	 તે	ન�થે% જો���યુ	�� ન�ન� ધ�� તે�ફ જો�ઉં છી� � , તે� હ� �
તે	ન�થે% પ્રો���ભૂ કું�% શકું�� છી� �  કું��ણ કું	 તે	 �ઘ�તેમા લિવભૂ�જોકું પ્રોમા	યુ દ્વ��� દ�	કું ફ	��તે� વBક્ષમા�� હ�વ�� આવશ્યુકું છી	. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દભૂA ��: 09:18)

તે	થે%, આન% પ્રો�થેલિમાકું વ્યુ4હ�ચેન� મા�!	 આ અમાન	 ન%ચે	 આપૅ	�% અલ્ગો�ડિ�ધમાન� આપૅ	 છી	 . તે	થે%, અમા	 કું�ઈપૅણ શ4ન્યુ �થે	
શરૂ કું��. હવ	, દ�	કું લિશ��નિંબદ� મા�!	 જો	  આપૅણ� વBક્ષન� લિશ��નિંબદ�ન� વતેAમા�ન મા4હમા�� નથે%, તે	 લિશ����બમા��થે% આપૅણ	 ન�ન�
કુંદન� વજોનન	 જાળવ% ��ખા%એ છી%એ અન	 કું	!��કું વBક્ષન% લિશખા��ન	 વ% ન% અ�તે� કુંહ	વ�મા�� આવ	 છી	 અન	 કું��ણ કું	 આપૅણ	
વBક્ષન	 ડિકુંન��%ઓન� મા4હ બન�વવ� છી	,  આપૅણ	 યુ�દ ��ખા%એ છી%એ કું	 તે	 ધ�� ક્યુ�� જાયુ છી	 .  તે	થે%,  આપૅણ	 યુ�દ ��ખા%એ
છી%એ કું	 તે	 પૅ���શ% છી	. તે	થે%, જો� આપૅ	� નિંબદ� પૅ� મા�રુ� ઝા�� હ�યુ અન	 માન	 ખાબ� છી	  કું	 આ વ% મા�!	, આ પૅ���શ% તેમા	
વ%મા�� જો��તે� Nથે% ન�ન� ધ�� છી	, તે� અહG હ� � ધ��ન� વજોન જો	!��� અ�તે� ��ખા�� છી� �, હ� � તે	ન	 ��ખા%શ તેમા��� જો	વ� પૅ���શ%.
આ માન	 કુંઈ ડિકુંન��%ઓ ઉમા	�વ�મા�� આવ	 છી	 તે	ન� ટ્રી	કું ��ખાવ� દ	શ	. તે	થે%, હવ	, હ� � દ�	કું તેબક્કું	 અ�તે�ન% દ્રલિષ્ટએ બહ��ન� ન�ન�
ભૂ�ગોન% શ�ધ કુંરુ� છી� �. પૅછી%, હ� � તે	ન	 	! પૅ� ઉમા	�%શ અન	 હ� � તે	ન	 પૅ���શ% અ�તે� અન	 મા4લ્યુ� તે�%કું	 અપૅ�	! કુંરુ� છી� � . તે	થે%, આ
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�%જો	ક્"ટ્રી�(Dijkstra's)ન� અલ્ગો�ડિ�ધમાન� મા�ન છી	.  એકું મા�ત્ર વ"તે�  એ અ�તે�ન��  અપૅ�	! છી	  જો	  મા��� અ�તે� ઉપૅ���તે
વજોનન	 ઉમા	�	  છી	.  તે	 મા�ત્ર વજોન ધ્યુ�નમા��  મા�વ	શ થે�યુ છી	.  તે	થે%,  જ્યુ��	 એલ્ગો�ડિ�ધમા પૅ�તે	 દ	ખા�યુ છી	,  ત્યુ��	 આપૅણ	
મા��તે� ડિ�જો	"ટ્રી�(Dijkstra's)ન� એલ્ગો�ડિ�ધમાન	 પૅણ વધ� "પૅષ્ટ જો�ઈશ��. 

("�%ન� �દભૂA �� !�ઇમા: 10:36)

તે	થે%,  અહG પ્રો%મ્(Prim’s)ન� �ઘ�તેમા અથેવ� ન્યુ4નતેમા ખાચે�Aન� વBક્ષ મા�!	 જો અ�લિતેમા અલ્ગો�ડિ�ધમા છી	 .  તે	થે%,  તેમા	 બધ�
લિશ��નિંબદ�ઓન	 અવ��કુંન કું�વ� મા�!	 પ્રો���ભૂ કું��. આ બ�ન્� વ"તે� છી	. આપૅણ	 બધ�ન	 કું�ઈ પૅ��શ%ઓ ન હ�વ�ન�� યુ�દ કું�%એ
છી%એ, કું��ણ કું	 વBક્ષમા�� કુંશ�� જો નથે%. તે	થે%, તે	ઓ વBક્ષમા�� કું�ઈ પૅ��શ%ઓ નથે% અન	 તે	ઓ બધ� અ�તે� અન�તે છી	. આ વBક્ષન	
પ્રો���ભૂ કું�	 છી	. હવ	, હ� � 1 ન	 શ4ન્યુથે% શરૂ કું�%ન	 કું	!��કું પ્રો���લિભૂકું પૅ�દ કુંરુ� છી� �  અન	 તે	ન	 મા���કું�તે �	વ� મા�!	 લિચેલિiનતે કુંરુ� છી� �,
પૅ��તે� મા��% પૅ�	 કું�ઈપૅણ ધ�� નથે%. તે	થે%, હવ	 દ�	કું ધ�� 1 થે% બહ�� જોવ� મા�!	, હ� � તે	ન% લિ"થેલિતે અપૅ�	! કુંરુ� છી� �. તે	થે%, હ� �
ફ�માA 1 ન% દ�	કું ધ�� મા�!	 કુંહ� � છી� �, જો	 , મા] કુંહ્યા�� હતે�� કું	 જો	  વBક્ષમા�� જો	ન� પૅ���શ% છી	, તે	થે% વBક્ષમા�� હવ	 આ એકું લિશ��નિંબદ� અન	
ન�ન�� વBક્ષ છી	, જો	ન�� એકું ભૂ�ગો છી	 અન	 તે	થે% 1 -1 0 8, બ��બ�. તે	થે%, j ન�� પૅ���શ% 1 છી	 કું��ણ કું	 તે	 તે	ન�� જો���ણ છી	 અન	
અ�તે� એ આ ધ��ન� વજોન છી	.  તે�,  આ મા��� પ્રોથેમા પૅગો��� છી	.  હવ	,  મા��	 મા��� વBક્ષ પૅ� બ�કું%ન� n ઓછી� 1 ડિકુંન��%ઓ
ઉમા	�વ�ન% �હ	શ	. તે	થે%, અ�ગો અ�ગો ફ�માj!મા�� �%જો	ક્"ટ્રી�ન� એલ્ગો�ડિ�ધમામા�� તેમા	 જો	 કું�� છી� તે	 હ� � 1 વખાતે કુંરુ� છી� �. તેમા	 તે	 યુ�
પૅ�દ કું�� છી� જો	 મા���કું�તે �%ધ% નથે% અન	 જો	ન% અ�તે� ન્યુ4નતેમા છી	 . મા���કું�તે તે�%કું	 લિચેલિiનતે કું��. હવ	, તેમા	 જાણ� છી� કું	 તે	
વBક્ષ �થે	 કું	વ% �%તે	 જો���યુ	� છી	. તે	થે%, તેમા	 ધ��  ઉમા	�� છી� જો	  તેમાન	 જોણ�વ	 છી	  કું	 તે	 તેમા��� અન	 તેમા��� પૅ���શ%ન	 કું	વ%
�%તે	 જો��	 છી	. આ ધ�� આપૅણ	 વBક્ષન% ધ��ન� મા4હમા�� ઉમા	��યુ છી	 . હવ	, તેમા��� પૅ��શ%ન% મા���કું�તે �	વ�મા�� આવતે% પ્રોત્યુ	કું
ધ�� મા�!	, જો� વBક્ષન% વતેAમા�ન અ�તે� આ ધ��ન� વજોન કું�તે�� વધ��	 છી	, તે� મા4ળભૂ4તે �%તે	 મા] હવ	 તેમાન	 આ ઉમા	યુ�k છી	  અન	
ત્યુ��  એકું  બ%જો� �  વ!jક્ વ%  છી	  અન	  તે	  કુંન	ક્!  થેવ�ન�  દ�વ�  કું�	  છી	 .  તે	થે%,  કુંદ�ચે આ અ�તે�  �%  અન	  આ અ�તે�  �%
પ્રો%મ્(Prim’s). ધ��� કું	 �% v કું�તે�� મા�!� છી	, તે� હવ	 તે	 વBક્ષમા�� છી	, હવ	 તે	 વBક્ષમા�� ઉમા	��ઈ ગોયુ�� છી	, હવ	 વ% ન�ન� ડિકુંન��	
વBક્ષ �થે	 જો���યુ	� છી	, જોમાણ% બ�જો� . તે	થે%, હ��મા�� જો	  અ�તે� હ� � b મા�!	 છી	 તે	 યુ�વ% ધ��ન� વજોન કું�તે� વધ��	 છી	 . પૅછી%, હ� �
તે	 વજોનન	 યુ�વ્હન� વજોનથે% બદ�% દઈશ અન	 હ� � કુંહ� � છી� �  કું	 વ%ન� પૅ���શ% હવ	 તેમા	 છી�, જો	થે% જ્યુ��	 મા��% પૅ�	 વBક્ષ પૅ� વ%
હ�યુ,  હ� �  તેમા��%  ધ��  ઉમા	�%શ.  તે	થે%,  આ �ધ���  લિવ�યુ �%જો	ક્"ટ્રી�(Dijkstra's)ન� એલ્ગો�ડિ�ધમા બ��બ� છી	  જો	  આ
અપૅ�	!ન% જો	મા અમા	 u  વત્ત� u  વજોન બ��બ� કુંયુ�k હતે��. તે	થે%, આપૅણ	 ડિ�જો	"ટ્રી�(Dijkstra's)ન� એલ્ગો�ડિ�ધમામા��, આપૅણ	
એકુંલિત્રતે અ�તે� જો�ઈએ છી	. અહG આપૅણ	 ઝા��ન� નજીકુંન� ન��મા��થે% એકું પૅગોલિથેયુ�� દ4� કું�વ� મા��ગો%એ છી%એ, પૅ��તે� અન્યુથે�
પ્રો%મ્(Prim’s)ન��  એલ્ગો�ડિ�ધમા મા4ળભૂ4તે �%તે	  ફ�%થે%  અપૅ�	!  અથેવ� �%જો	ક્"ટ્રી�(Dijkstra's)ન� અલ્ગો�ડિ�ધમાન� લિભૂન્ન
અપૅ�	! ફ�કુંશન છી	  અન	 વધ�મા��  અમા��% પૅ�	 આ વ"તે� છી	  કું	  આપૅણ	 તે	ન	  �%જો	ક્"ટ્રી�(Dijkstra's)મા�� પૅણ કું�% શકું%એ.

આપૅણ	 �%જો	ક્"ટ્રી�(Dijkstra's)ન� એલ્ગો�ડિ�ધમાન� મા�ગોA,  �ચે� ��ખ્યુ� હતે�.  તે	થે%,  આપૅણ	 પૅ�થે જાળવ% ��ખ્યુ� હતે�,  તે	
આ પૅ���શ% �બ�ધન% જો	મા અહG હશ	. આપૅણ	 જાણવ�� છી	 કું	 આ ડિકુંન��%ઓ મા��� !4�કું� પૅ�થે 	!મા�� શ�મા	� છી	 , બનA 	!, કું	મા
તે	 ઉમા	�વ�મા�� આવ્યુ�� હતે��. તે	થે%, અહG આપૅણ	 કું�% �હ્યા� છી%એ કું	 આપૅણ	 તે	ન	 ઉમા	�% �હ્યા� છી%એ અન	  ધ�� ધ��ન	 પૅણ યુ�દ
��ખા%એ છી%એ. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દભૂA ��: 13:27)
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તે	થે%, ચે��� આ વ"તે�ઓન% જો!%�તે� લિવU�	ષણ દ�લિમાયુ�ન પૅહ	��� પ્રોયુ� કું�%એ અન	 અમા�મા�� મા�કું%એ. તે	થે%, યુ�દ ��ખા� કું	
આપૅણ	 ગોમા	 ત્યુ��થે% શરૂ કું�% શકું%એ છી%એ. તે	થે%, ચે���, 1 થે% શરૂ કું�%એ. અમા	 1 થે% પ્રો���ભૂ કું�%એ છી%એ અન	 અમા	 અમા���
વBક્ષન	 "વરૂપૅ �થે	 જો��%એ છી%એ. હવ	, કું��ણ કું	 આ 1 થે% શરૂ થે�યુ છી	, આપૅણ	 1 ન% પૅ��શ%ઓમા�� મા4લ્યુ�ન	 અપૅ�	! કું�વ��
પૅ�શ	, એ!�	 કું	  2. એ!�	, આપૅણ	 3 મા�!	 લિચેલિiનતે કું�%એ છી%એ. આપૅણ	 કુંહ%એ છી%એ કું	 તે	 અ�તે� છી	  જો	  આપૅણ	 �%��
��ગોમા�� લિચેલિiનતે કું�%એ છી%એ, તે	થે% વBક્ષ 18 છી	 કું��ણ કું	 વBક્ષમા�� 1 �%!% હ�યુ છી	 અન	 તે	 વBક્ષમા�� પૅ���શ% છી	 જો	 અ�તે� પૅ� છી	 .
આ જો �%તે	, 1 ન�� બ%જો� �  પૅ���શ% 2 છી	. તે	થે%, આપૅણ	 કુંહ%શ�� કું	 તે	ન% અ�તે� 10 છી	 અન	 તે	ન� પૅ���શ% 1 છી	. તે	થે%, બ%જા� દ�	કું
જોગ્યુ�એ મા] "પૅષ્ટ �%તે	 તે	ન� ઉલ્�	ખા કુંયુM નથે%,  પૅ��તે�  બ�કું%ન� દ�	કું જોગ્યુ�એ વ	લ્યુ�  1  છી	  અન	 મા�ફ કું�શ�,  અન�તે અન	
બ�દબ�કું%  1. તે	થે%,  આ અન�તે છી	  અન	 પૅ���શ% 1 ઓછી� છી	.  તે	થે%,  આ ડિ�ફlલ્! મા4લ્યુ છી	.  તે	થે%,  જ્યુ�� પૅણ ડિ�ફlલ્! મા4લ્યુ
હ�જો� હ�યુ, ત્યુ��	 અમા	 તે	 4ચેવ%શ�� કું	 મા4લ્યુ અ�કું��કું �%તે	 ચેક્રુ%યુ નથે%. આપૅણ	 જાણ%એ છી%એ કું	 તે	 એકું જો���યુ	� ગ્રા�ફ
છી	. તે	થે%, આપૅણ	 આખા�	 તે	ન	 	! કું�%શ��. તે	થે%, તેમા	 તે	ન� લિવશ	 નિંચેતે� કું�શ� નહG, પૅ��તે� આ ચેચે�Aમા�� અમા	 તે	ન	 છી��% દઈશ��.
તે	થે%,  અમા��% પૅ�	 હવ	 આ બ	 ઉમા	દવ��� છી	  જો	  મા���કું�તે �	તે� નથે% અન	 જો	ન% પૅ�	 કું	!��કું વ�જોબ% અ�તે� છી	.  તે	થે%,
આપૅણ	 2 કું�તે� ન�ન� પૅ�દ કું�%શ��. તે	થે%, આપૅણ	 આ એકું પૅ�દ કું�%એ જો	 10 છી	, અન	 તે	થે% આગોળન� પૅગો�� પૅ� આપૅણ	
2 Uવ	તે ભૂ�ગોન% મા���કું�તે �ઈશ�� અન	 આ  ધ�� 1 થે% 12 ઉમા	�%શ��. 

("��ઇ�માયુન� �દભૂA ��: 14:46)

હવ	, 2 ઉમા	�%ન	, અમા��% પૅ�	 આ અપૅ�	! છી	. તે	થે%, આપૅણ	 પૅ��શ%ઓ તે�ફ નજો� કું�%એ છી%એ. તે	થે%, 2 ન� પૅ��શ%ઓ કુંણA
3 અન	 કુંણA 5 છી	. તે	થે%, કુંણA 2 મા�!	, આપૅણ% પૅ�	 એકું નવ% અ�તે� 6 છી	. તે	થે%, જો� તેમા	 3 ન� વBક્ષન% 3 થે% અ�તે� �ધ%
જાઓ અન	 ત્યુ��થે% કુંન	ક્! થેઈ શકું	 2 જો	  6 છી	 તે	 18 કું�તે� ન�ન% છી	, બ��બ�. તે	થે%, 18 અગો�ઉ વBક્ષન� ત્રણ જો	!�� હતે�
તે	વ� શ્રે	ષ્ઠ અ�દ�જો હતે�. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દભૂA ��: 15:16)

તે	થે%, તેમા	 18, 1 થે% 6, 2 ન	 બદ�% શકું� છી� જો	 4ચેવ	 છી	 કું	 હવ	 કુંણA 3 વBક્ષથે% 6 અ�તે� દ4� છી	, અન	 જો� તે	 દ4�થે% જો���યુ	���
હ�તે, તે� તે	 2 �થે	 જો���યુ	��� હ�ઈ શકું	 છી	. એ જો �%તે	, 5 જો	 અગો�ઉ અન�)બ� થેયુ�� હતે��, હવ	 22 તે�%કું	 �	બ� થે�યુ છી	 જો	
4ચેવ	 છી	 કું	 તે	ન% અ�તે� વBક્ષમા��થે% 20 છી	 અન	 તે	ન� પૅ��શ% વBક્ષમા�� �	બ� વ!jક્ વ% છી	. હવ	, આપૅણ	 ફ�%થે% બ	 ન�ન� પૅ�દ
કું�%એ છી%એ. તે�, આપૅણ	 વBક્ષમા�� ઉમા	�વ� મા�!	 આ 3 �%!% 3 પૅ�દ કું�%શ��. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દભૂA ��: 15:46)

એકુંવ�� આપૅણ	 તે	ન	 ઉમા	�તે�,  તેમાન	  4 ન% લિ"થેલિતે માળશ	 કું��ણ કું	 તે	 એકુંમા�ત્ર નવ�� �	બ� છી	  જો	  આપૅણ	  1 ન% લિ"થેલિતેન	
અપૅ�	! કું�તે� નથે% કું��ણ કું	 1 એ વBક્ષમા�� પૅહ	�	થે% ઉમા	��ઈ ગોયુ�� છી	 . અમા	 મા�ત્ર તે	 વBક્ષ�ન� પૅ���શ%ઓન	 જો જો�ઈએ છી%એ જો	
મા���કું�તે �	તે� નથે%. તે	થે%, હવ	 4 પૅ���શ% 3 �થે	 અ�તે� 70 મા	ળવ	 છી	, અન	 પૅછી% આ બ�ન	 વચ્ચે	, હવ	 20 70 કું�તે� ન�ન%
છી	. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દભૂA ��: 15:55)
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તે	થે%, આપૅણ	 આપૅણ� વBક્ષમા�� 5 ઉમા	�%શ��, અન	 પૅછી% આપૅણ	 અપૅ�	! કું�%શ�� 6 અન	 7 ન% લિ"થેલિતે. 

("��ઇ�માયુન� �દભૂA ��: 16:05)

("��ઇ�!�ઇમાન� �દભૂA ��: 16:10)

તે	થે%, 6  હવ	 પૅ���શ%  5  �થે	 અ�તે�  10 છી	, 7  પૅ���શ% �થે	 પૅણ અ�તે�  10  છી	.  હવ	,  અમા��% પૅ�	 અ�તે�  10 �થે	 બ	
લિશ��નિંબદ�ઓ.  અમા	 ક્યુ�� તે� એકું પૅ�દ કું�% શકું	 છી	 .  તે	થે%,  ચે��� આપૅણ	 7 પૅ�દ કું�%એ.  જો� આપૅણ	 7 પૅ�દ કું�%એ,  તે�
આપૅણ	 તે	ન	 વBક્ષમા�� ઉમા	�%શ�� અન	 હવ	,  આપૅણ	 6 ન% લિ"થેલિતેન	 અપૅ�	! કું�%શ��.  પૅહ	�� તે	 પૅ���શ% 5 �થે	 અ�તે� 10 હતે��,
પૅ��તે� હવ	 તે	 અ�તે� 5 છી	 પૅ���શ% 6. તે	થે%, અમા	 પૅ���શ% �થે	 તે	ન	 ઘ!��%એ છી%એ 7. અમા	 તે	ન% અ�તે� ઘ!��%એ છી%એ અન	
અમા	 તે	ન� પૅ���શ%ન	 બદ�%એ છી%એ.  હવ	, 5 અન	  17 ન% વચ્ચે	,  આપૅણ% પૅ�	  6 Uવ	તે છી	, 6 એકું નવ% છી	,  અન	 પૅછી%
આપૅણ% પૅ�	  4 છી	  અન	 આ તે	 વBક્ષ છી	  જો	  આપૅણન	 માળ	 છી	 .  આ �%તે	 પ્રો%મ્(Prim’s)પ્ન�� એલ્ગો�ડિ�ધમા કું�યુA કું�	 છી	.  તે	
�%જો	ક્"ટ્રી�(Dijkstra's)ન� લિદ્ધ��તેથે% ખા4બ જો મા�ન છી	 પૅ��તે� તે	 એકુંદમા અ�ગો અપૅ�	!ન� ઉપૅયુ�ગો કું�	 છી	. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દભૂA ��: 16:57)

તે	થે%,  જોડિ!�તે� પૅણ �%જો	ક્"ટ્રી�(Dijkstra's)ન� અલ્ગો�ડિ�ધમાન� મા�ન છી	. અમા��% પૅ�	 એકું બ�હ્યા �4પૅ છી	  જો	  n વખાતે
ઓ�A� n વખાતે ચે��	 છી	  કું��ણ કું	 આપૅણન	 તે	 વBક્ષ બન�વવ� મા�!	  n ઓછી� 1  ધ�� ઉમા	�વ�� પૅ�શ	 અન	 દ� વખાતે	 જ્યુ��	
આપૅણ	 વBક્ષ �થે	 વ!jક્ ઉમા	�%શ��. હવ	, ન્યુ4નતેમા કિંકુંમાતે વ!jક્ ઉમા	�વ� મા�!	 આ ઑ�A� n "કું	ન છી	. તે	થે%, આપૅણ	 પૅહ	�� જો
જો�યુ��  છી	  કું	  ડિ�જોક્"ટ્રી�ન� અલ્ગો�ડિ�ધમાન� મા�વ	શ કું�વ� મા�!	  ન્યુ4નતેમા અ�તે�ન��  વ!jક્ શ�ધવ�ન��  છી	 ,  અન	 પૅછી% જ્યુ��	
આપૅણ	 કુંણA ઉમા	�તે� હ�ઈએ, ત્યુ��	 તેમા��	 બધ% એન્ટ્રી%ઓન	 અપૅ�	! કું�વ� મા�!	 ફ�%થે% અન	 ફ�%થે% "કું	ન કું�વ�� પૅ�શ	. તે	થે%,
અમા��% પૅ�	 એ�જો	�% મા	ડિટ્રીક્(adjacency matrix)  છી	.  આ ફ�%થે% ઓ�A� એન !�ઇમા �	શ	 અન	 તે	થે%,  આખા�	 તે	
ઓ�A� n ચે�� �	શ	. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દભૂA ��: 17:36)

તે	થે%,  જો	મા  �%જો	ક્"ટ્રી�(Dijkstra's)ન�  એલ્ગો�ડિ�ધમા  એ�જો	�%  મા	ડિટ્રીક્(adjacency  matrix)ન	  એ�જો	�%
(adjacency) લિ�"!મા�� ખા	�વ� બ��બ� છી	, તે	થે%  ધ�Aન% �જો4આતે અમાન	 અપૅ�	ટ્ન% જોડિ!�તે�ન	 ઘ!��	 છી	 . તે	થે%, એન
પૅ�ન��વતેAન�મા��, અમા	 કું�� ઓ�A� એમા અપૅ�	ટ્ કું�%એ છી%એ કું��ણ કું	 ફક્તે પૅ��શ%ઓ, ડિ�ગ્રા%, બધ� લિશ��નિંબદ�ઓન% ડિ�ગ્રા%ન%
�ખ્યુ�ન	 આધ��	 અપૅ�	! કું��. જો� કું	, તે	 ક્રુમા n ચે�� ��વવ� મા�!	, અમાન	 ઓછી�મા�� ઓછી� અ�તે�ન% કું�શળતે�પૅ4વAકું ગોણતે�%
કું�વ�ન% પૅણ જોરૂ� છી	  જો	ન� મા�!	 અમાન	 એકું ઢગો��ન% જોરૂ� છી	. તે	થે%, એકુંવ�� અમા��% પૅ�	 એકું ઢગો�� છી	 જો	ન	 આપૅણ	
પૅછી%ન� ભૂ�ષણમા�� તેપૅ� કું�%શ��, દ�વ� એ છી	  કું	 અમા	 ન્યુ�નત્તમા શ�ધ% શકું%એ છી%એ અન	 n �lગો માયુમા�� અ�તે�ન	 અપૅ�	!
કું�% શકું%એ છી%એ. તે	થે%, આ આપૅણન	 એકું�દ� જોડિ!�તે� આપૅ	 છી	, જો	 બ��બ� x ન� m ��ગો n વત્ત� એમા ��ગો n ન	 દ�. 
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("��ઇ�!�ઇમાન� �દભૂA ��: 18:19)

તે	થે%, આ ન્યુ4નતેમા શ�ધવ�મા�� આવ	 છી	 કું��ણ કું	 n માયુ આપૅણન	 ન્યુ4નતેમા શ�ધવ� પૅ�	 છી	 અન	 તે	 અપૅ�	ટ્મા��થે% આવ	 છી	,
કું��ણ કું	 અમાન	 એકું�દ�	 એમા અપૅ�	ટ્ કું�વ�� પૅ�શ	. દ�	કું અપૅ�	! ��ગો એન !�ઇમા �	 છી	, તે	થે% આપૅણન	 n પ્� n ��ગો n
બ��બ� માળ	 છી	 જો	મા આપૅણ	 ડિ�જો	"ટ્રી�(Dijkstra's)ન� એલ્ગો�ડિ�ધમા મા�!	 કુંયુ�k છી	. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દભૂA ��: 18:36)

તે�,  આપૅણ	 પ્રો%મ્(Prim’s)ન� અલ્ગો�ડિ�ધમાન� છી��તે� પૅહ	�� એકું છી	લ્�� મા�દ્દ�.  યુ�દ ��ખા� કું	  ચે�કું�ઇમા��  આપૅણ	 તે	
ન્યુ4નતેમા લિવભૂ�જોકું પ્રોમા	યુન� ઉપૅયુ�ગો કું�વ� પૅ�શ	 જો	મા�� આપૅણ	 ધ�યુ�k હતે�� કું	 ધ�� વજોન અ�ગો છી	. તે	થે%, અ�બત્ત આપૅણ	
ઉદ�હ�ણમા�� જો�યુ�� છી	 કું	 આપૅણ	 અમા�મા�� મા�ક્યુ� છી	, આપૅણ	  ધ�� વજોન, એકું જો વજોન �થે	 બહ�લિવધ ડિકુંન��%ઓ હ�ઈ શકું	
છી	. તે�, આપૅણ	 આ પ્રોમા	યુ
મા�� કું	વ% �%તે	 કું�મા કું�%શ��? ઠી%કું છી	, અમા	 દ�%� કું�% શકું%એ કું	 તેમા	 તે	 મા�ત્ર એ!��� જો વજોન નહ%, પૅ��તે� વજોન વત્ત� બ%જા
કું�ઈ પૅણ શબ્દન	 પૅણ બન�વ% શકું� છી�. તે	થે%, �મા�ન્યુ �%તે	 આપૅણ	 કુંહ% શકું%એ છી%એ કું	 આપૅણ	 ધ��ન% એકું�દ�	 ઓ�Aકિં�ગોન	
ઠી%કું કું�%એ છી%એ. ત્યુ�� એમા ધ�� છી	. તે�, આપૅણ	 ફક્તે 1 થે% n ન% ધ��ણ� કું�%એ છી%એ અન	 આપૅણ	 કુંહ%એ છી%એ કું	 વજોન
એકુંદમા ન�ન�  હ�યુ  અથેવ�  વજોન બ��બ�  હ�યુ  તે�  એકું  ડિકુંન��%  ન�ન%  ડિકુંન��%  કું�તે�  ન�ન%  હ�યુ  છી	 ,  પૅ��તે�  ક્રુમામા��
અન�ક્રુમાલિણકું� ન�ન� છી	.  તે	થે%,  ઇ અન	 એફ પૅ�	 યુ�વ%ન�� વજોન અન	 તેમા��� પ્રો%મ્(Prim’s)  અન	 વ% પ્રો%મ્(Prim’s)ન��
વજોન છી	, પૅ��તે� અમા��% પૅ�	 ઇન્�	ક્ i અન	 j પૅણ છી	. તે	થે%, આ એકું છી	  હ� �  1 થે% મા%!� વચ્ચે	ન� છી� �  અન	 આ કું	!��કું j
વચ્ચે	  1 થે% મા%!� છી	.  તે	થે%,  ક્યુ�� તે� વજોનન�� વજોન f  ન� વજોન કું�તે�� ઓછી� �  હ�વ�� જો�ઈએ અથેવ� વજોન �ખા� હ�વ��
જો�ઈએ, પૅછી% હ� � જો કું�તે�� ન�ન� હ�વ�� જો�ઈએ, બ��બ�. તે	થે%, આ આપૅણન	 માયુ ભૂ�ગો કું�વ�ન� લિનયુમા આપૅ	 છી	. તે	થે%,
હવ	 આ મા4ળભૂ4તે �%તે	 અમાન	 કુંહ	શ	 કું	 આપૅણ	 હ�મા	શ�� બ	 ધ��ન% તે��ન� કું�% શકું%એ છી%એ અન	 ઘ�લિષતે કું�% શકું%એ કું	  1
બ%જા કું�તે� ન�ન� છી	 અન	 પ્રો%મ્(Prim’s) એલ્ગો�ડિ�ધમા શ�� કું�શ	, તે	 ન�ન� ન	 પૅ�દ કું�	 છી	. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દભૂA ��: 19:49)

તે	થે%,  અમા	 ઇચ્છી%એ છી%એ કું	 આ એવ�� કુંહ	વ�ન�� છી	  કું	 આપૅણ	 વ�"તેવમા�� જ્યુ��	 બ	 મા�ન વ"તે�ઓ ધ��વ%એ છી%એ ત્યુ��	
પૅ�દ કું�વ�ન% વ્યુ4હ�ચેન� આપૅ%એ છી%એ. તે	થે%, એલ્ગો�ડિ�ધમા કુંહ	 છી	 કું	 તે	 અ�તે� જો	  �ઘ�તેમા છી	 અન	 જો� બહ� ઓછી� અ�તે�
�થે	 બહ�લિવધ ઉપૅયુ�ગોન� ઉપૅયુ�ગો કું�	 છી	, તે� અમા	 માન"વ% નિંબદ� પૅ�દ કું�%એ છી%એ. તે	થે%, તે	ન� અથેA એ છી	 કું	 માન"વ% નિંબદ�
પૅ�દ કું�વ� કું	 કું	મા તે	ન� અથેA એ છી	 કું	 તે	મા�� કું�ઈ ઓ�A� પૅ�દ કું�વ� અન	 તે	 ક્રુમામા�� જોવ��. તે	થે%, જો� તેમા	 લિવલિવધ ઓ�A� પૅ�દ
કું�� છી�,  તે� પૅછી% અમાન	 લિવલિવધ વBક્ષ� માળ	 છી	.  તે	થે%,  તે	થે% અમા��% પૅ�	 એકું વBક્ષમા�� બહ�લિવધ ધ�� છી	  જો	  મા�ન વજોન
ધ��વ	 છી	. �મા�ન્યુ �%તે	, અમા	 એકું અનન્યુ "પૅ)નિંનગો વBક્ષ મા	ળવ% શકુંતે� નથે%. હકું%કુંતેમા��, તેમા	 ચેકું�% શકું� છી� કું	 તેમા��% પૅ�	
બધ� વજોન મા�ન છી	  કું	 કું	મા.  મા4ળભૂ4તે �%તે	 તેમા��	 જો� દ� જો� દ� ડિકુંન��� ઉમા	�વ� અથેવ� છી��વ�ન�� ચે��� ��ખાવ�� પૅ�શ	 અન	
તેમા��% પૅ�	 ઝા��ન% ઘ�તે��કું%યુ �ખ્યુ� હશ	 કું��ણ કું	 એકું વBક્ષમા�� ડિકુંન��% હ�ઈ શકું	 છી	  અન	 તે	 કુંદ�ચે બ%જા વBક્ષમા�� હ�ઈ શકું	
નહG અન	 તે	થે% જો. તે	થે%,  એકું�દ�	 શક્યુતેમા �ઘ�તેમા ખાચેj વBક્ષ�ન% �ખ્યુ� ખા4બ મા�!% હ�ઈ શકું	 છી	. જ્યુ��	 આપૅણ	 આગો��
ભૂ�ષણમા��  જો�શ��  ત્યુ��	  આપૅણ	 શ��  કું�% શકું%એ અન	 શ��  ક્રુ�"કું�(Kruskal)  કું�શ	  તે	  પૅણ આ શક્યુ વ"તે�ઓમા��થે%  એકુંન	
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અ�કું��કું �%તે	 પૅ�દ કું�વ� મા�!	 ��ભૂ% વ્યુ4હ�ચેન�ન� ઉપૅયુ�ગો કું�વ� છી	 . હવ	, જો� ધ�� વજોન અનન્યુ હ�યુ, તે� ત્યુ�� વધ�
પૅ�દગો% નથે%.  તેમા��	 એકું જો વBક્ષ પૅ�દ કું�વ�� પૅ�શ	.  જો� ધ�� વજોનન	 ��લિપ્�કું	! કું�વ�મા�� આવ	 છી	,  તે� તેમા	 ચે�ક્કુંપૅણ	
બહ�લિવધ વBક્ષ� ધ��વ% શકું� છી� અન	 દ�	કું તેબક્કું	 Nથે% ન�ન� લિવકુંલ્પૅ પૅ�દ કું�વ�ન% આ વ્યુ4હ�ચેન� અમાન	 એકું ન�ન� Nથે%
ન�ન� ઓળખાવ� મા�!	ન� એકું ઝા�પૅ% �"તે� આપૅશ	, પૅ��તે� અનન્યુ નહG. 

138



ડિ�ઝા�ઇન અન	 એન�લિ�લિ ઓફ એલ્ગો�ડિ�ધમ્ (Design and Analysis of Algorithms)
પ્રો�ફ	� મા�ધવન મા�કું��દ (Prof. Madhavan Mukund)

ચે	ન્નઈ મા	થે	મા	ડિ!કું� ઇલિન્"!ટ્યુ�! (Chennai Mathematical Institute)

મા�ડ્યુ�� - 07

�	ક્ચે� - 31

"પૅ(નિંનગો ટ્રી+ઝા: ક્રુ�"કું�ન�� એલ્ગો�ડિ�ધમા (Spanning trees: Kruskal’s algorithm)

અમા	 પ્રો+મ્ એલ્ગો�ડિ�ધમા(Prim’s algorithm)ન� �ઘુ�ત્તમા ખચે0 લિવ"તા�� વ2ક્ષ મા�!	 એકું અલ્ગો�ડિ�ધમાન� જો�યુ� છે	.  હવ	,
ચે��� આપૅણે	 ક્રુ�"કું�ન� અલ્ગો�ડિ�ધમા (Kruskal’s algorithm)  લિવશે	 જો	  અન્યુ વ્યુ;હ�ચેન� લિવશે	 વ�તા કું�+એ છે+એ તા	ન	
જો�ઈએ. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ0 ��: 00:10)

તા	થે+,  અમા	 વ	ઇટ્� અ�ડિ��	ક્!એ� ગ્રા�ફ(weighted undirected graph)મા��,  ન્યુ;નતામા કિંકુંમાતાન� વ2ક્ષન	 શે�ધ+ �હ્યા� છે+એ.

તા	થે+,  પ્રો+મ્(Prim’s)ન� અલ્ગો�ડિ�ધમા અમા�કું ધ�� �થે	 પ્રો���ર્ભ થે�યુ છે	  અન	 ધ+�	 ધ+�	 એકું વ2ક્ષન	 લિવ"તા2તા કું�	 છે	 ,  જ્યુ��	
ક્રુ�"કું�(Kruskal)ન�� એલ્ગો�ડિ�ધમા બી+જી વ્યુ;હ�ચેન�ન	 અન��	 છે	,  જો	  વજોનન� ચે�તા� ક્રુમામા�� તામા�મા ડિકુંન��+ઓન	 ઓ�0�
આપૅ	 છે	. તા	થે+, તા	 કું��કું��ન	 ન�ન�થે+ Cથે+ મા�!� અન	 દ�	કું ધ�� મા�!	 પ્રોયુ� કું�+ ��ખ	 છે	  જો� તા	 વ2ક્ષન+ લિમા�કુંતાન�� ઉલ્��ઘુન
કુંયુ�0 લિવન� ધ�� ઉમા	�+ શેકું	 છે	, તા� તા	 ઉમા	�	 છે	. હવ	, ધ�� ઉમા	�વ�ન+ પ્રોડિક્રુયુ�મા��, તા	 વ�"તાવમા�� એકું વ2ક્ષન�� લિનમા�0ણે કું�+ શેકુંતા��
નથે+, તા	 બીધ�� ખ�તા�+ કું�	 છે	, તા	 વ2ક્ષન+ લિમા�કુંતાન�� ઉલ્��ઘુન કું�તા�� નથે+, તા	 પૅછે+ તા	 ચેક્રુ પૅ	દ� કું�તા�� નથે+. તા	થે+, જો� આપૅણે	 ધ��
ઉમા	�વ�ન�� ચે��� ��ખ+એ, ત્યુ�� �ધ+ આપૅણે	 ચેક્રુ બીન�વતા� નથે+ અન	 અ�તા	 દ�વ� એ છે	  કું	 આપૅણે	 ઓછે�મા�� ઓછે� �  ખચે0 કું�+
વ2ક્ષ� ફ	��વ+એ છે+એ. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ0 ��: 00:52)

તા	થે+, અહF એલ્ગો�ડિ�ધમાન� એકું પ્રોકું��ન� ઉચ્ચે "તા� દૃશ્યુ છે	, તા	થે+ ડિકુંન��+ઓન	 ક્રુમામા�� ગો�ઠવવ�મા�� આવ	 છે	  જો	થે+ e 1 થે+
e.  તા	થે+,  આપૅણે	 ખ��+ વ2ક્ષથે+ પ્રો���ર્ભ કું�+એ છે+એ,  તા	થે+ ફ�+થે+ આપૅણે	 વ2ક્ષ�ન	 ધ��ન+ ;લિચે તા�+કું	 ��ખ+શે��  અન	 હવ	
આપૅણે	 આન	 "કું	ન કું�વ� જોઈશે��, 1 થે+ મા+!�. તા	થે+, હ� � આગો�� પ્રોયુ� કું�વ� મા�!	 ધ��ન+ ;લિચે બીન+ શેકું��. તા	થે+, જ્યુ�� �ધ+
આપૅણે	 હજો�  �ધ+ n ઓછે� 1 ધ�� ઉમા	યુ�0 નથે+. યુ�દ ��ખ� કું	 જો� તામા	 n ઓછે� 1 ડિકુંન��+ઓ ઉમા	�� છે� અન	 અમા��+ પૅ�	
જો���યુ	� ગ્રા�ફ છે	, તા� તા	 એકું વ2ક્ષ હ�વ�� આવશ્યુકું છે	. વ2ક્ષ� લિવશે	 આપૅણે	 જો	  કુંહ્યા�� તા	 આ એકું જો� દ+ જો� દ+ ��ક્ષલિણેકુંતા� છે	.
વ2ક્ષ�  n  મા�ઇન  1  ડિકુંન��+ઓ છે	,  પૅ��તા�  n  મા�ઇન  1  �થે	ન� કું�ઈપૅણે કુંન	ક્! કું�	� ગ્રા�ફ તા	 હ�વ��  આવશ્યુકું છે	 .  તા	થે+,
એકુંવ�� આપૅણે+ પૅ�	 1 ન+ બી�દબી�કું+ 1 ડિકુંન��+ઓ બી�ધ થેઈ જાયુ છે	. તા	થે+, જ્યુ�� �ધ+ ડિકુંન��+ઓન+ �ખ્યુ�ન� �દર્ભ0મા��
વ2ક્ષન+ ��બી�ઇ 1 ન� નહ+ હ�યુ, આપૅણે	 વધ� ધ�� ઉમા	�વ� પૅ�શે	. તા	થે+, આપૅણે	 આગોળન� ઇ ઇ તા�ફ ધ્યુ�ન આપૅ+એ છે+એ,

જો� આપૅણે	 TE મા�� ઉમા	��યુ ત્યુ��	 ચેક્રુ બીન�વતા� નથે+,  તા� આપૅણે	 આગોળ વધ+એ છે+એ જો� તા	 એકું ચેક્રુ બીન�વ	 છે	 ,  તા�
આપૅણે	 ફક્તા છે��+ન	 આગોળ વધ+એ, આ બીધ� ક્રુ�"કું�ન� અલ્ગો�ડિ�ધમા (Kruskal’s algorithm) છે	 

((માયુન��દર્ભ0 ��: 01:49)).
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બીધ� ધ�� દ્વ��� "કું	નિંનગો અન	 જ્યુ�� �ધ+ આપૅણે	 કું�ઈ વ2ક્ષ શે�ધ+ ન શેકું+એ ત્યુ�� �ધ+ તા	 દ�	કું ધ��ન	 ચે�તા� ક્રુમામા�� ગો�ઠવ	 છે	
અન	 ચેક્રુ બીન�વ્યુ�� વગો� ઉમા	�વ�મા�� આવ	 તા	 દ�	કું વખતા	 તા	 ઉમા	��શે	, તા	 ઉમા	�વ�મા�� આવશે	 નહF ચેક્રુ તા	 ઘુ!+ જોશે	. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ0 ��: 02:03)

તા	થે+, ચે��� આપૅણે	 એ જો ઉદ�હ�ણે જો�ઈએ જો	  આપૅણે	 પ્રો+મ્(Prim’s)ન+ એલ્ગો�ડિ�ધમ્ લિવશે	 જોણે�વ+એ છે+એ. તા	થે+,
અહF આ Cથે+ ન�ન� ધ�� વજોન યુ�દ ��ખ� કું	 આપૅણે	 તા	ન	 Q!0 કું�+ નથે+. તા	થે+, 5 એ ન�ન�� Cથે+ ન�ન�� છે	, પૅછે+ આપૅણે+
પૅ�	 વજોન 10 છે	, તા� આપૅણે+ પૅ�	 18 છે	, તા� આપૅણે+ પૅ�	 20 છે	 અન	 પૅછે+ આપૅણે+ પૅ�	 છે	, હવ	 જો� આપૅણે	 3
ન�ન�મા�� એકું પૅ�દ કું�+શે��, તા� આપૅણે	 ધ�� 5 થે+ શેરૂઆતા કું�+શે�� આપૅણે� વ2ક્ષ મા�!	. 

("��ઇ�માયુન� �દર્ભ0 ��: 02:28)

હવ	, આગો��� એકું 6 છે	, તા	થે+ આપૅણે	 આપૅણે� વ2ક્ષમા�� 6 ઉમા	�+એ છે+એ. હવ	, આપૅણે	 10 �	બી�વ�ળ+ ધ��મા��થે+ એકું પૅ�દ
કું�વ�� પૅ�શે	, આપૅણે	 કું�ઈ પૅણે એકું પૅ�દ કું�+ શેકું+એ, તા� ચે��� ધ��+એ કું	 આપૅણે	 આન	 પૅ�દ કું�+એ છે+એ. હવ	, આપૅણે	
બી+જો� �  ધ�� �	બી� 10 પૅ�દ કું�વ� મા��ગો+એ છે+એ, કું��ણે કું	 આગો�મા+ બી	 ધ�� ફ�+થે+ �	બી� 10 છે	. તા	થે+, ધ��� કું	 આપૅણે	 આ
ધ�� �	બી� 10 પૅ�દ કું�+એ, પૅછે+ આ ધ�� �	બી� 10, આ ચેક્રુ બીન�વશે	. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ0 ��: 02:47)

તા	થે+, આપૅણે	 તા	 કું�+ શેકુંતા� નથે+, તા	થે+ અમા	 તા	ન	 છે�ડ્યુ��, અમા	 તા	ન	 તા��+ન	 આગોળન�� પૅ� જોઈએ. તા	થે+, હવ	 આપૅણે	 આ એકું
પૅ�દ કું�+એ, તા	થે+ આપૅણે	 આ દ્વ��� દ;� જોઈશે�� અન	 હવ	 આપૅણે	 આમા�� જોઈશે��. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ0 ��: 03:00)

અન	 હવ	 આ એકું ઓ�0� બીન�વ	 છે	 ,  તા	થે+ હવ	 આપૅણે	 દ પૅ;ણે0 કું�+ દ+ધ� છે	 ,  તા	થે+ પૅછે+ન�� એકું 18 છે	,  પૅણે ફ�+થે+ 18

ઉમા	�+, આપૅણે	 એકું ચેક્રુ બીન�વવ�ન+ તાSયુ��+ કું�+શે��. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ0 ��: 03:08)

તા�, આપૅણે	 તા	ન	 �દ્દ કું�+એ છે+એ અન	 હવ	 આપૅણે	 તા	 પૅછે+ આગોળ જોઈશે�� જો	 આ �+તા	 છે	. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ0 ��: 03:16)

હવ	, 20 ઉમા	યુ�0 પૅછે+, આપૅણે	 હજી પૅણે કુંયુ�U નથે+, કું��ણે કું	 આપૅણે	 ઉમા	યુ�U છે	  કું	 અમા��+ પૅ�	 1, 2, 3, 4, 5 ધ��ન+ પૅ;�તા+
ડિકુંન��+ ઉમા	�વ� મા�!	 કુંCશેલ્યુ છે	  અન	 આપૅણેન	  6  ન+ જોરૂ� છે	  ,  કું��ણે કું	 આપૅણે+ પૅ�	 ઝા�પૅથે+  7  લિશે��નિંબીદ�ઓ છે	,
આપૅણેન	  n  ઓછે�  1  ધ��  માળ	  છે	.  તા	થે+,  એકુંમા�ત્ર  ધ��  બી�કું+  છે	  આ  70  છે	,  તા	થે+  તા	  એકું  �+તા	  છે	.  તા	થે+,  આ
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ક્રુ�"કું�(Kruskal)ન� એલ્ગો�ડિ�ધમાન�� લિવ"તા�ણે વ2ક્ષ "વરૂપૅ છે	 , અમા	 વ�"તાવમા�� આ લિવલિશેષ્ટ કું	મા��ન� તામા�મા ધ��મા��થે+ "કું	ન
કું�+એ છે+એ અન	 જો	 �+તા	 અમા	 કુંપ્��ન	 છે��+ દ+ધ�� છે	. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ0 ��: 03:43)

તા	થે+, ક્રુ�"કું�(Kruskal)ન�� એલ્ગો�ડિ�ધમા એ પૅણે ��ર્ભ+ અલ્ગો�ડિ�ધમા છે	, આ ડિકું"�મા�� આપૅણે	 કું�ઈ નથે+ બીન�વતા� . તા	થે+,
પ્રો�થેલિમાકું એલ્ગો�ડિ�ધમામા�� �+જો	ક્"ટ્રી�(Dijkstra's)ન� એલ્ગો�ડિ�ધમ્ તા�+કું	 વધ�, અમા	 વધતા+ પૅ�દગો+, દ�	કું જોગ્યુ�એ "થે�લિનકું
પૅ�દગો+ઓ કું�+એ છે+એ. મા�દ્દ�, આપૅણે	 હવ	 જો	  જાણે+એ છે+એ તા	ન� આધ��	, આપૅણે	 આગોળ શે�� કું�+શે�� તા	 જો�ઈશે��. અહF,
અમા	 અગો�ઉથે+ પૅ�દગો+ કું�+એ છે+એ,  આપૅણે	 શેરૂઆતામા�� જો કુંહ+એ છે+એ કું	 આપૅણે	 બીધ� ધ��ન	 Q!0 કું�+એ અન	 તા	
ક્રુમામા�� કું�+એ. અન	 ફ�+થે+ તા	 આ ચે�ક્કું ક્રુમામા�� કું�વ�થે+ "પૅષ્ટ નથે+ થેયુ�� જો	ણે	 શેરૂઆતામા�� જો નક્કું+ કુંયુ�U છે	 કું	 અમાન	 એકું�દ�	
માહત્તમા ઉકું	� માળ	 છે	. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ0 ��: 04:13)

તા�,  ફ�+ એકુંવ�� આપૅણે	 તા	 જો પૅડિ�ણે�માન� ઉપૅયુ�ગો કું�+શે�� જો	  આપૅણે	 પ્રો+મ્(Prim’s)ન+ એલ્ગો�ડિ�ધમાન� ઉપૅયુ�ગો કુંયુZ
હતા�, આ ન્યુ;નતામા લિવર્ભ�જોકું પ્રોમા	યુ. તા	થે+,પ્રોમા	યુ એ શે�� કુંહ્યા�� તા	 યુ�દ કું��, તા	 કુંહ	 છે	 કું	 જો� તામા	 લિશે��નિંબીદ�ન� મા;હ �� અન	 બી	
લિબીન-ખ��+ જો;થે� યુ� અન	 �બીલ્યુ�મા�� લિવર્ભ�લિજોતા કું�� અન	 જો� આપૅણે	 Cથે+ ન�ન�� ધ�� �ઈએ, તા� હવ	 ગ્રા�ફ જો���યુ	� છે	.
તા	થે+, આ !;�ન	 જો��તા+ ધ�� હ�વ+ આવશ્યુકું છે	, અમા	 ન�ન� ર્ભ�ગો�ન	 એકું �થે	 જો��+એ છે+એ જો	  દ�	કું ર્ભ�ગોન	 એકું�થે	
જો��	 છે	, પૅછે+ આ ધ�� દ�	કું ફ	��યુ	�+ વ2ક્ષ પૅ� જો હ�વ� જો�ઈએ, દ�	કું �ઘુ�ત્તમા ખચે[ ઝા��વ�� જો�ઈએ, આ પ્રોમા	યુએ કુંહ્યા�� છે	. 
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હવ	,  તા	થે+,  જ્યુ��	 પૅણે આપૅણે	 ધ�� ઉમા	�+એ ત્યુ��	 કું�ઈ ધ�� નથે+,  તા	  2 એન પૅ�ઈન્! અ�ગો ઘુ!કું�મા�� છે	.  તા	થે+,  આપૅણે	
પ્રોમા	યુન� ઉપૅયુ�ગો કું�+ �હ્યા� છે+એ, ચે��� આપૅણે	 કું	લિપૅ!� યુ�ન	 ધ�� અન	 કું	લિપૅ!� �બ્લ્યુ� ન� ઘુ!કું �થે	 �હ	વ� મા�!	 કુંહ+એ,

બી�કું+ન� જો	 પૅણે બીહ�� છે	, તા	થે+ આ બી�હ્યા ઘુ!કું છે	. તા	થે+, આપૅણે+ પૅ�	 યુ� અન	 જો	  પૅણે તા	 જો���યુ	��� છે	. તા�, આ મા�રું� 	!
યુ� છે	  અન	 પૅછે+ મા��+ પૅ�	 બી�કું+ન� લિશે��નિંબીદ�ઓ છે	 , તા	થે+ યુ� આ નિંબીદ�એ જો� દ� જો� દ� ઘુ!કુંમા�� કું�ઇકું જો���યુ	��� છે	 , પૅ��તા� તા	
અન્યુ બીધ� ઘુ!કું� છે	 જો	ન	 હ� � �બીલ્યુ� કુંહ� � છે� �. તા	થે+ હવ	 આપૅણે	 ખબી� છે	 કું	 આ પૅહ	�+ વ�� છે	 જ્યુ��	 આપૅણે	 યુ� થે+ વ+ કુંન	ક્!
કું�વ�ન� પ્રોયુ� કું�+ �હ્યા� છે+એ, યુ� થે+ વ+ કુંન	ક્! થેયુ	�� નથે+, અત્યુ�� �ધ+. પૅ��તા�, અમા	 વજોનન� ચે�તા� ક્રુમામા�� ધ�� તા�ફ
જો�ઈ �હ્યા� છે+એ, તા	થે+ જો� તામા	 બીધ+ ડિકુંન��+ઓ જો�ઓ. તા	થે+, આ વતા0મા�ન ધ��ન	 આપૅણે	 ej કુંહ	વ�મા�� આવ	 છે	, તા	થે+ જો�
તામા	 બીધ� ડિકુંન��+ઓ જો�ઓ જો	 તામા	 ej ઓછે� નથે+ 1 તા� તા	મા��ન� કું�ઈપૅણે યુ�ન	 વ+ જો���યુ	��� નથે+, તા	 યુ�ન	 જો��તા� ઘુ!કું છે	.
કું��ણે કું	, તા	 ઘુ!કુંન	 યુ�ન	 મા�વતા+ ઘુ!કું ધ��વતા�� હતા��. જ્યુ��	 આ ધ�� ઉમા	�+ શેકું	 છે	 , ત્યુ��	 આ ધ�� ચેક્રુ બીન�વ	 છે	 . તા	થે+, આ
પૅહ	�� તાબીક્કું� છે	 જો	  આપૅણે	 બી	 ચે��મા�� કુંન	ક્!ન� ઉપૅયુ�ગો કું�+ શેકું+એ છે+એ જો	 આપૅણે	 જો�ઈ નથે+, તા	થે+ આન	 પૅણે જો��	
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છે	.  તા	થે+,  આન	 એકું�થે	 મા;કુંવ�,  આ Cથે+ ન�ન+ ધ�� છે	  જો	  મા;�+ યુ�ન	 બીહ��ન+ મા;�+ વ+ �થે	 જો��	 છે	.  અન	 આ ન�ન�
તાબીક્કું�ઓ હ�વ�થે+, પ્રોમા	યુ અમાન	 કુંહ	 છે	 કું	 આ વ2ક્ષમા�� હ�વ+ જો�ઈએ અન	 તા	થે+ ક્રુ�"કું�(Kruskal)ન� આ વ2ક્ષમા�� મા�વ	શે
કું�વ�ન� લિવચે�� ��� છે	,  આ એકું ધ�� છે	  તા	 ઇનપૅ�! વ2ક્ષ હ�વ� જો જો�ઈએ.  તા	થે+,  ક્રુ�"કું�(Kruskal)ન� એલ્ગો�ડિ�ધમા
ઉમા	�	�+ પ્રોત્યુ	કું ધ�� ખ�	ખ� ન્યુ;નતામા લિવર્ભ�જોકું પૅ� મા�ન્યુતા� આપૅ	 છે	. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ0 ��: 07:11)

તા	થે+, હવ	 આપૅણે	 ચેક્રુ બીન�વવ�ન+ આ લિમા�કુંતાન	 કું	વ+ �+તા	 ટ્રી(કું ��ખવ�� તા	 નક્કું+ કું�વ�� પૅ�શે	. યુ�દ ��ખ� કું	 જ્યુ��	 પૅણે આપૅણે	
ધ�� ઉમા	�+શે��,  તામા��	 પૅહ	�� તા	ન	 ફ�મા0 ચેક્રુ તાપૅ�વ�� જો�ઈએ અન	 જો� તા	 કું�ઈ ચેક્રુ બીન�વતા�� નથે+,  તા� તામા��	 શે�મા	� કું�વ��
આવશ્યુકું છે	. તા	થે+, તાપૅ�વ�ન� Cથે+ �ળ �"તા�, પૅ��તા� ધ�� એ ઘુ!કુંન	 ટ્રી(કું ��ખવ� મા�!	 એકું ચેક્રુ બીન�વતા�� નથે+, જો� બી	
અ�ગો ઘુ!કું� પૅ� ધ�� શે�મા	� હ�યુતા	 ધ�� અન	 એકું ઘુ!કું�ન� એકું પૅ�ઇન્! છે	  અન	 અન્યુ ર્ભ�ગોમા�� ધ��ન+ એકું પૅ�ઇન્! છે	 .
પૅછે+, પ્રોત્યુ	કું ઘુ!કું� એકું વ2ક્ષ છે	 અન	 તા	થે+, આ બી	 વ2ક્ષ� અ�ગો છે	 અન	 તા	થે+, નવ+ ધ�� એકું ચેક્રુ બીન�વ	 છે	 . જો� બી	 પૅ�ઇન્!
મા�ન ઘુ!કુંમા�� હ�યુ તા� તા	 એકું ચેક્રુ બીન�વશે	. તા	થે+, નવ� ધ�� ન હ�યુ કું	 નહF તા	 ટ્રી(કું ��ખ+ન	 ચેક્રુ ઘુ!કું�ન	 ટ્રી(કું ��ખવ� મા�ન
છે	. તા�, આપૅણે	 ઘુ!કું�ન� ટ્રી(કું કું	વ+ �+તા	 ��ખ+એ છે+એ, �રૂ, આપૅણે	 મા;ળર્ભ;તા �+તા	 ઘુ!કું�ન	 �	બી� કું�+ શેકું+એ છે+એ અન	 તા	
કું��ણે કું	  અમા��+  પૅ�	  n  લિશે��નિંબીદ�ઓ છે	  અન	  શેરૂઆતામા��  ત્યુ��  તામા�મા "વતા�ત્ર "વતા�ત્ર લિશે��નિંબીદ�ઓ છે	  જો	  ક્રુ�"કું�ન�
એલ્ગો�ડિ�ધમ્ન� પ્રો���લિર્ભકું નિંબીદ�મા�� કું�ઈ ડિકુંન��+ઓ નથે+, બીધ�� ડિ�"કુંન	ક્! થેઈ ગોયુ�� છે	. તા	થે+, શેરૂઆતામા�� આપૅણે	 n લિશે����બી
n ઘુ!કું� છે+એ, તા	 એકું વ"તા� જો	  કુંહ	 છે	 તા	 ઉમા	�	 છે	, પૅ��તા� પ્રોત્યુ	કું લિશે��નિંબીદ� હ� � ઘુ!કું� ર્ભ�ગોથે+ �બી�લિધતા છે� �. હવ	, હ� � તામાન	 ધ��
ઉમા	�+ શેકું�� છે� �, v જો� તામા��� ર્ભ�ગોન� ર્ભ�ગો v ન� ઘુ!કુંથે+ જો� દ� હ�યુ અન	 તામા	 ઘુ!કુંન� ઘુ!કું પૅ� v ન� ઘુ!કું�થે+ અ�ગો હ�વ
તા� આ પૅછે+ શે�� થે�યુ છે	 તા	 બી	 ઘુ!કું� મા�ન બીન	 છે	 . તા	થે+, કું	!��કું ઘુ!કું�ન	 માજો0 કું�વ� મા�!	 કું	!��કુંન	 ઉમા	��, બી+જી બી�જો�  તા	
મા�ન મા;ર્તિતા પૅ� આધ�� ��ખ	 છે	. 
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તા	થે+, હવ	 આ એલ્ગો�ડિ�ધમાન� લિવગોતાવ�� લિવવ�ણે છે	, તા	થે+ આપૅણે	 ઈ 1 ન	 વજોન દ્વ��� ગો�ઠવ	� ડિકુંન��+ઓ આપૅ+એ તા	
પૅહ	���, શેરૂઆતામા�� આપૅણે	 કુંહ્યા�� કું	 દ�	કું નિંબીદ� 1 t તા	ન�� ઘુ!કું�મા�� છે	 j ન+ n ઘુ!કું�મા�� દ�	કું j મા�!	 j છે	. તા�, 1 એ ઘુ!કું� 1 અન	
2  ઘુ!કું  2  છે	  અન	 તા	થે+ આગોળ,  હવ	 આપૅણે	 ડિકુંન��+ઓન� ખ��+ મા;હથે+ પ્રો���ર્ભ કું�+એ છે+એ અન	 હવ	 આપૅણે	 આ
ડિકુંન��+ઓ આગોળ ચેઢતા� ક્રુમામા�� ગો�ઠવ+શે��. તા	થે+, અમા��+ પૅ�	 અન�ક્રુલિમાતા Q!0મા�� પૅહ	�+ ધ�� તા�ફ લિનદ[શે��કું ઇન્�	ક્ છે	 ,
તા	થે+ આ મા��+ અન�ક્રુમાલિણેકું� છે	. તા	થે+, જ્યુ�� �ધ+ આપૅણે	 તા	ન	 n ઓછે� ખ;ણે�મા�� ઉમા	�તા� નથે+, આપૅણે	 આ ક્રુમામા�� ગો�ઠવ	�
ક્રુમામા�� હ� � ધ��ન+ ધ�� તા�ફ જો�યુ	�� છે	, તા	 તામા��+ લિવરુંદ્ધ છે	. જો� તામા�રું� વતા0મા�ન ઘુ!કું v ન+ વતા0મા�ન ઘુ!કુંમા�� જો� દ�� હ�યુ,

તા� પૅછે+ અમાન	 ખ�તા�+ છે	 કું	 ધ�� ઉમા	�વ�� ચેક્રુ બીન�વશે	 નહF. તા	થે+, આપૅણે	 એકું વ2ક્ષમા�� ઉમા	યુ�U છે	 અન	 હવ	 આપૅણે	 ઘુ!કું�ન�
આ જો���ણેન	 કું�વ�� પૅ�શે	, હવ	 કુંણે0ન� ઘુ!કું મા�ત્ર એકું �ખ્યુ� છે	. તા	થે+, અમા��� મા;હમા�� દ�	કું j મા�!	 હવ	 મા"યુ� એ છે	 કું	
આ ઘુ!કું� પૅહ	���  માજો0  થેઈ શેકું	 છે	.  તા	થે+,  તામા��� ઘુ!કું�મા��  v  ન	 અન્યુ લિશે��નિંબીદ� ઘુ!કું શે�મા	� હ�ઈ શેકું	  છે	  જો	  બી+જા
લિશે����બીન	 કું�+ શેકું	 છે	 અન	 તા	 બીધ�ન	 હવ	 આપૅણે	 મા�ન ઘુ!કું �ખ્યુ� આપૅવ+ જો�ઈએ. તા	થે+, તા	 બીધ� નવ� મા�ન �ખ્યુ�
છે	, તા	થે+ મા��+ પૅ�	 કું�ઈ લિવકુંલ્પૅ નથે+, પૅ��તા� મા��� j લિશેર્ષ0કું�મા�� દ�	કું j "કું	ન કું�વ� મા�!	 અન	 જ્યુ��	 પૅણે ધ��	 પૅ�	 મા�ન
ઘુ!કું� છે	, ત્યુ��	 હ� � તામાન	 કુંયુ� ઘુ!કુંન	 ફ�+થે+ 	! કુંરું� છે� �. તા	થે+, આ બીધ�� પૅછે+ જો	  મા�ન ઘુ!કું�ન+ �ખ્યુ� છે	  v તા�+કું	 v એ
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તામાન	 મા�ન ઘુ!કું ન�બી�� માળ્યુ� છે	. તા	થે+, તા	થે+, અ�કું��કું �+તા	 બી	 ઘુ!કું�ન	 એકુંન� ઘુ!કું�મા�� માજો0 કું�વ�મા�� આવ્યુ� છે	 . તા	થે+,
આ ક્રુ�"કું�(Kruskal)ન� એલ્ગો�ડિ�ધમ્ છે	, ફક્તા કુંહ	 છે	 કું	 ધ��ન	 ધ્યુ�નમા�� ��ખવ�� અન	 જો� તા	ઓ જો� દ� જો� દ� ઘુ!કું�ન	 જો��	
છે	,  તા� તા	મા�� ઉમા	�� અન	 ઘુ!કું�ન	 માજો0  કું��,  જો� તા	ઓ લિવલિવધ ઘુ!કું�ન	 કુંન	ક્! ન કું�	 તા� તા	 એકું દ	ખ�વ બીનશે	,  તા	થે+ મા�ત્ર
તા	મા��થે+ જો દ;� થેઈ જોશે	. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ0 ��: 10:26)

તા	થે+,  ક્રુ�"કું�(Kruskal)ન� એલ્ગો�ડિ�ધમ્મા��  પ્રોથેમા જોડિ!�તા� શે��  છે	  તા	  તા	ન	  ધ��ન	 Q!0  કું�વ�ન+ જોરૂ� છે	.  તા�,  આપૅણે	
જાણે+એ છે+એ કું	 આપૅણે	 n ધ�� અન	 m ��ગો m !�ઇમાન	 Q!0 કું�+ શેકું+એ છે+એ, પૅ��તા� n એ મા�!�ર્ભ�ગોન� n ચે��મા�� છે	,
તા	થે+ ��ગો ઇન 2 વખતા ��ગો n હશે	. તા� ��ગો n ન� ક્રુમા ��ગો એમાન� ક્રુમામા�� મા�ન છે	 . તા	થે+, હ� � એમા પૅણે �ખ+ શેકું�� છે� �  કું	
m ��ગો n છે	, તા	થે+ આ �ખવ�ન�� ફક્તા એકું બી+જો� �  �"તા� છે	. તા	થે+, આ Qર્ટિં!ગો એમા ��ગો એમા માયુ �	શે	. હવ	, અમા��+
પૅ�	 બી�હ્યા �;પૅ છે	 

((માયુન��દર્ભ0: 11:00)),

તા	થે+ આ �;પૅ જો	 અહF ચે��	 છે	, �મા�ન્યુ �+તા	 આ ;લિચેમા��ન� તામા�મા ડિકુંન��+ઓ દ્વ��� ચે��	 છે	. કું��ણે કું	, તા	 ખ;બી જો ��+
�+તા	 થેઈ શેકું	 છે	  કું	 કું�ઈ પૅણે કું��ણે� પૅ�છે�� ર્ભ�ગો	 વ2ક્ષન	 માળ્યુ��.  તા	ન� બીદ�	,  ઉદ�હ�ણેમા�� આપૅણે	 Cથે+ મા�!� ડિકુંન��	
જો�યુ�� તા	 વ2ક્ષમા�� શે�મા	� છે	, કું��ણે કું	 તા	 એકુંમા�ત્ર એકું છે	  જો	  આપૅણેન	 ચે�ક્કું લિશે����બી �થે	 જો��	 છે	 . તા�, આપૅણે+ પૅ�	
બી�હ્યા �;પૅ છે	, તા	 એમા �ખ�ણે છે	,  હવ	 આ એમા માયુમા�� આપૅણે	 ઘુ!કું�ન	 �ધ��વ�ન� દ�	કું ર્ભ�ગો મા�!	 અપૅ�	! કું�+શે�� જો	
ફક્તા n ઓછે� 1 વખતા થે�યુ છે	. પૅ��તા�, જ્યુ��	 આપૅણે	 ઘુ!કુંન	 અપૅ�	! કું�+એ છે+એ, ત્યુ��	 જો આપૅણેન	 મા"યુ� હ�યુ છે	,
કું��ણે કું	 ઘુ!કું�ન+ �ખ્યુ� બીદ�વ� મા�!	 આપૅણે	 બીધ� લિશે��નિંબીદ�ઓ દ્વ��� "કું	ન કું�વ�� પૅ�શે	.  તા	થે+,  ઘુ!કુંન� પ્રોત્યુ	કું અપૅ�	!,

દ�	કું માર્જિંજોગો ઘુ!કું� કું	 જો	  તા	 ઓ�0� એન !�ઇમા છે	  અન	 આ પૅ�તા	 n ઓછે� 1 વખતા થે�યુ છે	. કું��ણે કું	, આપૅણે	 દ� વખતા	
જ્યુ��	 વ2ક્ષ પૅ� ધ�� ઉમા	�+એ છે+એ, ત્યુ��	 તા	 બી��બી� n ઓછે� 1 થે�યુ છે	. તા	થે+, અમા��	 1 ન+ બી�દબી�કું+ 1 અપૅ�	ટ્ અન	
દ�	કું અપૅ�	! ઑ�0� n વખતા હ�વ�� જો�ઈએ. તા	થે+, આપૅણે+ પૅ�	 n ચે�� ક્રુમામા�� એકું�દ� જોડિ!�તા� છે	. હવ	, યુ�દ ��ખ� કું	
પ્રો+મ્(Prim’s) એલ્ગો�ડિ�ધમા એન "ક્વ	� Cથે+ ખ��બી કું	 હતા� અન	 પૅછે+ અમા	 વધ� ��+ મા�લિહતા+ મા�ળખ�� �થે	 કુંહ્યા�� હતા��
કું	 અમા	 તા	ન	 ન+ચે	 વત્ત� એમા પ્� n ન	 ��વ+ શેકું+એ છે+એ. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ0 ��: 12:12)

તા�,  આપૅણે	 અહF શે��  કું�+ શેકું+એ?  તા	થે+,  ચે��� આપૅણે	 મા"યુ�ન+ તાપૅ� કું�+એ,  મા"યુ� મા;ળર્ભ;તા �+તા	  આ �	બીનિં�ગો
વ્યુ;હ�ચેન� છે	. હવ	, જ્યુ��	 આપૅણે	 ઘુ!કું�ન	 �	બી� કું�+એ છે+એ અન	 આ �	ખ+યુ "કું	ન કું�+એ છે+એ ત્યુ��	 ઘુ!કું�ન	 માજો0 કું�વ�
મા�!	  અમા	  ઓ�0�  n  માયુ પૅ��  કું�+  �હ્યા�  છે+એ.  તા	થે+,  આપૅણે	  ડિ�જોક્"ટ્રી�ન�  એલ્ગો�ડિ�ધમ્ અન	  પ્રો+મ્(Prim’s)

એલ્ગો�ડિ�ધમ્ મા�!	ન� ઢગો�� જો	વ� જો શે�ધ+ શેકું+એ છે+એ જો	થે+ તા	માન	 �ઘુ�તામા કુંણે� ઉમા	�વ�મા�� અન	 અ�તા�ન	 અપૅ�	! કું�વ�
મા�!	, અહF આપૅણે	 શે�ધ+શે�� કું	 આપૅણે	 આ ઘુ!કું મા�ળખ�� જાળવ+ ��ખવ�ન+ જોરૂ� છે	 . તા	થે+, ધ��� કું	 આપૅણે	 	! વ+ �થે	
કું�મા કું�વ� મા��ગો+એ છે+એ જો	 લિવલિવધ ઘુ!કું�મા�� ર્ભ��ગો+ છે	. તા	થે+, તા	મા�� કું�ઈ પૅણે માયુ	 ઘુ!કું� છે	 જો	ન	 તા	ઓ A, B, C, D, E

કુંહ	 છે	  અન	 પૅછે+ મા��+ પૅ�	 આ ઘુ!કું�થે+ �બી�લિધતા વ્યુલિક્તાગોતા ઘુ!કું� છે	 . તા	થે+, તા	મા��ન+ �ખ્યુ� ઘુણે+ છે	, એકુંન� �વ�ળ�
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અન	 તા	થે+ વધ�. તા	થે+, તામા	 જો	 વ"તા�ઓ કું�વ� મા�ગો� છે� તા	મા��થે+ એકુંન�� ન�મા વ![ક્ વ+ છે	, તામા��	 પૅ;છેવ�� છે	 કું	 કુંયુ� ઘુ!કું� નથે+.
તા	થે+, આ શે�ધ+ કું�ઢવ�મા�� આવ	 છે	, ઘુ!કું શે�ધ+ કું�ઢ	� છે	, પૅ��તા� n બી+જી વ"તા� વ![ક્ ન	 આપૅવ�મા�� આવ	 છે	. તા�, મા�ન+ ��
કું	 માન	 au અન	 v આપૅવ�મા�� આવ	 છે	 તા	 આ બી�ન	ન	 માજો0 કું�શે	, તા	થે+ આ બી	 ઘુ!કું� �� અન	 પૅછે+ મા�ન ન�મા મા	ળવ�. તા	થે+,
તા	માન	 બીધ� + કુંQ� કું�� અથેવ� તા	માન	 બીધ� કુંQ� કું��, તા	થે+ તા	ન	 યુ�લિનયુન કુંહ	વ�મા�� આવ	 છે	, યુ�લિનયુન તા	 ઘુ!કું� �	તા�� નથે+ જો	
તા	 બી	 પ્રોલિતાલિનલિધઓ �	 છે	, એકું પ્રોલિતાલિનલિધ એકું ઘુ!કું� અન	 અન્યુ ઘુ!કું�મા��થે+ એકું પ્રોલિતાલિનલિધ અન	 પૅ�તા	 ઘુ!કું�મા�� �હ	�+ દ�	કું
વ"તા�ન	 માજો0  કું�	 છે	.  તામા	 ઘુ!કું વ+ મા�� બીધ�� �થે	.  અન	 આ બી�ન	 કું�માગો+�+ છે	;  દ	ખ+તા+ �+તા	,  આપૅણે	 ક્રુ�"કું�(Kruskal)ન�
એલ્ગો�ડિ�ધમ્ કું�+એ છે+એ, v એ શે�ધ+ કું�ઢવ�� જો�ઈએ કું	 જો� તામા��+ પૅ�	 ધ�� હ�યુ તા�, તા	 જો ઘુ!કું પૅ� તાપૅ� કું�વ� મા�!	
v એ તામાન	 ઘુ!કુંન+ ઘુ!કું માળ+ છે	, તા	 મા�ન છે	. તા	ન� અથે0 એ છે	 કું	, શે�મા	� ઘુ!કું તા	ઓ અ�ગો અન	 અ�ગો ઘુ!કું� છે	 અન	
અમા	 આ ધ�� ઉમા	�+ શેકું+એ છે+એ.  હવ	,  જો� તામા	  ધ�� ઉમા	��  છે�,  તા� અમા��	  યુ�લિનયુન લિવરુંદ્ધ કું�વ��  પૅ�શે	,  તા	થે+ આ
ચે�ક્કુંપૅણે	 બી	 ઓપૅ�	શેન્ છે	 અન	 અમા	 શે�ધ+શે�� કું	 આ �	!� મા�ળખ�� છે	 જો	ન	 યુ�લિનયુન તા�+કું	 ઓળખવ�મા�� આવ	 છે	 , આ બી	
ઓપૅ�	શેન્ન	 કું��ણે	, જો	 વ�"તાવમા�� આ કું�યુ0ક્ષમા �+તા	 કું�+ શેકું	 છે	 . . અન	 અ�કું��કું �+તા	 અથે0 થે�યુ છે	 કું	, તા	ન� અથે0 એ છે	 કું	
તા	 આ ચે�� વ"તા�ન	 દ;� કું�+ શેકું	 છે	 અન	 m ��ગો n ન+ કિંકુંમાતા પૅ� બીધ�� ��વ+ શેકું	 છે	 અથેવ� યુ�દ ��ખવ�� જો�ઈએ કું	 અમાન	
આ પ્રોકું��ન+ જોરૂ� છે	. અમા�રું� પ્રોથેમા પૅગો��� એ ડિકુંન��+ઓમા�� Q!0 કું�+ન	 ક્રુ�"કું�ન� એલ્ગો�ડિ�ધમ્ પ્રોકું��ન� ડિકુંન��+ઓ જો	વ��
હતા��. તા�, m ��ગો n એ કું�ઈકું છે	  જો	  આપૅણેન	 ધ��ન	 Q!0 કું�વ� મા�!	 મા�ન છે	 . આ ઉપૅ���તા, આવશ્યુકુંપૅણે	 આ ઢગો��મા��
આ અપૅ�	ટ્,  યુ�લિનયુન અપૅ�	ટ્ વ�"તાવમા�� ��ગો n ન	 પૅ�છે� �  શે�ધ	 છે	.  અન	 યુ�દ ��ખ� કું	 આ અપૅ�	ટ્ આ પૅ�ન��વર્તિતાતા
�;પૅમા�� થેઈ �હ્યા�� છે	. તા	થે+, આપૅણે	 વ�"તાવમા�� પ્રો+મ્ન+ એલ્ગો�ડિ�ધમાન+ જો!+�તા�ન	 આન� જો	વ+ જો કું�ઈકું મા	ળવ+એ છે+એ. 
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ડિ�ઝા�ઇન અન	 એન�લિ�લિ ઓફ એલ્ગો�ડિ�ધમ્ (Design and Analysis of Algorithms)
પ્રો�ફ	� મા�ધવન મા�કું��દ (Prof. Madhavan Mukund)

ચે	ન્નઈ મા	થે	મા	ડિ!કું� ઇલિન્"!ટ્યુ�! (Chennai Mathematical Institute)
વ%કું 5

મા�ડ્યુ�� - 01
�	ક્ચે� - 32

યુ�લિનયુન - �	!� "ટ્રક્ચે� શો�ધ�

તે	થે%,  જ્યુ��	 આપણે	 �ઘુ�તેમા પ�થે� મા�!	 અન	 �ઘુ�તેમા પ�થે મા�!	 વજનવ�ળા� આ�	ખ જ�વ� અન	 વ3ક્ષો�ન� �ઘુ�ત્તમા ખચે6
મા�!	, કું	!��કું અપ�	ટ્ન	 કું�યુ6ક્ષોમા બન�વવ� મા�!	 �	!� "ટ્રક્ચે� ન� ઉપયુ�ગો કુંયુ9. તે	થે%, તે	 માયુ	 અમા	 ધ��%એ છી%એ કું	 આ
�	!� "ટ્રક્ચે� ઉપ�બ્ધ હતે� અન	 અમા	 આ અલ્ગો�ડિ�ધમ્ન� લિવશ્�	ષણેન	 લિનધ�6ડિ�તે કું�વ� આગોળા વધ્યુ�. હવ	, ચે��� પ�છી�
જઈએ અન	 આ �	!� "ટ્રક્ચે�ન	  જ�ઈએ.  તે	થે%,  અમા	 યુ�લિનયુનન	  �	!�  "ટ્રક્ચે� �થે	  પ્રો���ભ કું�%એ છી%એ જ	ન� ઉપયુ�ગો
ક્રુ�"કું�ન� અલ્ગો�ડિ�ધમામા�� (Kruskal’s algorithm) ઓછી�મા�� ઓછી� ખચે6વ�ળા� વ3ક્ષો મા�!	 થે�યુ છી	. 

("��ઇ�માયુન� �દભ6 ��: 00:28)

તે�,  યુ�દ કું�� કું	 ક્રુ�"કું�ન�� એલ્ગો�ડિ�ધમા (Kruskal’s algorithm) કું	વ% �%તે	 કું�યુ6 કું�	 છી	.  અમા	 ડિકુંન��%ઓન� ચેઢતે� ક્રુમામા��
ગો�ઠવણે% કું�%એ છી%એ અન	 અમા	 આ ક્રુમામા�� ડિકુંન��%ઓન% પ્રોડિક્રુયુ� કું�%એ છી%એ. તે	થે%, અમા	 દ�	કું ધ�� પ�દ કું�%એ છી%એ.

જ� તે	 કું�ઈ ચેક્રુ બન�વતે�� નથે%, તે� આપણે	 તે	ન	 વ3ક્ષોમા�� ઉમા	�%એ છી%એ અન	 આપણે	 અવ��કુંન કું�%એ છી%એ કું	 ચેક્રુ બન�વવ��
એ અત્યુ�� �ધ%ન� ઘુ!કું�ન	 ટ્રEકું ��ખવ� જ	વ�� જ છી	, અન	 એ તેપ�વ�� છી	 કું	 અ�લિતેમા બિંબદ�ઓ લિવલિવધ ઘુ!કું�ન	 �	ખ� બન�વ	 છી	 .
તે	થે%,  જ�  u  અન	  v  હ��મા�� જ���યુ	� ન હ�યુ તે� ધ�� યુ�વ% ઉમા	�% શોકું�યુ છી	 .  તે	ઓ એકું જ ઘુ!કુંમા�� નથે%.  હવ	,  ધ��
ઉમા	�વ�ન��  પડિ�ણે�મા  તે�%કું	,  બ	  ઘુ!કું�  જ���યુ�  છી	.  તે	થે%,  આપણે	  તે	  બ	  ઘુ!કું�ન	  માજ6  કું�વ��  પ�શો	.  તે	થે%,  ક્રુ�"કું�ન�
એલ્ગો�ડિ�ધમાન�  (Kruskal’s algorithm) અમા� કું�વ� મા�!	  મા�શ્કું	�% એ કું�યુ6ક્ષોમાતે�ન� આ �ગ્રહન	 ટ્રEકું ��ખવ� મા�!	 છી	
જ	મા�� ખIણે� કુંયુ� ઘુ!કુંન	 અન��	 છી	 અન	 બ	 ઘુ!કું�ન	 માજ6 કું�વ� મા�!	, જ્યુ��	 પણે અમા	 તે	માન	 જ��તે� ધ�� ઉમા	�%એ છી%એ. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દભ6 ��: 01:22)

તે	થે%,  ઔપચે�ડિ�કું �%તે	  આપણે	  જ	  મા"યુ�ન� ઉકું	�  ��વવ�ન� દ�વ�  કુંયુ9  છી	  તે	  	!ન�  પ�!Kશોન જાળાવવ� અન	  આ
પ�!Kશોનન	 અપ�	! કું�વ� મા�!	 છી	. તે	થે%, પ�!Kશોન દ્વ��� અમા�રું� માતે�બ એ છી	 કું	 આપણે% પ�	 એકું 	! છી	 અન	 તે	 કું	!��કું
અ�ગો અ�ગો ભ�ગો�મા�� તેI!% ગોયુ�� છી	 . તે	થે%, આ બ	! ઓવ��	પ થેતે� નથે% અન	 દ�	કું તેત્વ આમા��ન� કું�ઈ પણે વ"તે�થે%
�બ�લિધતે નથે%. તે	થે%, ત્યુ�� કું	!��કું હ�ઈ શોકું	 છી	 કું	 જ	મા�� એકુંથે% વધ� તેત્વ હ�યુ અન	 દ�	કું તેત્વ એકું ભ�ગોમા�� બ��બ� Oપ�યુ	�
હ�યુ, અન	 આપણે	 આ પ�!Kશોન�ન	 ઘુ!કું� પણે કુંહ%એ. તે	થે%, ક્રુ�"કું�ન� એલ્ગો�ડિ�ધમા (Kruskal’s algorithm) અન	 અન્યુ
એલિP�કું	શોન્મા��,  ઘુણે%વ�� આપણે	 એકું પ�!Kશોન શોરૂ કું�%એ છી%એ જ	મા��  દ�	કું તેત્વ ચે��� છી	,  તે	 મા�Pતે થે�યુ છી	.  તે�,
આપણે% પ�	 પ�!Kશોનમા�� કુંદ�ચે બ	 ઘુ!કું� હ�તે� નથે%. તે	થે%, અમા	 આ 	ટિં!ગોન	 �	!� "ટ્રક્ચે� તે�%કું	 કુંS� કું�%શો��. તે	થે%, અમા	
તે	ન	 યુ�લિનયુનન	 બ���વ%શો�� કું��ણે કું	 આ �	!� "ટ્રક્ચે� પ� ખ�	ખ� જ	  બ	 ઓપ�	શોન્ અમા	 પ�!6 કું�%એ છી%એ તે	 શો�ધવ�મા��
આવ	 છી	. તે	થે%, આ એકું ક્વ	�% ઓપ�	શોન છી	. તે	 એકું તેત્વ છી	. માન	 જણે�વ� કું	 હ��મા�� તે	 કુંયુ� ઘુ!કુંથે% �બ�લિધતે છી	 . તે	થે%, આ
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એકું અપ�	! છી	 જ	  તે	 �	!� "ટ્રક્ચે� અપ�	! કું�તે�� નથે%. તે	 મા�ત્ર �	!� "ટ્રક્ચે� પIછી	 છી	 અન	 અમાન	 જણે�વ	 છી	 કું	 આમા��ન� કુંયુ�
પ�!Kશોન� હ��મા�� અલિ"તેત્વમા�� છી	,  અન	 પછી% અમા��% પ�	 એકું અપ�	! છી	  જ	  આપણેન	 બ	 ભ�ગો� �	વ�ન% પ�વ�નગો%
આપ	 છી	,  . તે	થે%, આપણે	 આ બ	 પ�!Kશોન� �ઈ શોકું%એ છી%એ અન	 હવ	 તે	માન	 એકું પ�!Kશોનમા�� ભ	ગો� કું�%એ. તે	થે%, આપણે	
આ યુ�લિનયુનન	, �ચે�� કુંહ%એ છી%એ. તે	થે%, એકું યુ�લિનયુન ઓપ�	શોન છી	  જ	  એકું �થે	 પ�!Kશોન�ન	 માજ6  કું�	 છી	  અન	 ત્યુ�� એકું
શો�ધ ઓપ�	શોન છી	 કું	 જ	  કુંયુ� પ�ર્ટિ!શોનન	 કુંહ	વ�મા�� આવ	 છી	 તે	ન� ટ્રEકું ��ખવ� પ�	 છી	 જ	  તેત્વ �થે	 �કુંળા�યુ	�% હ�યુ છી	 . આ
બ	 ઓપ�	શોન્ યુ�લિનયુનન	 �%ધ	 તે	 માIળાભIતે �%તે	 અન્યુ પ�!Kશોન� �થે	 માજ6  થેઈ જશો	 અન	 શો�ધશો	. અમા	 આ યુ�લિનયુનન	 �	!�
"ટ્રક્ચે� શો�ધ%એ છી%એ જ	  આ બ	 કું�માગો%�%ન	 અ�કું��કું �%તે	 !	કું� આપ	 છી	, અન	 આ યુ�લિનયુનન� પ્રો���ભ એ એકું ઑપ�	શોન
છી	 જ	 એકું 	! �	 છી	 અન	 તે	ન	 તે��	 છી	. તે	મા�� n એ ઘુ!કું છી	 જ	  દ�	કું ઘુ!કું� ધ��વ	 છી	. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દભ6 ��: 03:09)

તે	થે%, પ્રોથેમા મા"યુ� જ	ન� આપણે	 �માન� કું�વ� પ�શો	 તે	 ઘુ!કું�ન� ન�મા� લિવશો	 છી	 . આપણે	 આ ઘુ!કું�ન	 શો�� કુંહ%એ? તે	 એકું
�ળા ઉકું	� છી	.  આપણે	 ફક્તે માIહન� ઘુ!કું�ન	 ન�મા� તે�%કું	 જ ઉપયુ�ગોમા�� �ઈશો��.  તે	થે%,  આપણે	 કુંયુ� ન�મા આપ%એ તે	
ખ�	ખ� કું�ઈ વ��ધ� નથે%. આપણે	 મા�ત્ર માયુ��તે�	 તેપ� કું�વ� મા�!	 માથે6 હ�વ� જ�ઈએ કું	 શો�� S અન	 T અથેવ� u અન	 v
એ મા�ન ઘુ!કું છી	. તે	થે%, આપણે	 જાણેવ�ન% જરૂ� છી	  કું	 તેમા	 શો�ધવ� મા�!	 v ન% શો�ધ બ��બ� છી	. તે	થે%, અમા	 તેમાન	 શો�ધ%
કું�ઢ%એ છી%એ અન	 વ% શો�ધવ� મા�!	 કું	વ% પ�દગો% કું�%એ તે	 ચે�ક્કું પ�દગો% નથે%. તે	થે%, જ્યુ�� �ધ% આપણે	 ચેકું�% શોકું%એ
કું	 બ	 �	બલ્ મા�ન અથેવ� અ�ગો છી	, પ��તે� તે	ન�મા��થે% �	બલ્ન� લિનમા�6તે� માIહન	 બદ�	, આપણે	 વ�"તેવમા�� તેત્વ�ન	 	!
કું�વ� મા�!	 �	બલ્ પ�દ કું�%શો��. તે	થે%, શોરૂઆતેમા�� આપણે	 કુંહ્યું�� હતે�� કું	 દ�	કું તેત્વ એકું ભ�ગોમા�� છી	. તે	થે%, મા�ન% �� કું	 મા��%
પ�	 STU શો�મા	� છી	, પછી% શોરૂઆતેમા�� ત્રણે ભ�ગો� હશો	. એકુંમા�� એ હ�યુ છી	, જ	મા�� એકું મા�વતે�� હ�યુ છી	  અન	 તે	 એકું
છી	. તેમા��% પ�	 પ્રોશ્ન છી	  કું	 આપણે	 આ પ�!Kશોનન	 શો�� કુંહ%એ છી%એ. ઠ%કું છી	, આપણે	 તે	માન	 એકું જ વ"તે� કુંહ%એ છી%એ.

અમા	 આ પ�!Kશોનન	 બ���વ%એ છી%એ, આ પ�!Kશોન !%ન	 બ���વ� અન	 આન	 પ�!Kશોન કુંહ%એ. તે	થે%, કું	!�%કુંવ�� તેત્વન�
ન�મા� પ�ર્ટિ!શોન�ન� ન�માન� �દભ6 �	શો	. કું	!�%કુંવ�� તે	ઓ પ�તે�ન	 તેત્વ�ન� ન�માન� ઉલ્�	ખ કું�શો	. હવ	, જ્યુ��	 આપણે	 માજ6
કું�%એ ત્યુ��	 શો��  થે�યુ છી	?  ઉદ�હ�ણે તે�%કું	,  ધ��� કું	 આપણે	 આ બ	 પ�!Kશોન� માજ6  કું�%એ,  .  પછી%,  �	બ� મા�ન હ�વ��
જ�ઈએ. તે	થે%, તેત્વ બદ��તે�� નથે%, પણે કુંદ�ચે આપણે	 	! �ઈ શોકું%એ, �	બ� આપ%એ અન	 તે	ન	 બન�વ% શોકું%એ. તે	થે%,
હવ	,  બ�ન	 તેત્વ  u  અન	 તેત્વ !% પ�!Kશોન �	બ� !%,  જમાણે% છી	.  તે	થે%,  આપણે	 ફક્તે �	બલ્ન� માIહ તે�%કું	,  તેત્વ�ન�
ન�માન� ઉપયુ�ગો કું�%એ છી%એ. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દભ6 ��: 04:44)

તે	થે%, ખ� કું�%ન	 જ� તેમા	 ગ્ર�ફ �થે	 કું�મા કું�% �હ્યું� છી�, તે� તેત્વ� મા�!	 લિશો��બિંબદ�ઓ છી	 અન	 અમા��% પ�	 પહ	��થે% જ
�મા	�ન છી	 કું	 આપણે% પ�	 	!મા�� n લિશો��બિંબદ� છી	 અન	 આપણે	 તે	ન	 1 ન	 n ન	 કુંહ%એ છી%એ. તે	થે%, તેત્વ�ન� માIહ n થે% n
છી	 અન	 સ્રો�તે ઘુ!કું�ન� માIહ છી	. તે�, અ�	, આપણે	 હવ	 શો�� કું�%શો�� તે	 ટ્ર	કું ��ખવ�ન� Yથે% �ળા �"તે� એ�	 �યુ�લિજતે કું�વ�
મા�!	 છી	. તે�, આપણે% પ�	 એ�	 છી	 જ	  આપણે	 ઘુટ્! કું�%શો�� અન	 આ એ�	 શો�� કુંહ	શો	. ઠ%કું છી	, આ કુંહ	શો	 કું	 દ�	કું લિશો����બ મા�!	
ગો��ઠ� મા�Pતે થે�યુ છી	, તે	 કુંયુ� ઘુ!કું �થે	 છી	,  . તે	થે%, શોરૂઆતેમા�� આપણે	 કુંહ્યું�� હતે�� કું	 પ્રોત્યુ	કું ઘુ!કુંમા�� બ��બ� એકું ભ�ગો હશો	.
તે	થે%, અમા	 થે��� માયુ પછી% દ�	કું મા�!	 �મા�ન્યુ �%તે	 લિશો��બિંબદ� n, લિશો��બિંબદ� I અન	 ઘુ!કું I પ�	 હ�ઈ શોકું	 છી	, આ બદ��શો	.
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તે	થે%, આ ઘુ!કું 3 પ� ગોયુ� હ�ઈ શોકું	 છી	  કુંદ�ચે તે	 ઘુ!કું 7 પ� ગોયુ�� હશો	. તે	થે%, માયુ જતે�� ઘુ!કું જ	  યુ�લિનયુન ઓપ�	શોન્ન	
�%ધ	 બદ��વ �થે	 �કુંળા�યુ	�� છી	 , તે	થે% જ્યુ��	 આપણે	 તેમાન	 શો�ધ%શો��, ત્યુ��	 મા�ત્ર ઘુ!કુંન�� વતે6મા�ન માIલ્યુ પ�તે કું�%શો�� અન	
યુ�લિનયુન મા�!	 આપણે	 ફક્તે તે	 જ કું�વ�� પ�શો	, તેમા��	 બધ� ઘુ!કું� તેપ�વ� અન	 બન�વવ�� પ�શો	. , બ�ન	 ઘુ!કું� k અન	 k પ્રો�ઇમા
મા�ન �	બ� ધ��વ	 છી	. તે�, નવ�� �	બ� શો�ધવ�ન% જગ્યુ�એ, આપણે	 ક્યુ�� તે� કું	 અથેવ� કું	 પ્રો�ઇમા પ�દ કું�%શો��. આ ડિકું"�મા��
આપણે	 કું% વ�� પ�દ કું�%એ છી%એ.  તે	થે%,  આપણે	 શો��  કું�%શો��,  આપણે	 પ�� કું�%શો�� અન	 જ્યુ�� પણે આપણે	  AK જ�શો��,
આપણે	 એ.કું	. પ્રો�ઇમા દ્વ��� બદ�%શો��. તે	થે%, આપણે	 આ એ�	મા�� ફ�મા6 કું	 ન% પ્રોત્યુ	કું એન્ટ્ર%ન	 કું	 કું%મા�� ગો�ઠવ%શો��. તે�, આ બધ�
ઘુ!કું માIલ્યુ� પછી% આપણે	 k અથેવ� હવ	 k પ્રો�ઇમા, બધ� વર્ચ્યુયુ�6અ� કું	 વ�� હ�વ�ન�� પ�દ કું�%એ છી%એ અન	 કું% મા�ખ્યુ �હ	 છી	.
તે	થે%,  અ�કું��કું �%તે	 બ	 ઘુ!કું� માજ6  કું�વ�મા�� આવ્યુ� છી	 . તે	થે%,  આ યુ�લિનયુન શો�ધ એકું ખIબ �ળા અમા�%કું�ણે છી	 . તે	થે%,
ચે��� આપણે	 એકું જ!%�તે� દૃલિ_કું�ણેથે% આ એકું ખIબ જ ��% અમા�%કું�ણે કું	મા નથે% તે	 માજવ� અન	 માજવ� દ�. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દભ6 ��: 06:35)

તે	થે%, પ્રો���લિભકું વ"તે�ઓ બન�વવ� મા�!	 "પ_ �%તે	, આપણે	 એકુંવ�� એ�	ન	 "કું	ન કું�વ�� પ�શો	, અન	 પછી% મા��	 ફક્તે માIલ્યુ I.
તે�%કું	 ઘુ!કુંન	 પ્રો���ભ કું�વ�� પ�શો	.  તે	થે%,  આ ક્રુમામા��  n માયુ.  તે	થે%,  આ શો�ધ% કું�ઢ્યુ�� છી	.  એ જ �%તે	,  તેત્વ શો�ધ% કું�ઢવ�� એ
કું�યુ6ક્ષોમા છી	.  આપણે	 ફક્તે એ�	મા��  ith  ઘુ!કુંન	 જ�વ��  જ�ઈએ અન	 યુ�દ ��ખવ��  જ�ઈએ કું	 કું�ઈપણે તેત્વન	 ઍક્	 કું�તે%
એ�	મા�� તેતે માયુ ��ગો	 છી	. તે	થે%, આ એકું કું�યુ6ક્ષોમા ઑપ�	શોન છી	. તે	 તેતે માયુ �	 છી	. બ%જી બ�જ� , યુ�લિનયુન એ એકું
મા"યુ� છી	 કું��ણે કું	 આપણે	 યુ�લિનયુનન	 વણે6વ્યુ�� છી	 તે	 �%તે	, આપણે	 દ�	કું ન�� દ્વ��� પ�� થેવ�� પ�શો	, તે	ન�� ઘુ!કું છી	 કું	 નહc તે	
તેપ�વ�� જ�ઈએ અન	 જ� તે	ન�� ઘુ!કું એ છી	 , તે� ઉપકું�ણે કું	 ઘુ!કું જ� ઘુ!કું છી	 , તે� તે	ન	 અપ�	! કું�વ�� પ�શો	. તે	થે%, કું	 જ	  ઘુ!કું�
કું	 કું	 કું	 જ	 હ��મા�� ઘુ!કું� જ	વ� દ	ખ�યુ છી	 તે	ન� પ� ધ્યુ�ન આPયુ� લિવન�, આપણે	 બધ� ઘુ!કું�ન	 "કું	ન કું�વ�� પ�શો	 અન	 કું	 જ	  કું%
કું	 કું% છી	  તે	 અપ�	! કું�વ�� પ�શો	. તે	થે%, આ મા�ત્ર એકું યુ�લિનયુન ઓપ�	શોન મા�!	 ઓ�6� એન માયુ �	શો	 જ	  વતે6મા�ન પ�!Kશોન
	ટ્ તે�%કું	 કું	 કું	 કું	 કુંદન� કુંદથે% "વતે�ત્ર છી	. તે	થે%, જ� આપણે	 એમા જ	વ% કું�માગો%�%ન�� અન�ક્રુમાલિણેકું� કું�%એ, તે� આ ઓ�6�
એમા !�ઇમ્ n હશો	, અન	 જ� તે	 એન જ	વ% ડિક્રુયુ�ઓ હશો	, તે� તે	 n ચે�� હશો	,  . તે	થે%, એકું અન�ક્રુમાલિણેકું� એમા ઓપ�	શોન,

તે	મા��ન� દ�	કું ઑ�6� એન !�ઇમા �	શો	 અન	 અમા	 તે	ન� પ� વધ� �ધ��� કું�વ� મા��ગો%એ છી%એ.  તે	થે%,  માIળાભIતે �%તે	 આપણે	
જ�વ� મા��ગો%એ છી%એ કું	 આપણે	 યુ�લિનયુન ઓપ�	શોનન% ગોલિતેમા�� �ધ��� કું�% શોકું%એ છી%એ. 

("��ઇ�માયુન� �દભ6 ��: 07:54)

તે	થે%, ચે��� આપણે	 થે��� વધ��	 લિવ"તે3તે પ્રોલિતેલિનલિધત્વ કું�%એ. તે	થે%, આપણે	 આ એ�	 ઘુ!કુંન	 પહ	��ન% જ	મા ��ખ%એ છી%એ
જ	 આપણેન	 દ�	કું ભ�ગો મા�!	 કુંહ	 છી	 જ	 તે	 જ	 ઘુ!કું છી	 તે	, અન	 પહ	��ન�� ઘુ!કું�ન	 શોરૂઆતેમા�� 1 થે% n તે�%કું	 �	બ� થેયુ	� છી	.
ન�મા� એકું જ 	!મા��થે% દ��વ�મા�� આવ	 છી	. તે	થે%, માIળારૂપ	 1 થે% n એ લિશો����બ 1 થે% n છી	 અથેવ� ન�મા� ઘુ!કું� પણે છી	, અન	
શોરૂઆતેમા�� હ� � ભ�ગોન� ભ�ગો છી	. હ� � એકું ઘુ!કું માયુ છી	. હવ	, આપણે% પ�	 અ�ગો Iલિચે Iલિચે છી	,  . તે	થે%, દ�	કું ઘુ!કું મા�!	,
અમા	 હ��મા�� Iલિચે ��ખ%એ છી%એ. તે	થે%, શોરૂઆતેમા�� Iલિચે એ છી	 કું	 ઘુ!કું 1 મા�� વ!Kક્ 1 ઘુ!કું, 2 શો�મા	� છી	 અન	 2 થે% વધ�
છી	, પ��તે� માયુ��તે�	 આપણે	 પડિ�લિ"થેલિતે ધ��વ% શોકું%એ છી%એ કું	 ઘુ!કું 4, 1, 2, 4 અન	 શો�મા	� છી	. 7, બ��બ�. તે�, દ�	કું ઘુ!કું
મા�!	 આપણે% પ�	 લિશોષ6કું�ન% Iલિચે છી	 જ	  તે	 �બ�લિધતે છી	 અન	 અમા	 પણે કુંદન	 અ�ગો �%તે	 ��ખ%શો��. તે	થે%, આપણે	 કુંહ%શો�� કું	
આ ઘુ!કુંન�� કુંદ પણે 4 છી	 અન	 આ ઘુ!કુંન�� કુંદ 1 છી	. તે	થે%, અમા��% પ�	 બ	 હ�યુકું વ"તે�ઓ છી	. અમા	 તે	ન� ઘુ!કું�ન% યુ�દ%
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"પ_પણે	 દ�	કું ઘુ!કું મા�!	 ��ખ%એ છી%એ અન	 અમા	 આ Iલિચેન�� કુંદ પણે ��ખ%એ છી%એ.  તે	થે%,  આપણે	 જાણે%એ છી%એ કું	
શોરૂઆતેમા�� કું�ઈ પણે માયુ	 દ�	કું ઘુ!કું કું	!�� મા�!� છી	, અ�બત્ત, કુંદ 1 છી	. 

("��ઇ�માયુન� �દભ6 ��: 09:10)

તે	થે%, જ્યુ��	 આપણેન	 જરૂ� હ�યુ ત્યુ��	 યુ�લિનયુનન	 શો�ધ% કું�ઢ�, અમા	 કુંહ્યું�� કું	 ઘુ!કું I  મા�ન છી	  પહ	���ન� I ન% જ	મા, પછી%
અમા	 પ્રો���ભ કું�%એ છી%એ કું	 I Iલિચેન� ભ્યુ� જ	  ઘુ!કું છી� �  તે	 I દ�	કું ઘુ!કુંન� કુંદમા�� �હ	�% Iલિચેન	 મા�યુ�લિજતે કુંરું� છી� �. હવ	,
પહ	�� બ��બ� તે	 જ છી	  તે	 શો�ધ�.  આપણે	 ફક્તે ઘુ!કુંન	 જ�વ�� જ�ઈએ અન	 માIલ્યુ પ�તે કું�%શો��. I  જ	  ઘુ!કુંન	 બ	 યુ�લિનયુન�
લિનદeશો કુંરું� છી� �  તે	 પહ	��� પણે મા�ન છી	. તે	થે%, આપણેન	 જ	  કું�વ�ન% જરૂ� છી	 તે	 છી	, આપણે	 k ન	 લિનદeશો કું�તે% બધ% વ"તે�ન	
k ન	 અ�દ�ન% બ�જ�એ મા�કુંવ�ન% જરૂ� છી	. તે	થે%, ઘુ!કુંન% પ્રોત્યુ	કું એન્ટ્ર% કું	 જ	  કું	, કું% હ�વ� જ�ઈએ, પ��તે� હવ	 આપણે	 ભ્યુ�ન	
જ�ઈન	 આ કું�% શોકું%એ છી%એ.  તે	થે%,  આપણે	 બધ� તેત્વ�  1 ન	  n ન	 "કું	ન કું�વ�ન% જરૂ� નથે%.  આપણે	  k ન� ભ્યુ�મા��
દ	ખ�યુ છી	 તે	 દ�	કું તેત્વન	 જ�ઈ શોકું%એ છી%એ અન	 તે	ન� માIલ્યુન	 કું% પ્રો�ઇમા,   અપ�	! કું�% શોકું%એ છી%એ. તે	થે%, આ એકું બચેતે
છી	. હવ	 આપણે	 1 થે% એન �ધ% જવ�ન% જરૂ� નથે%. આપણે	 ફક્તે તે	 જ ભ્યુ પ� જ જ�યુ�� છી	  જ	  	! કું	 ન% છી	 . પછી%,
અ�બત્ત,  આપણે	 આ નવ% વ"તે�ઓન	 અપ�	! કું�વ�ન% જરૂ� છી	.  તે	થે%,  કું	 ન� ભ્યુ� હવ	 કું	 પ્રો�ઈમ્ન� ભ્યુ બન્યુ� છી	.
તે	થે%, આપણે	 આ બ	 યુ�દ%ઓન	 માજ6 કું�%શો��. હવ	, યુ�દ ��ખ� કું	 આ બ	 Iલિચે S!6 કું�	� ક્રુમામા�� છી	 . આપણે	 ધ��% �ઈએ છી%એ
કું	 તે	ઓ હ�મા	શો�� તેત્વ�ન� ન�મા ઉપ� ચેઢતે� �હ	 છી	. તે	થે%, બ	 S!6 કું�	� Iલિચેન	 માજ6  કુંયુ�6 પછી% અમા	 S!6 માજ6  કું�વ�મા�� કુંયુ�f,
અ�લિતેમા Iલિચેન% ��બ�ઇ મા�!	 પ્રોમા�ણે� માયુ �	 છી	.  તે	થે%,  આ ઘુ!કું કુંદ અન	 કું	 વ��ન� કુંદન� પ્રોમા�ણેમા�� �	ખ�કું%યુ માયુ
વ"તે� હશો	. છી	વ!	, હવ	 આપણે% પ�	 એકું નવ�� ઘુ!કું છી	 જ	  પહ	��ન% તે�ફ વહ	 છી	 . તે	થે%, તે	ન� કુંદ બ��બ� બ	 પ�છી�� બ	ન�
�વ�ળા� છી	. આ પ�!Kશોન� છી	. કું�ઈ હ� મા�ગો6 પ�ન��વતે6ન કું�વ�મા�� આવ્યુ�� હતે��. તે	થે%, દ�	કું ઘુ!કું જ	 પ�!Kશોનમા�� જ���યુ છી	 તે	
એકું નવ�� છી	. તે	થે%, k પ્રો�ઇમાન�� મા�પ બ��બ� મા�પન�� કું	 વત્ત� જIન� કુંદન� કું% વ�� છી	. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દભ6 ��: 10:47)

તે	થે%, અમાન	 આન�થે% કું	!��કું ફ�યુદ� કું	મા માળા	 છી	? તે�, પ્રોથેમા વ"તે� જ	  આપણે	 કુંહ્યું�� છી	  તે	 ઘુ!કુંન	 અપ�	! કું�વ�ન�� હવ	 તે	ન�
કુંદ મા�!	 પ્રોમા�ણે� છી	. અપ�	! ઘુ!કુંન	 ચે��� ��ખવ�થે% k ન� ઓ�6� કુંદ ��ખવ�મા�� આવ	 છી	 . તે	 ક્રુમામા�� પગો��� �	વ� નથે%.
આપણે	 દ�	કું વ!Kક્ 1 થે% એન �ધ% જવ�ન% જરૂ� નથે%. આપણે	 કું	 ભ્યુ�ન� ભ્યુ�મા�� ઉલ્�	લિખતે તે	 તેત્વ�ન	 "પ_ રૂપ	
જ�ઈ શોકું%એ છી%એ અન	 તે	 માIલ્યુ�ન	 ફક્તે અપ�	! કું�% શોકું%એ છી%એ,  પ��તે� કું	 ન� કુંદ ખ�	ખ� વધ� માહત્વપIણે6 ભIલિમાકું�મા��
"થે�ન �	 છી	.  આપણે	 હવ	 શો�� કું�% શોકું%એ તે	 આપણે	 નક્કું% કું�% શોકું%એ કું	 કું	 ફ�%થે% કું% �	વ�� કું	 કું	 કું% કું	 કું	 પ્રો�ઇમા અથેવ� કું	
પ્રો�ઇમા છી	 કું	. યુ�દ ��ખ� કું	 જ્યુ��	 આપણે	 k અન	 k પ્રો�ઇમા માજ6 કું�%એ ત્યુ��	 આપણે% પ�	 પ�દગો% છી	. બધ� તેત્વ� એકું જ
ઘુ!કુંમા�� ભ�ગો બનશો	. તે	થે%, નવ� ઘુ!કું કું�� તે� કુંS� કું	 હશો	 અથેવ� તે	 કુંS� કું	 પ્રો�ઇમા હશો	. તે	થે%, આપણે	 કું�ન% પ�દગો% કું�વ%
જ�ઈએ? તે�,  આ વ્યુIહ�ચેન� જ	  આપણે	 કું�વ� જઈ �હ્યું� છી%એ તે	 મા�!�ન�� ન�મા ��ખવ� મા�!	 છી	 .  તે	થે%, k ન� કુંદ એ કું%
વ��ન� કુંદ કું�તે�� ન�ન�� છી	. તે	ન� અથે6 એ કું	, k વ��મા�� હ��મા��  k મા�� વધ� ભ્યુ� છી	. પછી%, આપણે	 અ�લિતેમા માIહન� ન�મા
તે�%કું	 કું% વ�� ��ખશો��.  તે	થે%,  આપણે	 બધ� કું	 કું	 કું%ન	 બદ�%શો�� અન	 કું%ન�� પ્રોમા�ણે કુંદ મા�પશો	 કું% કુંદન� કુંદ કું�તે� મા�!��.
આપણે	 બધ� k primes ન	 k તે�%કું	, બદ�%શો��. તે	થે%, ન�ન� 	! તે	ન�� ન�મા બદ�% દ	 છી	 અન	 મા�!� 	! તે	ન�� ન�મા ��ખ	 છી	. 
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તે	થે%, આ કું�ઈ વ્યુલિક્તેગોતે �ઘુ કું�માગો%�%ન� ખ��બ કું	મા�� અમાન	 કું�ઈ ��ભ આપતે�� નથે%. ધ��� કું	 આપણે% પ�	 કુંદ અન	
કુંદન� કુંદન� કુંદ છી	  જ	  �ગોભગો અ�ધ� કુંદન� છી	 .  તે	થે%,  જ� આપણે	 બ	 ઘુ!કું� બન�વ્યુ�� છી	  જ	  કું�� 	!ન� આશો�	 અ�ધ�
કુંદન� છી	, તે� પછી% આપણે	 કું	 કું	 બ%જાન� માIહમા�� માજ6  કું	 કું	, આપણે	 અ�ધ� માIલ્યુ�ન	 અપ�	! કું�વ�� પ�શો	. તે	થે%, આ આ�
ઓ�6� ઓપ�	શોન છી	,  . તે	થે%, અગો�ઉ આપણે	 કુંહ્યું�� છી	  કું	 કું�ઇપણે ફ	ન્% વગો�, અમા	 બધ� લિશો��બિંબદ�ઓન	 "કું	ન કું�%શો�� અન	
વ�"તેવમા�� Yથે% ખ��બ કું	 એ છી	 કું	 અપ�	!ન� દ�	કું કું	 ઑ�6� એન !�ઇમા તે�%કું	 �	શો	. હવ	, તે	 કુંહ	 છી	 કું	 ત્યુ�� એકું ખ��બ
કું	 છી	  જ્યુ�� અમા	 ઓ�6� એન !�ઈમા !�ળાવ�ન�� !�ળા% શોકુંતે� નથે%. તે	થે%, n દ્વ��� 2 એ ક્રુમા n છી	. તે	થે%, તે	થે% આપણે	 શો��
પ્રો�Pતે કું�%એ? તે	થે%, આપણે	 જ	  મા	ળાવ% છી	  તે	 વ્યુલિક્તેગોતે માજ6  ઑપ�	શોનન% શો�તે� મા�!	 ખ�	ખ� જવ�બદ�� નથે%. આપણે	
માજ્6ન� પ�ચેન% નમ્રતે� અ� જ�વ�ન% છી	.  તે	થે%,  આપણે	 વધ�  �વચે	તે એકું�ઉબિંન્!ગો કું�વ�ન% જરૂ� છી	.  હવ	,  આપણે	
ઓપ�	શોન્ મા�!	 જવ�બદ�� છી	. તે	થે%, યુ�દ ��ખ� કું	 અમા	 કું	!�%કું �વચે	તે%પIણે6 એકું�ઉબિંન્!ગો કું�% હતે% જ્યુ��	 અમા	 તેમા���
જ	વ� વ"તે�ઓ કું�% હતે% જ્યુ��	 અમા	 પહ�ળા�ઈન% પ્રોથેમા શો�ધમા�� નજીકુંન% Iલિચેન� ઉપયુ�ગો કુંયુ9 હતે�. અમા	 બધ� આ�!%ઓ
પ� કુંહ્યું��, અમા	 દ�	કું ધ�� બ��બ� બ	 વખતે જ�શો��. તે	થે%, બધ� આ�!%ઓ પ� અમા	 ઓ�6� એન માયુ �	 છી	. તે	થે%, આપણે	 એકું
મા�ન પ્રોકું��ન�� �વચે	તે%પIણે6 એકું�ઉબિંન્!ગો કું�વ�ન% જરૂ� છી	, એકું માજ6  થેઈ શોકુંશો	 નહc, પ��તે� તે	 તેમા�મા માજ6  કું�	 છી	 કું	 તે	ઓ
x �	 છી	. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દભ6 ��: 13:17)

તે	થે%, ન�ન� 	!ન	 મા�!� માIહમા�� માજ6  કું�વ�ન% અ� એ છી	  કું	 જ� હ� � વ્યુલિક્તેગોતે તેત્વમા�� જ�ઉં, તે� ઘુ!કું બદ��યુ તે� તે	
�	બ� થેયુ	� છી	. જ� ઘુ!કું વતે6મા�નમા�� k છી	 અન	 તે	 કું% વ�� બન	 છી	, તે� માતેન� કું��ણે	 નવ� માIહ ઓછી�મા�� ઓછી� બ	 વખતે
છી	. તે�, મા�ન% �� કું	 માi કું	� અન	 એકું તેત્વ �યુ�લિજતે કુંયુ�f છી	  અન	 મા��% પ�	 બ%જ� �  	! કું	 પ્રો�ઇમા છી	 , તે� પછી% હ� � તે	ન	 બ	
બિંગો� 	!મા�� માજ6  કું�વ�ન� લિનણે6યુ કુંરું� છી� �. હવ	, ધ��ણે� દ્વ��� જ� નવ� 	!ન	 કું	 વ�� કુંહ	વ�મા�� આવ	 છી	, તે� તે	ન� અથે6 એ
કું	 કું	 k એ કું% કું�તે�� ઓછી� �  ખ��બ છી	 અથેવ� તેમા	 તે	ન� કું�તે� ઓછી� �  કુંહ% શોકું� છી�, તે	 ખ�	ખ� વ��ધ� નથે%. તે	થે%, જ્યુ��	 કું	 કું%
કું�તે�� ન�ન� ડિકું"�મા��, તે	ન� અથે6 એ છી	  કું	 જ� હ� � કું	 P� કું	 જ	  જ�ન�� 	!ન�� કુંદ બમાણું� હશો	, તે� તે	 "થે�ન��તે�ણે દ્વ��� આ
�%તે	 કું	 P� કું	 વ�� કું�તે� ઓછી� �  અથેવ� મા�ન હશો	. તે	થે%, આ નવ� 	!ન� આકું�� છી	. કું	 P� કું	 પ્રો�ઇમા એ નવ� 	!ન�� કુંદ
છી	  જ	  માi બન�વ	�� છી	  અન	 તે	 કુંદન� ઓછી�મા�� ઓછી� બમાણે� કુંદન�� હશો	.  તે	થે%,  જ્યુ��	 પણે કું�ઈ તેત્વન� 	! �	બબિં�ગો
ઘુ!કુંન�� ન�મા બદ��તે�� હ�યુ, ત્યુ��	 નવ�� 	! કુંદન	 ઓછી�મા�� ઓછી� �  બમાણે� છી	. તે�, હવ	 ચે��� પ્રો���લિભકું લિ"થેલિતેથે% શોરૂ કું�%ન	
એમા જ���ણે પ્રોડિક્રુયુ�ન� કું	!��કું અન�ક્રુમાન	 જ�ઈએ,  જ્યુ��	  મા��% પ�	 અ�ગો પ�!Kશોન�મા��  બધ� ઘુ!કું� હ�યુ.  તે�,  દ�	કું
ઓપ�	શોનમા�� શો�� થેઈ શોકું	 છી	,  કુંદ�ચે હ� � બ	 ઘુ!કું� ભ	ગો� કું�%શો.  હવ	,  જ� આગો�% વખતે	 જ� હ� � આ બ�ન	ન	 જ����,  તે� પછી%
�પIણે6પણે	 બ	 ઓપ�	શોન�મા�� હ� � ફક્તે ત્રણે ઘુ!કું�ન	 અ� કું�%શો. તે	થે%, Yથે% ખ��બ ડિકું"�મા�� જ� હ� � આ અ�ગોથે% કું�વ�ન��
શોરૂ કુંરું�, તે� દ�	કું વખતે	 એકું ઓપ�	શોનમા�� હ� � "વ%કું�રું� છી� �  કું	 તે	 અ� કું�	 છી	 અન	 અન્યુ કું�માગો%�%મા�� તે	 વધ�ન	 વધ� અ� કું�	
છી	.  તે	થે%,  મા�!�ભ�ગોન� 2 મા% તેત્વ� પ� એમા ઓપ�	શોન્ન� અન�ક્રુમા પછી% પ્રો���લિભકું શો�તેમા��થે% લિ"થેલિતે બદ��ઈ ગોઈ છી	 ,
જ્યુ��	 તે	માન% પ�	 પ�ઇબિંન્!ગો બ	 અથેવ� ઘુ!કું છી	 જ	  ફક્તે પ�તે�ન	 જ મા�વ	 છી	 . તે	થે%, તે	ન� માતે�બ એ છી	 કું	, મા��� યુ�લિનયુન
ઓપ�	શોન્ દ્વ��� ફક્તે 2 મા% તેત્વ�ન	 અ� થેઈ છી	. તે	ન� અથે6 એ છી	 કું	 ઘુ!કું 2m કું�તે� મા�!� ન હ�ઈ શોકું	, કું��ણે કું	 કું�ઈ
ઘુ!કુંમા�� પ્રોવ	શો કું�વ� મા�!	, કું�ઈકું બદ�વ�� આવશ્યુકું છી	. ફક્તે 2 મા% તેત્વ�ન	 જ તે	માન	 કું�ઈપણે ફ	�ફ��� ��ગો� કું�વ�ન% મા�જI �%
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છી	.  તે	થે%,  મા�!� ભ�ગોન��  2 મા%!�ન� જ���ણે પછી%,  કું�ઈપણે ઘુ!કુંન�� કુંદ,  પ��તે� કુંદ કું	વ% �%તે	 વધ	 છી	? તે	  1, 2, 4 જાયુ છી	
કું��ણે કું	 તે	 એમા �ધ% બમાણું� ��ખ	 છી	, �ચે��. તે	થે%, જ� ��ગો એમા પગો���ઓ પછી% હ� � 1 ��ગો એમા વખતે બમાણે% કું�%શો, તે�
હ� �  એમા મા	ળાવ%શો.  તે	થે%,  તે	થે%,  કું�ઈ ઘુ!કુંન	  લિનલિશ્ચેતે �%તે	  ફ�%થે%  �	બ� કું�%  શોકું�યુ છી	,  મા�ફ કું�શો�,  લિનલિશ્ચેતે તેત્વન	
મા�!�ભ�ગોન� �Sગો એમા માયુ	 ફ�%થે% �	બ� કું�% શોકું�યુ છી	 . તે	થે%, કું��ણે કું	 આપણે% પ�	 આ બમાણું� છી	 કું	 જ	  	! કું�વ�મા��
આવ	 છી	  તે	 �ખ્યુ� એકું તેત્વ હ�ઈ શોકું	 છી	  તે	ન	 નવ� માIહમા�� ખ	�% શોકું	 છી	 . તે	 પ્રોલિતેબ�લિધતે છી	  કું��ણે કું	 દ� વખતે	 તે	 તે	ન�
ઘુ!કું �બલ્ન� �ઇ! કુંદન	 ખ	�	 છી	, અન	 તે	 મા�!� ભ�ગોન�� ઘુ!કુંન% માયુ�6દ� છી	 જ	 તે	 �બ�લિધતે �હ	શો	. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દભ6 ��: 16:22)

તે	થે%,  જ� આપણે	 કું	!��કું કું�� �ઘુ%યુ કું�માગો%�%ન	 જ�યુ�,  તે� આપણે	 જાણે%એ છી%એ કું	  2 મા%!�.  તે	થે%,  ઓ�6� એમા ઘુ!કું�
પ�	 ઘુ!કુંન	 અપ�	! કું��યુ�� છી	  અન	 મા�!�ભ�ગોન� ��ગો એમા !�ઇમ્ પ� દ�	કુંન	 અદ્યતેન કું�વ�મા�� આવ્યુ�� છી	. યુ�દ ��ખ� કું	
જ્યુ��	 આપણે	 ઘુ!કું�ન	 અપ�	! કું�% �હ્યું� છી%એ, ત્યુ��	 અમા	 કું�ઈપણે તેત્વન	 "પશો6તે� નથે% જ	 અદ્યતેન નથે%. તે	 જIન�� 	!અપ
નથે%, જ્યુ�� આપણે	 ન�� 1 ન	 બધ�ન	 "કું	ન કું�વ�� પ�શો	, તે	 નક્કું% કું�વ� મા�!	 કું	 જ	  કું�ઈ નથે%, કું��ણે કું	 અમા��% પ�	 Iલિચે
ભ્યુ� છી	. જ્યુ��	 આપણે	 ઘુ!કું k ન	 અપ�	! કું�વ� મા��ગો%એ છી%એ, ત્યુ��	 આપણે	 તે	 ઘુ!કું�ન	 બ��બ� અપ�	! કું�%એ છી%એ.

તે	થે%, અમા	 ફક્તે ઘુ!કું�ન	 જ "પશો6 કું�%એ છી%એ. તે	થે%, એમા તેત્વ� ��ગો એમા !�ઇમ્મા�� ફ	�ફ�� કું�	 છી	. તે	થે%, તેદ્દન અમા��%
પ�	 m ��ગો m પડિ�વતે6નન� પગો��� છી	,  . તે	થે%, જ� આપણે	 યુ�લિનયુન ઓપ�	શોન્ કું�%એ, તે� અમા	 એમા �ઈશો��. તે	 એમા
નથે% કું	 પ્રોત્યુ	કું વ્યુલિક્તે એમા ��ગો એમા !�ઇમા %ધ% �	 છી	 , પ��તે� એમા યુ�લિનયુન ઓપ�	શોન્ન�� �યુ�ક્તે કું�� મા�ત્ર એમા ��ગો એમા
છી	,  . તે	થે%, આ �%તે	 તેમા	 કુંહ% શોકું� તે	 �%તે	 અમા	 �	��શો કુંહ% શોકું%એ છી%એ, કું��ણે કું	 જ્યુ�� એમામા�� કું�� ડિક્રુયુ�ઓ એમા ��ગો
એમા હ�યુ છી	, તે	માછીતે�� પણે �	��શોમા�� થે��% વધ��	 મા�!% હ�યુ છી	 , તે� તે	ઓ ��ગો એમા ઓપ�	શોન્ �	 છી	 . તે	થે%, આ એકું
અ�ગો પ્રોકું��ન% લિવશ્�	ષણે છી	. તે	 મા�!	ન�� લિવશ્�	ષણે અમા	 કુંયુ�f નથે%. દ�.તે. મા�દતેન% મા�દ્રા� એ ન% છી	, જ્યુ�� અમા	 હમાણે�� જ
માગ્ર વ"તે�મા�� બધ�� ઉમા	યુ�f છી	.  અહc પણે આપણે	 ઉમા	�તે� હ�ઈએ છી%એ,  પણે આપણે	 પ�છીળા તે�ફ તે�ફ ધ્યુ�ન આપ%એ
છી%એ અન	 કુંહ%એ છી%એ કું	 આ!�� બધ� ઓપ�	શોન્ છી	 અન	 આ બધ� ઓપ�	શોન�મા�� કું�� માયુ �	વ�મા�� આવ્યુ� છી	 . અમા	
લિવભ�જીતે કું�%એ છી%એ અન	 કું�� ખચે6ન� દ�	કું ભ�ગોન	 આપ%એ છી%એ. તે	થે%, જ� તે	 દ�	કું ડિકું"�મા�� ��ગો એમા માયુ �	તે�
નથે%, તે� પણે આપણે	 એવ�� મા�નતે� હ�ઈ શોકું%એ કું	 આ એકું આપ	 છી	 . તે	થે%, યુ�લિનયુન ઓપ�	શોનન�� અમા�%કું�ણે ��. તે	થે%, આ
પ્રોકું��ન%  લિવશ્�	ષણેન	  એમા�!�6ઇઝ્�  જડિ!�તે�  કુંહ	વ�મા��  આવ	  છી	 .  તે	થે%,  આ  તે	  શોબ્દ  છી	  જ	  વ�"તેવમા��  ન�ણે��કું%યુ
બ�બતે�મા��થે% એકું�ઉબિંન્!ગો કું�વ�થે% આવ	 છી	, જ્યુ�� તેમા��% પ�	 ચે�ક્કું ખચે6 છી	 જ	  ઉદ�હ�ણે તે�%કું	 તેમા��% પ�	 વ્યુવ�યુ
ચે��વવ� મા�!	 હ�ઈ શોકું	 છી	. તેમા��	 કું�ઈકું 	! કું�વ�� પ�શો	,  . તેમા	 એકું ઑડિફ 	! કું�% શોકું� છી�, અન	 તે	 પછી% હવ	 જ� તેમા	
એમા નહc કુંહ% શોકું� કું	 એકું આપવ� મા�!	ન� મા��� ખચે6 ઘુણે� છી	 , કું��ણે કું	 ઑડિફન	 �યુ�લિજતે કું�વ� મા�!	 માન	 ઘુણું� કું�મા
કું�વ�� પ�શો	. તે	થે%, તેમા��	 જ	  કું�વ�ન�� છી	  તે	 લિવ"તે3તે �થે	ન� ડિદવ એ તેમા��� ઑપ�	શોનન� કું�� જીવનકું�ળાન	 જ�એ છી	  અન	
કુંહ	 છી	  કું	 આ કું�6 માગ્ર વ"તે�ઓમા�� વહiચે�યુ	��� છી	 . તે	થે%, તે	 કું�મા કું�	 છી	, કું	 જ	ન	 ઋણેમા�લિક્તે કુંહ	વ�મા�� આવ	 છી	, જ્યુ�� તેમા	
એફન% ચે�ક્કું ટિંકુંમાતે �	 છી	,  �ધન�માગ્ર%ન� લિનયુતે ભ�ગો કુંહ	વ�મા��  આવ	 છી	  અથેવ� કું�યુ6  કું�	  છી	  અન	  તે	ન� ઉપયુ�ગો
કું�વ�મા�� આવશો	 ત્યુ��	 માગ્ર જીવનકું�ળામા�� લિવભ�લિજતે થે�યુ છી	. તે	થે%, તે	 જ �%તે	 અમા	 અમા3લિતેતે લિવશ્�	ષણે કું�% �હ્યું� છી%એ.

અમા	 તેમા�મા એમા યુ�લિનયુન ઓપ�	શોન્મા�� ગોણેતે�% કું�%એ છી%એ કું	 અમા	 કું	!�� માયુ �ઈએ છી%એ અન	 પછી% કું�મા કું�%એ
છી%એ કું	 દ�	કું એકું �ગોભગો ��ગો માયુ �	 છી	. 
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("��ઇ�!�ઇમાન� �દભ6 ��: 18:49)

તે�, આપણે	 આ યુ�લિનયુનન� ઉપયુ�ગો �	!� "ટ્રક્ચે� અન	 ક્રુ�"કું�ન� અલ્ગો�ડિ�ધમાન� (Kruskal’s algorithm) કું	વ% �%તે	 શો�ધ%
શોકું%એ? યુ�દ ��ખ� કું	 ક્રુ�"કું�ન� એલ્ગો�ડિ�ધમા (Kruskal’s algorithm) શોરૂઆતેમા�� ડિકુંન��%ઓન	 S!6 કું�શો	. તે	થે%, અમા��%
પ�	 તેમા��% પ�	 છી	  અન	 ખચે6ન% ટિંકુંમાતે અન	 ચેઢવ�ન% મા��ગો છી	.  હવ	,  આપણે	 ન�ન� ભ�ગો� �થે	 પ્રો���ભ કું�%એ છી%એ.

તે	થે%,  અમા	 યુ�લિનટ્ન	 અમા��� લિશો��બિંબદ�ઓન� માIહન	 શો�ધ% કું�ઢ%એ છી%એ.  તે	થે%, દ�	કું લિશો��બિંબદ�  j  એ �	બ� j  છી	. તે	થે%,
અમા��% પ�	 બ��બ� n પ�!Kશોન છી	. એકું દ�	કું લિશો��બિંબદ� ધ��વ	 છી	  અન	 હવ	 આપણે	 જ�ઈ �હ્યું� છી%એ તે	 વતે6મા�ન ધ��ન	
ઉમા	�વ�ન% જરૂ� છી	, જ� કું	 તે	 કું�ઈ ચેક્રુ બન�વતે�� નથે%. આ કુંહ	વ�ન�� મા�ન છી	 કું	 મા�કું�� પ�ઇન્! અ�ગો ઘુ!કું� છી	. આ એમા
કુંહ	વ� જ	વ�� જ છી	 કું	 જ� હ� � તેમા��% પ�	 શો�ધ% કું�ઢ�� છી� �  અન	 ધ��ન% ��બ�ઈ મા�!	 વ% શો�ધવ�ન�� છી� �, તે� �ચે�� છી	 કું	 તેમા��% શો�ધ
V ન� શો�ધવ� મા�!	 મા�ન નથે% અન	 જ� તેમા��% શો�ધ V ન% શો�ધ મા�ન નથે%, તે� માન	 જરૂ� છી	  માજ6  કું�વ� મા�!	. તે	થે%,
મા��	 આ બ	 ઘુ!કું�ન�� જ���ણે કું�વ�ન% જરૂ� છી	. હ� � તેમાન	 શો�ધ% કું�ઢ%ન	 અન	 v શો�ધ%ન	 તે	માન� ઘુ!કું ન�મા� મા	ળાવ% શોકું�� છી� �.
તે	થે%, આ �મા�ન્યુ �%તે	 કું	!��કું થે	 ઘુ!કું છી	 જ	 uth ઘુ!કું ધ��વ	 છી	. આ એ મા�ખ્યુ ઘુ!કું છી	 જ	 વ% છી	 અન	 હ� � એકું યુ�લિનયુન કુંરું�
છી� �  અન	 માન	 નવ� ઘુ!કું માળ્યુ� છી	 જ	મા�� u અન	 v બ�ન	ન� મા�વ	શો થે�યુ છી	. 

("��ઇ�!�ઇમા: 19:57 ન� �દભ6 ��)

તે	થે%,  કું��ણે કું	 તે	 વ3ક્ષો ફક્તે n ઓછી� 1 એજ છી	  ,  અમા	 "પEબિંનગો ટ્ર% શો�ધવ� મા�!	 ફક્તે કું�� 	!મા��થે%  n મા�ઇન 1 ધ��
ઉમા	�%શો��.  તે	થે%,  તે	થે%,  અમા��%  પ�	  ક્રુમામા��  ઓ યુ�લિનયુન ઓપ�	શોન્ બધ�  અન	  વ%  કું	  છી	 .  હવ	,  તે	થે%,  કું�ઈપણે એમા
ઓપ�	શોન્ મા�!	 જ	  અમા	 કુંહ્યું��  છી	  તે	  એમા ��ગો એમા કું�શો	.  તે	થે%,  એમા ઓપ�	શોન્ મા�!	,  જ� આપણે	  n  ��ગો  n,  તે�
પ�!Kશોન�ન	 જાળાવ% ��ખ%એ અન	 એમા.એન. ��ગો n �	તે� હ�યુ તે	 બધ�મા�� ઉમા	�%એ તે� અમા�રું� એકું�દ� અમા�કું�ણે છી	 . હવ	,
શોરૂઆતેમા�� આપણે	 ધ��ન	 S!6 કું�વ�� પ�શો	. તે	થે%, તે	 એમા ��ગો એમા �	 છી	 , પ��તે� જ્યુ��	 આપણે	 ખ�	ખ� ક્રુ�"કું�ન	 લિવગોતેવ��
લિવગોતેવ�� જ�તે� હતે�, કું��ણે કું	 એમા મા�!�ભ�ગોન� એન ચે��મા�� છી	, આપણે	 જાણે%એ છી%એ કું	 ��ગો એમા એ 2 ��ગો n છી	.
તે	થે%, તે%વ્રતે� ��ગો એમા અન	 તે	ન� પ� ��ગો n ન� ઓ�6�ન� "તે�	, તે	થે% આપણે	 એમા ��ગો nm ન	 એમા ��ગો n જ	વ�� જ
જ�ઈ શોકું%એ છી%એ. તે	થે%, કું�� ખચે6 હવ	 એમા ��ગો એમા થે�યુ છી	 , મા�ફ કું�શો� એમાએમા ��ગો એન વત્ત� એન ��ગો n. તે	થે%,
આપણેન	 એમા P� એન ��ગો  n  માળા	 છી	.  જ� તેમા	 લિપ્રોમાન% એલ્ગો�ડિ�ધમા મા�!	 દ�વ� કું�	���  જડિ!�તે� અન	 તે	 પણે છી	,
વ�"તેવમા�� આ એલ્ગો�ડિ�ધમ્ મા�!	, જ	 ઢગો��ઓન� ઉપયુ�ગો કું�%ન	 પ્રો�થેલિમાકુંમા�� મા�ન હ�યુ છી	, તે� અમા	 દ�વ� કું�%એ છી%એ
કું	 જ	 ��કું� તે	 પ્રોકું��ન� એમા P� એન છી	 , જ� આપણે	 ઢગો�� કું�વ� મા�!	 ઢગો��ન� ઉપયુ�ગો કું�%એ ન્યુIનતેમા અ�તે� ગોણેતે�%.
તે	થે%,  તે	થે%,  ક્રુ�"કું�ન� એલ્ગો�ડિ�ધમાન	(Kruskal’s algorithm)  યુ�લિનયુન �થે	 �	!� "ટ્રક્ચે� માળા% આવ	 છી	,  જ	  પ્રો�થેલિમાકું
ઢગો��ન% જ	મા જ એલિ�ગો�ડિ�ધમાન% મા�ન જડિ!�તે� ધ��વ	 છી	. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દભ6 ��: 21:28)

તે	થે%,  આપણે	 જ	  જ�યુ�� છી	  તે	 ����શો આપવ� મા�!	 આપણે	 એ�	ન� ઘુ!કું� અન	 એ�	 ન� લિ�"!ન% માદદથે% દ�	કું ઘુ!કું�મા��
લિશોષ6કું�ન	 ન�મા આપવ� મા�!	 Iલિચેન� એ�	 અમા�મા�� માIકું% શોકું%એ છી%એ, અન	 અન્યુ એ�	 કુંદન� ટ્રEકું ��ખવ� મા�!	 દ�	કું ઘુ!કું.

આ �થે	 યુ�લિનયુનન	 લિનષ્ક્રુ%યુ વ્યુલિક્તેગોતે તેત્વ પ�ર્ટિ!શોન્ન� �	!� મા�ળાખ�ન	 શો�ધવ�ન�� પ્રો���લિભકું પગો��� છી	  ઓ�6�  n શો�ધવ�
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તેતે માયુ �	 છી	. એમા ઓપ�	શોન્ન% શ્રે	ણે% મા�!	 જડિ!�તે�ન	 અમા�%કું�ણે કું�� એમા ��ગો n છી	. તે	થે%, અમા	 દ�	કું યુ�લિનયુન
ઓપ�	શોન પ્રો���લિભકુંથે% શોરૂ થેયુ	�� ચે6 એમા કું�માગો%�%ન� અન�ક્રુમા મા�!	 ��ગો એમા માયુ �ઈ �હ્યું� છી%એ તે	 લિવચે��% શોકું%એ
છી%એ. 
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ડિ�ઝા�ઇન અન	 એન�લિ�લિ ઓફ એલ્ગો�ડિ�ધમ્ (Design and Analysis of Algorithms)
પ્રો�ફ	� મા�ધવન મા�કું��દ (Prof. Madhavan Mukund)

ચે	ન્નઈ મા	થે	મા	ડિ!કું� ઇલિન્"!ટ્યુ�! (Chennai Mathematical Institute)
મા�ડ્યુ�� - 02

�	ક્ચે� - 33

યુ�લિનયુન - પો�ઇં!)ન� ઉપોયુ�ગો કું�+ન	 �	!� "ટ્રક્ચે� શો�ધ�.

છે	લ્�� �	ક્ચે�મા��, અમા	 �ગોઠનન	 �	!� "ટ્રક્ચે� શો�ધવ�ન�� એ�	 આધ�ડિ�ત અમા�+કું�ણ જો�યુ��, જો	મા�� શો�ધ કું�માગો+�+ તત માયુ
અન	  અમા	  એવ� દ�વ�  કું�વ�  મા�!	  અમા�+કું4ત  લિવશ્�	ષણન�  ઉપોયુ�ગો કું�+એ છે+એ કું	  એમા યુ�લિનયુન�ન�  ક્રમામા��  યુ�લિનયુન
ઓપો�	શોન એમા ��ગો એમા માયુ �	શો	. ત	થે+, અ�કું��કું �+ત	 દ�	કું યુ�લિનયુન એકું �ઘુ�ગોણકું માયુ કું�માગો+�+ હત�, માગ્ર ક્રમા
પો� અમા4લિતત. હવ	, આપોણ	 વધ� વ્યુવહ�ડિ�કું અમા�+કું�ણ જો�શો� જો	 વધ� ��+ જોડિ!�ત� ધ��વ	 છે	. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ) ��: 00:29)

ત	થે+, યુ�દ ��ખો� કું	 યુ�લિનયુન �	!� "ટ્રક્ચે�ન	 	! 	!ન� ર્ભ�ગોન�� ટ્ર>કું ��ખો	 છે	  અન	 ત્રણ ઓપો�	શોન્ન	 પો�!) કું�	 છે	 . એકું મા	કું
યુ�લિનયુન છે	  જો	  એકું ન�ન��  પો�!@શોન બન�વ	 છે	 ,  જ્યુ��  દ�	કું તત્વ� ત	ન�થે+ �બ�લિધત હ�યુ છે	 ,  દ�	કું તત્વ એકું જો શોબ્દન�
પો�ર્ટિ!શોનમા�� હ�યુ છે	. ત	થે+, આપોણ	 પો�!@શોન� અન	 ઘુ!કું� મા�!	 મા�ન ન�મા�ન� ઉપોયુ�ગો કું�+એ છે+એ, ત	થે+ દ�	કું S એ એકું
ન�ન� ન�ન� એ ત�+કું	 ઓળખો�ત� પો�!@શોનમા��  છે	.  શો�ધ� અમાન	 કુંયુ��  પો�!@શોન આપો	� ઘુ!કું �થે	 �કુંળ�યુ	� છે	  અન	
યુ�લિનયુન એ બ	 ઘુ!કું� અથેવ� બ	 પો�!@શોન�ન	 એકુંમા�� જો��	 છે	. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ) ��: 01:01)

ત	થે+,  એ�	 આધ�ડિ�ત અમા�+કું�ણ એ ઘુ!કું ત�+કું	 ઓળખો�ત+ એકું એ�	ન� ઉપોયુ�ગો કું�	 છે	  જો	  અમાન	 જોણ�વવ� મા�!	 છે	  કું	
દ�	કું ઘુ!કું કુંયુ� ઘુ!કું �થે	 �કુંળ�યુ	� છે	, ત	 અમાન	 Gચેવવ� મા�!	 Gલિચેન+ Gલિચે ��ખો	 છે	 કું	 કુંયુ� ઘુ!કું� દ�	કું ઘુ!કું�થે+ �બ�લિધત
છે	. ત	થે+, ત	 એકું પ્રોકું��ન�� ડિ�વ) મા>પિંપોગો છે	, દ�	કું ઘુ!કું મા�!	 કું	 ત	 આપોણન	 જોણ�વ	 છે	  કું	 માGહન� કુંયુ� ભ્યુ� ત	 છે	 . અન	
આખો�	, ત	 દ�	કું ઘુ!કુંન� કુંદન	 ટ્ર>કું ��ખો	 છે	 , કું��ણ કું	 અમા	 ઘુ!કું�ન	 એકુંવ�� ન�ન� �	ત� અન	 એકુંવ�� મા�!� ન�મા	 ફ�+થે+ �	બ�
કું�+ન	  માજો)  કું�+એ છે+એ.  ત	થે+,  યુ�લિનયુનન	  શો�ધ+ કું�ઢો�  ઓ�)�  એન ઓપો�	શોન,  ઓ�)�  એકું ઑપો�	શોન હત��  અન	  એમા
ઓપો�	શોન્ન� અન�ક્રમામા�� યુ�લિનયુન ઓપો�	શોનન+ એમ્!�!�)ઇઝ્� જોડિ!�ત� (amortized complexity) ��ગો એમા હત+. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ) ��: 01:37)

ત�, હવ	 આપોણ+ પો�	 અ�ગો પ્રોલિતલિનલિધત્વ હશો	, આપોણ	 પો�ઇન્!� �થે	 ન�� ન� ઉપોયુ�ગો કું�+શો��. ત	થે+, માGહન� દ�	કું તત્વન	
હવ	 ન�� ત�+કું	 �જોG  કું�વ�મા�� આવશો	, ન��મા�� બ	 ર્ભ�ગો હશો	, ત	 ન�મા હશો	 જો	  ત	 તત્વ છે	 જો	ન� તમા	 ટ્ર	કું ��ખો+ �હ્યાં�� છે� અન	
�	બ� ર્ભ�ગો જો	 ત	ન� ઘુ!કુંન	 ટ્ર>કું ��ખો	 છે	, ત	થે+ ત	 ઘુ!કું મા�!	 એકું લિનદNશોકું છે	. હવ	, યુ�દ ��ખો� કું	 ઘુ!કું�ન� ન�મા� એ તત્વ�ન�
ન�મા� છે	. ત�, જો� આપોણ+ પો�	 અહO ન�મા છે	 , ત� આપોણ+ પો�	 ન�મા j છે	, ત	 કુંહ	 છે	 કું	 આ ન�� તત્વ j અન	 ત	ન�� �	બ�
પો�ઇન્ટ્ન	 �જોG  કું�	 છે	, ત	થે+ ત	 કુંહ	 છે	 કું	 j એ ઘુ!કું j થે+ �બ�લિધત છે	. અહO બ+જી ત�ફ, આપોણ+ પો�	 તત્વ છે	 અન	 આ
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દ્વ��� આપોણ	 પ્રોથેમા ન�� પો� જોઇએ છે+એ જો	 પો�ત�ન	 લિનદNશો કું�	 છે	 અન	 આ 	! એ છે	 કું	 Ai ઘુ!કું જો	  છે	. ત	થે+, હ� � ઘુ!કું
જો	ન� છે� �, ત	થે+ આપોણ	 એકું પ્રોકું��ન�� વ��ચ્યુ�� છે	 કું	 આપોણ	 આ હકું+કુંતન� ર્ભ��	 ઉપોયુ�ગો કું�+ �હ્યાં� છે+એ કું	 તત્વ�ન� ન�મા અન	
ઘુ!કું�ન� ન�મા� મા�ન છે	. ત�, આપોણ	 કું	!��કું �દર્ભ)મા�� છે+એ, આપોણ	 ન�માન�� ન�મા તત્વન� ન�મા ત�+કું	 અથે)ઘુ!ન કું�+ �હ્યાં�
છે+એ અન	 જ્યુ��	 તમા	 પો�ઇન્!�ન	 અન��+ �હ્યાં� છે�,  ત્યુ��	 આપોણ	 ન�માન�� ન�મા ઘુ!કુંન� ન�મા ત�+કું	 અથે)ઘુ!ન કું�+ �હ્યાં�
છે+એ. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ) ��: 02:55)

ત	થે+, યુ�લિનયુનન	 શો�ધવ�ન�� પ્રો���લિર્ભકું છે	, ત	થે+ ત	 શો�� કું�	 છે	, ત	 દ�	કું ઘુ!કુંન	 એકું જો શોબ્દ ત�+કું	 	! કું�શો	 જો	  મા�ન ન�માન�
ઘુ!કું ધ��વ	 છે	. ત	થે+, હ� � ઘુ!કું�થે+ �બ�લિધત છે� �, ત	થે+ એકું ન�� છે	 જો	  પો�ત	 પો�ઇન્! કું�	 છે	 , પોછે+ એકું ન�� કું	 જો	  પો�ત	 પો�ઇન્!
કું�	 છે	 ત	 Gચેવ	 છે	 કું	 આ K ન	 મા�વ	 છે	 જો	 ઘુ!કું k છે	, આ ઘુ!કું� j જો	 મા�લિવષ્ટ j છે	. ત	થે+, આપોણ+ પો�	 આવ� ઘુ!કું� n
થે+ n છે	,  ત	થે+ આપોણ+ પો�	 આવ�� ન�ડ્ છે	  જો	મા�� પ્રોત્યુ	કું ઘુ!કુંન�� ન�મા પ્રોથેમા ઘુ!કુંમા�� છે	  અન	 પો�ઇન્!� પો�ત�ન	 બ+જા
ઘુ!કુંમા�� શો�મા	� કું�	 છે	 જો	 પો�ત	 એકું શોબ્દ ઘુ!કું છે	. 

("��ઇ�માયુન� �દર્ભ) ��: 03:31)

ત	થે+, થે��� માયુ પોછે+ આપોણ	 જો�શો�� કું	 જ્યુ��	 આપોણ	 ન��ન	 માજો)  કું�+એ છે+એ, ત્યુ��	 આ પો�ઇન્!� પો�ત�ન	 બદ�	 પો�ઇન્!
કું�શો	, ત	 અન્યુ વ"ત�ઓ ત�ફ લિનદNશો કું�શો	. ત	થે+, અહO ઉદ�હ�ણ ત�+કું	, આઇ, જો	 , કું	 અન	 એ� મા�લિવષ્ટ હ�ઈ શોકું	 છે	 અન	
મા�ળખો�� કુંહ	 છે	 કું	 ઘુ!કુંન�� ન�મા વ�"તવમા�� જો	  છે	 . ત	થે+, આ ઘુ!કું j છે	 અન	 ત	મા�� i, j, k, l શો�મા	� છે	, ત	થે+ તમા	 જો�ઈ શોકું�
છે� કું	 તત્વ મા��+ પો�	 પો�ઇન્!� નથે+, પો��ત� અન્યુ ગો��ઠ� છે	. ત	થે+, જો� તમા	 આન	 અન��� છે� ત� આપોણ	 શો�ધ+ કું�ઢો+એ
છે+એ કું	 ત	 તત્વ ત�ફ ધ્યુ�ન કું	લિન્Vત કું�	 છે	 જો	  પો�ત	 પો�ઇન્ટ્ કું�	 છે	, ત	થે+ ત	 છે	 જો	ન� ર્ભ�ગો છે	  જો	  I  છે	. એ જો �+ત	, જો�
આપોણ	 l થે+ શોરૂ કું�+એ, l થે+ i ત�ફ, i  થે+ j અન	 so on, ત� આપોણ	 જો�શો�� કું	 આન� આપોણ	 આ કું	વ+ �+ત	 ઉપોયુ�ગો કું�+શો��
ત	 એકું વ્યુGહ�ચેન� છે	,  આપોણ	 ત	ન� અમા� કું�વ� મા�!	 ઉપોયુ�ગો કું�+એ છે+એ. આપોણ	 ન�� �થે	 પ્રો���ર્ભ કું�વ� પો�શો	 અન	
પો�થે ઉપો� જોવ�� પો�શો	 અન	 આ એકું વ4ક્ષ હશો	, ત	થે+ દ�	કું પો�થે રૂ!ન	 મા�પ્ત કું�શો	 અન	 રુ! ઘુ!કુંન�� ન�મા હશો	. 

("��ઇ�માયુન� �દર્ભ) ��: 04:25)

ત�, આ વ4ક્ષન	 ન	લિવગો	! કું�વ�મા�� થે��+ માદદ કું�વ� મા�!	, ચે��� ધ��+એ કું	 આપોણ+ પો�	 ન+ચે	 આપો	�� વધ���ન� એ�	 પો�ઇં!)
અન	 ન�બ) છે	. ત	થે+, આપોણ	 દ�	કું ન�� જ્યુ�� છે	  ત	 [ પ્રોથેમા ટ્ર	કું ��ખોશો��. ત�, આપોણ+ પો�	 અહO ન�� ત�+કું	 ઓળખો�ત+
એકું એ�	 છે	 અન	 એ�	ન� દ�	કું તત્વ ત	 તત્વ ધ��વત� ન�� પો� લિનદNશોકું છે	 . ત�, મા	 ન\ધ્યુ�� છે	 કું	 ન�� i  અહO છે� �, એન્ટ્ર+ જો	  કુંહ	
છે	 કું	 ન�� જો	 અહO છે	 અન	 આગોળ. ત	થે+, અન�રૂપો ત્યુ�� એન્ટ્ર+ હશો	 જો	 કુંહ	 છે	 કું	 ન�� કું	 અહO છે	 અન	 ન�� l અહO છે	. ત	થે+,
આપોણ� વ�"તલિવકું માGહમા�� દ�	કું ઘુ!કું પો�	 આ ન�� એ�	થે+ વ4ક્ષન� વ�"તલિવકું ન��મા�� પો�ઇન્!� હશો	, જ્યુ��	 વ4ક્ષન� માGહ
ઘુ!કું�ન� માGહ છે	, ત	 વ�"તલિવકું ન�� જ્યુ�� ત	 માGલ્યુ �હ	 છે	, પોછે+ અમાન	 ત	 જાણવ�ન+ જોરૂ� છે	  કું	 ઘુ!કું� જો	  હ��મા�� ડિક્રયુ
છે	. ત	થે+, અહO આ ચે�ક્કું 	ગોમા	ન્! i, j, k, l જો	 j મા�!	 ઘુ!કું છે	, ત્યુ�� હ� � ઘુ!કું બનવ� મા�!	 ઉપોયુ�ગો કુંરુ� છે� � , જ્યુ��	 હ� � ઘુ!કું
k ત�+કું	 ઉપોયુ�ગો શોરૂ કું�ત� હત�, ત્યુ��	 ઘુ!કું l ન� ઉપોયુ�ગો થેત� હત�. પો��ત�, આ ન�મા� હવ	 ઉપોયુ�ગોમા�� નથે+ આવ્યુ��, કું��ણ
કું	 આ ઘુ!કું�ન	 +ધ� જો જી અથેવ� +ધ�� જો માજો)  કું�વ�મા�� આવ્યુ�� છે	. ત	થે+, હ� �, જો	 , કું	, એ� વચ્ચે	 �ચે�� જાણું� છે� �  કું	 ફક્ત જો
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�હ	 છે	, ત	થે+ આપોણ	 કુંહ+એ છે+એ કું	 j ન�� માGળ છે	, ઘુ!કું j એ j ન� મા�વ	શો કું�	�� ન�� છે	 અન	 અન્યુ બધ� �	બ�� i, j, k
અન	  l  મા�!	,  આપોણ	 કુંહ+એ છે+એ કું	 હ� �,  કું	,  એન,  એ� ત્યુ�� કું�ઈ ઘુ!કું નથે+ જો	ન� અથે) છે	  કું	 ત્યુ�� કું�ઈ ઘુ!કું નથે+,  ત	થે+
આપોણું� ખો��+ ખો��+ છે	, ત	 જો �+ત	 આ વ"ત�ઓ મા�!	 કું�ઈ રુ! નથે+. ત	થે+, જો� તમા	 આ ઘુ!કુંન� રુ!ન	 શો�ધવ� મા��ગો� છે�,
ત� ન�� I પો� જાઓ અન	 પોછે+ તમા��+ �+ત ઉપો� કું�યુ) કું��. છે	વ!	, આપોણ	 કુંદ દ્વ��� માજો) કું�વ�ન� �દર્ભ)મા�� પોહ	��ન+ જો	મા
મા�ન વ્યુGહ�ચેન�ન� ઉપોયુ�ગો કું�+શો��, ત	થે+ અમા	 ફક્ત દ�	કું ઘુ!કુંન� કુંદન	 "પોષ્ટપોણ	 ટ્ર>કું કું�+શો��. ત	થે+, અહO એવ�� કુંહ	વ�મા�� આવ	
છે	  કું	 આ ઘુ!કું�ન�� કુંદ i, j, k, l એ 4 છે	 કું��ણ કું	 હ��મા�� 4 તત્વ� છે	. ત�, આપોણ+ પો�	 આ ન�� પો�ઇન્!� છે	  જો	  	!મા��
દ�	કું તત્વન	 લિનદNશો કું�	 છે	  જ્યુ�� ત	 હ��મા�� આવ	��� છે	,  જો	મા�� ન�� ત	 તત્વ ધ��વ	 છે	.  અમા��+ પો�	 રુ! પો�ઇન્!� છે	  જો	
આપોણન	 દ�	કું ર્ભ�ગો મા�!	 કુંહ	 છે	 જો	  હ��મા�� આપોણ� પો�!@શોનમા�� ડિક્રયુ છે	, જો	 ત	 પો�!@શોનન� રુ! છે	 અન	 પોછે+ ત	 કુંદ છે	
જો	  આપોણન	 દ�	કું ઘુ!કુંન�� મા�પો કુંહ	 છે	. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ) ��: 06:29)

ત	થે+, જ્યુ��	 આપોણ	 યુ�લિનયુન કું�+એ છે+એ ત્યુ��	 માGળર્ભGત �+ત	 આપોણ	 ન�ન�મા��થે+ એકુંન	 મા�!�મા�� માજો)  કું�+એ છે+એ. ત	થે+,
અહO આપોણ+ પો�	 બ	 ઘુ!કું� છે	, આપોણ+ પો�	 ઘુ!કું j છે	 જો	  j, k અન	 m છે	 અન	 આપોણ+ પો�	 ઘુ!કું છે	 જો	  i અન	 l છે	.
ત	થે+, હવ	 આપોણ	 i અન	 j ન�� જો���ણ કું�વ�� છે	, ત	થે+ હવ	 આપોણ	 પોહ	�� ક્યુ��કું ન\ધ કું�+શો�� કું	 હ� � 2 ન�� કુંદ છે	 અન	 જો	  3 ન��
મા�પો 3 છે	. ત	થે+, આન	 �	કું��) કુંયુ�) પોછે+, આપોણ	 હવ	 હ� � જો	  મા�� માજો) . ત	થે+, આન� અથે) શો�� છે	  કું	 આ ધ�� જો	  કુંહ	 છે	  કું	 હ� �
પિં"ટ્રગોન� રુ! ન�શો કુંરુ� છે� �  અન	 ત	ન� બદ�	 આપોણ	 આન	 એકું પિં�કું મા�કુંવ+ પો�શો	 અન	 આ બ	 વ4ક્ષ� અન	 એકું મા�!� વ4ક્ષન	
માજો) કું�+શો��. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ) ��: 07:26)

ત	થે+, જો� આપોણ	 ત	 કું�+એ ત� આ પોડિ�ણ�મા+ વ4ક્ષ છે	 , હવ	 આપોણ+ પો�	 j એકું જો ઘુ!કું છે	  જો	  આપોણ	 j ન� કુંદન	, i કુંદ
અન	 પ્�ન� કુંદન� કુંદ મા�!	  અપો�	! કું�+ હ�ત.  જો	 .  ત	થે+,  હવ	 ત	  5  કુંહ	શો	3  ન+ જોગ્યુ�એ અન	 ન\ધ �� કું	 આ �પોGણ)
ઑપો�	શોન ઑ�)�  1  ઑપો�	શોન છે	,  કું��ણ કું	  આપોણ	 બ	  ઘુ!કું�ન+ માGળ શો�ધવ� મા�!	  બ	  ઘુ!કું�ન� કુંદ શો�ધવ� મા�!	  એકું
લિનલિશ્ચેત �ખ્યુ�મા�� પોગો�� �ઈએ છે+એ અન	 નક્કું+ કું�+એ છે+એ કું	 કુંયુ� રુ!ન	 મા�જો કું�વ� મા�!	 અન્યુ રુ! . ત	થે+, હ� � j પો�
લિનદNશો કુંરુ� છે� �  કું	 હ� � જો	  ત�ફ ધ્યુ�ન આપો�� છે� �, ત	થે+ આ એકું ઑ�)� 1 ઑપો�	શોન છે	 અન	 ત	 એ!�� મા�!	 છે	 કું��ણ કું	 કુંદ કુંદન+
મા�લિહત+ અમાન	 કુંદ જોણ�વ	 છે	, ત	 કુંદ શો�ધવ� મા�!	 ઘુ!કુંમા��થે+ પો�� થેત+ નથે+. અમા��+ પો�	 આ રુ! મા�લિહત+ છે	 જો	  +ધ+
અમાન	 જોણ�વ	 છે	 કું	 બ	 પો�!@શોનન+ માGળ ક્યુ�� છે	. ત	થે+, આપોણ	 ત	 "થેળ પો� +ધ� જો જોવ�� પો�શો	 અન	 એકું પો�ઇન્! બ+જા
અથેવ� ત	ન�થે+ લિવરુદ્ધ બન�વવ�� પો�શો	. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ) ��: 08:09)

હવ	, બ+જી ત�ફ જો�શો� જો	મા આપોણ	 જો�યુ�� છે	 કું	 આપોણ	 માGલ્યુમા��થે+ પ્રો���ર્ભ કું�વ�ન+ જોરૂ� છે	 જો	  આપોણ	 તપો�વ� મા��ગો+એ
છે+એ અન	 ત	માન	 દG� કું�વ� મા��ગો+એ છે+એ. ત	થે+, અમાન	 ��ગો	 છે	 કું	 અમા	 તમાન	 શો�ધ+ કું�ઢો+એ, પોછે+ યુ�દ ��ખો� કું	 આ ન��
એ�	 હશો	 અન	 ત	થે+ તમા��� ન�� કુંહ	શો	 કું	 તમા��� ન�� અહO છે	 . ત	થે+, આપોણ	 ત્યુ�� શોરૂ કું�+શો�� અન	 પોછે+ આપોણ	 આ પો�થેન	
અન��+શો��, ત	થે+ આપોણ	 આ મા�દ્દા�ઓ અહO કુંહ+શો�� અન	 અહO આ મા�દ્દા�ઓ અન	 આ મા�દ્દા�ઓ અહO છે	  અન	 છે	વ!	, જ્યુ��	
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આપોણ	 કું�ઈ ન�� �ધ+ પોહ\ચે+એ છે+એ જો	  ન�મા બત�વ	 છે	 . ત	થે+, પોછે+ આપોણ	 કુંહ+શો�� કું	, તમાન	 ત	 મા�ન છે	, ત	થે+ આ
મા�ગો)ન	 અન�રૂપો માયુ ��ગો	 છે	  જો	  આપોણ	 ન��થે+ રુ! �ધ+ પો�� કું�+એ છે+એ.  હવ	,  યુ�દ ��ખો� કું	 શોરૂઆતમા�� અમા��+
પો�	 તમા��� મા�!	 એકું �"ત� હત� જો	  આન� જો	વ� દ	ખો�યુ છે	 , ત	થે+ પ્રો���ર્ભમા�� દ�	કું ન�� પો�	 ��બ�ઈ 1 ન� મા�ગો) મા�કું�	 છે	
જો	  ત	 જો રુ! છે	. હવ	, પો�થે પોડિ�વત)ન કું	મા કું�	 છે	, ત	 યુ�લિનયુન ઓપો�	શોનન	 કું��ણ	, દ�	કું વખોત	 જ્યુ��	 આપોણ	 એકું યુ�લિનયુન 1
ન�� જો	  પો�ઇન્! કું�વ� મા�!	 ઉપોયુ�ગો કું�	 છે	 , ત	 હવ	 લિનદNશો કું�	 છે	, ત	 હવ	 બ+જા ન�� ત�ફ લિનદNશો કું�	 છે	 અન	 ત	ન� ન+ચે	 બધ��
જો છે	 કું��ણ કું	 ત	 પો�થે વધ	 છે	 . ત	થે+, ત	થે+, દ� વખોત	 જ્યુ��	 j j ન� �	બ�મા��થે+ j ન+ શો�ધમા��થે+ જોવ�ન�� હ�યુ ત્યુ��	 દ� વખોત	
પો�થે વધ	 છે	, જોયુ��	 દ�	કું વખોત	 જો	 બદ��શો	 ત	 �	બ�મા�� કું	!�� માયુ ��ગો	 છે	 ત	 �	બ� છે	 . પો��ત�, પોહ	��� આપોણ	 ઘુ!કું કુંદન	
બમાણું� કું�+ �હ્યાં� છે+એ,  આપોણ	 કુંયુ� માયુ	 માજો)  કું�+એ છે+એ.  ત	થે+,  આપોણ	 કુંયુ� માયુ	 યુ�લિનયુન કું�+એ છે+એ,  પોછે+  j
મા�વત+ �	બ�મા��  પોહ	��ન+ જો	મા ઘુણ� ઘુ!કું� લિક્વઝા શો�મા	� છે	.  હવ	 છે	લ્�	,  તમા	 તમા��� ગ્ર�ફમા��ન� તમા�મા ગો��ઠ� એકું
ઘુ!કુંમા�� એકું+કું4ત કું�વ� મા�!	 કું�+ શોકું� છે�, માહત્તમા ઘુ!કું કુંદ n છે	. ત�, ત	થે+, આપોણ	 કુંદ 1 ન� ઘુ!કુંથે+ પ્રો���ર્ભ કું�+એ છે+એ,

પોછે+ આપોણ	 ત	ન	 2 થે+ બમાણું� કું�+એ છે+એ અન	 ત	 4 થે+ બમાણું� કું�+એ છે+એ અન	 છે	વ!	 આપોણ	 આગોળ વધત� નથે+.
ત	થે+, આ �પોGણ) વ"ત� મા�!�ર્ભ�ગોન� ��ગો n પોગો���ઓ પો� હ�ઈ શોકું	 છે	, ત	થે+, j ન� �	બ�ન	 બદ�+ શોકું� છે�, જ્યુ��	 �	બ�
બદ��યુ ત્યુ��	 દ� વખોત	, કું��ણ કું	 આપોણ	 બ+જા ઘુ!કુંન+ રુ!ન	 અહO જો��+એ છે+એ, પો�થે પિં�કું 1 થે+ વધ+ �હ+ છે	. ત	થે+,
પો�થેન+ ��બ�ઈ 1 વત્ત� 1 વત્ત� 1 ��ગો n ગો�ણ વધ	 છે	,  ત	થે+ પો�થે મા�!� ર્ભ�ગોન� ��ગો n છે	.  ત	થે+,  આ લિવશ્�	ષણ �થે	
આપોણ	 ત	 જો�ઈ શોકું+એ છે+એ, કું��ણ કું	 આપોણ	 ન�ન� ઘુ!કું�ન	 માજો)  કું�+ �હ્યાં� છે+એ અન	 મા�!� ઘુ!કું� શો�ધવ� મા�!	 ��ગો
એન !�ઇમા �	શો	. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ) ��: 10:29)

ત	થે+, આપોણ	 એવ� "થે�ન	 છે+એ જ્યુ�� પોહ	��ન�� �	!� મા�ળખો�મા�� આપોણ	 ડ્યુ�અ� છે	 , પોહ	��ન�� �	!� મા�ળખો�મા�� એ�	 �થે	.
ત	થે+, અમાન	 તત માયુન�� ઓપો�	શોન માળ્યુ�� હત�� અન	 અમા��	 એ��!�)ઇઝ્� લિવશ્�	ષણ કુંયુ�c હત�� કું	 જો	  યુ�લિનયુન ��ગો એન હત��,
હવ	 આપોણ+ પો�	 આ પો�ઇન્!� બ	ઝા લિવચે��+ છે	 કું	 યુ�લિનયુન ઓ�)� 1 છે	, પો��ત� ઓ�)� ��ગો n છે	. ત	થે+, ત	ન� ઉપોયુ�ગો એ છે	
કું	  આપોણ	 આવશ્યુકું �+ત	  મા�ન પ્રોકું��ન+ મા�ળખો��  મા	ળવ્યુ��  છે	 ,  ત	  લિનધ�)ડિ�ત કું�	  છે	  કું	  અમા	 બ	 ઓપો�	શોન્ન+ ફડિ�યુ�દન	
ઉ�!�વ+એ છે+એ. હવ	, ત	 ત��ણ આપો	 છે	  કું	 આપોણ	 વધ� લિક્�વ� કું�ઈકું કું�+ શોકું+એ છે+એ અન	 વ�"તવમા�� ત	 શો�ધવ� મા�!	
વધ� કું�યુ)ક્ષમા બન�વ	 છે	. ત	થે+, અમા	 એકું ક્રમામા�� યુ�લિનયુન મા�!	, ક્રમામા�� ��ખો+ શોકું+એ છે+એ, પો��ત� ઓ�)� ��ગો ખો�	ખો� ઘુ!��+
શોકું�યુ છે	. ત	થે+, ચે�વ+ એ છે	 કું	 એકું વ�� આપોણ	 આ પો�થેન	 u થે+ j મા�� ફ	�વ+ દઈએ, આપોણ	 જાણ+એ છે+એ કું	 ત	 એકું એવ+
માજોણ છે	 કું	 ફક્ત તમા	 જો નથે+ જાણત� કું	 જો	 તમાન	 મા�વત� ઘુ!કુંવ�ળ� પો�થે જો	 છે	, આપોણ	 જાણ+એ છે+એ કું	 l મા�લિવષ્ટ
છે	  જો	  તમા	 જાણ� છે� હ� � મા�લિવષ્ટ ઘુ!કું જો	  છે	. ત	થે+, અમા	 આ મા�લિહત+ન� ઉપોયુ�ગો કું	મા કું�ત� નથે+ અન	 જ્યુ��	 પોણ અમા	
પો�છે� આવ� ત્યુ��	 ફ�+થે+ લિવવ�ડિદત થેત� નથે+.  ત	થે+,  આપોણ	 શો�� કું�+શો��,  આપોણ	 �મા�ન્યુ શો�ધ જો કું�+શો��,  ત	થે+ આપોણ	
પો�થેન	 આગોળ વધ��+શો�� અન	 પોછે+ આપોણ	 j થે+ root ત�ફ પો�છે� જોઈશો�� અન	 હવ	 કુંહ+શો�� કું	 આ j છે	. ત	થે+, માન	 બ�યુપો�
કું�વ�� �પોGણ) છે	 જો	 +ધ� જો j ત�ફ લિનદNશો કું�	 છે	, ત	થે+ માe પોહ	��ન+ વ"ત�ઓન	 દG� કું�+ દ+ધ+ છે	. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ) ��: 12:02)
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ત	થે+, હ� � આ ધ��ન	 દG� કું�+શો અન	 +ધ� જો જોઇશો, ત્યુ�� જોત�� પોહ	��� હ� � ત્યુ�� જોવ�ન�� દG� કું�+શો. ત	થે+, હ� � કુંહ� � છે� �  કું	 હ� � આ
ધ��ન	 +ધ+ દG� કું�+ શોકું�� છે� �, ત	થે+ હ� � દ�	કું પોગો��� મા�!	, જ્યુ�� �ધ+ હ� � છે	લ્�	 �ધ+ રુ!ન+ ન+ચે	 �ધ+ પોહ\ચે�� ત્યુ�� �ધ+ દG� કું�+
શોકું�� છે� �.  ત	થે+,  માGળરૂપો	 હવ	 હ� � આ પો�થે �થે	 એકું પો�! વ4ક્ષ ધ��વ+શો,  ત	ન� ઉપોયુ�ગો આ મા�ગો) જો	વ� છે	  ત	 આન� જો	વ��
દ	ખો�યુ છે	. ત	થે+, દ�	કું લિવચે��ન+ પો�	 હવ	 પો�થેન+ લિનદNલિશોત ઍક્	 છે	, ત	થે+ અમા	 વ4ક્ષન	 પો�! બન�વ+ દ+ધ+ છે	. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ) ��: 12:26)

ત	થે+, જો� તમા	 લિચેત્રશોg�+ન	 જો�વ� મા��ગો� છે�, ત� હ� � આન�થે+ પ્રો���ર્ભ કુંરુ� છે� �. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ) ��: 12:36)

અન	 પોછે+ જો� હ� � હ��ન+ પોડિ�લિ"થેલિતન	 જો�ઉં, ત� હ� � આ ધ��ન	 તમા��+ �મા	 l થે+ +ધ� જો એકું ત�ફ થે+ +ધ� બદ�+શો. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ) ��: 12:42)

ત્યુ��બ�દ, હ� � l થે+ i થે+ +ધ� જો l થે+ j �ધ+ ધ��ન	 બદ�+શો અન	 ત	થે+ હવ	 હ� � આ ફ્�	! ટ્ર+ન	 મા�પ્ત કું�+શો. ત	થે+, હવ	
પોછે+થે+ જો�ઓ, ત	થે+ હ� � તમાન	 એકું અન	 એકું પોગો��� �ઈશો. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ) ��: 12:52)

ત	થે+, પ્રોથેમા શો�ધ ��ગો એન !�ઇમા �	 છે	, પોછે+ ત	 તત માયુ �	 છે	, ત	થે+ હવ	 તમા	 ખો�	ખો� બત�વ+ શોકું� છે� કું	 મા��� અથે)
એ છે	 કું	 આ એકું �ળ ગોણત�+ નથે+. ત	થે+, આપોણ	 હમાણ�� પ્રોયુ� કું�વ� અન	 હ�જો�+ આપોવ� જોઈ �હ્યાં� નથે+, પો��ત� આ
પોછે+ તમા	 બત�વ+ શોકું� છે� કું	 જો	મા આપોણ	 અગો�ઉન� ��ગો n, m log n, cost m log m મા	ળવવ� મા�!	 પોહ	��ન�� એ�	
આધ�ડિ�ત અમા�+કું�ણ મા�!	 અમા4લિતત લિવશ્�	ષણ કું�+ શોકું+એ છે+એ. એમા યુ�લિનયુન કું�માગો+�+ મા�!	 ખોચે). અહO, તમા	 વ�"તવમા��
બત�વ+ શોકું� છે� કું	 કું�� n શો�ધ ખો�	ખો� n મા�� �ગોર્ભગો �	ખો+યુ કું�ઈકું �	શો	. N મા�� �ગોર્ભગો �	ખો+યુ ખો�	ખો� n ન� આલ્ફ� ત�+કું	
ઓળખો�ત� ફ�ક્શોનન� n વખોત છે	 અન	 n ન� આ આલ્ફ� એ કું�ઈકું છે	  જો	  એકું)મા	ન (Ackermann) ફ�ક્શોનન+ લિવરુદ્ધ છે	,
એકું)મા	ન (Ackermann) ફ�ક્શોન કું�ઈકું છે	  જો	  ખોGબ ઝા�પોથે+ વધ	 છે	 .  ત	થે+,  ત	 એકું ફ�કુંશોન છે	  જો	  કું�ઈપોણ માજોGત+ કું�ત�
ઝા�પોથે+ વધ	 છે	, હવ	 આ વ્યુ"ત એકું)મા	ન (Ackermann)ન� ��ગો જો	વ�� છે	, મા��� અથે) એકું)મા	ન (Ackermann)ન� ��ગો
છે	. ત	થે+, તમા	 જાણ� છે� કું	 ઘુ�ત��કું+યુ કું�યુ) મા�!	, વ્યુ"ત એ ��ગો છે	. ત	થે+, ��ગો n એ આપોણ� મા�!	 � છે	 , ત	 1000 ન��
ધ+મા+ ��ગો 10 છે	, 1 અબજોન�� ��ગો 20 છે	, 1 લિમાલિ�યુન 20 છે	, 1 અબજોન�� ��ગો 30 છે	, ત	 ખોGબ ધ+મા�� હત��, કું��ણ કું	 અન્યુ
ડિદશો�મા�� ઝા�પોથે+ વધત� 2 ન+ શોલિક્ત 10, 2 ન+ શોલિક્ત 20, 2 ન+ 30 ઘુ�ત ખોGબ ઝા�પોથે+ જાયુ છે	 . ત	થે+, મા�ન �+ત	 એકું)મા	ન
(Ackermann)  ખોGબ ઝા�પોથે+ જાયુ છે	,  ત	થે+ જો� તમા	 અન�રૂપો ��ગો ફ�ક્શોન શો��  �� છે�,  ત� એકું)મા	ન  (Ackermann)

ઇનપો�ટ્ ત	 કું	!�+ ધ+�	 વધ	 છે	  ત	 મા�!	. હકું+કુંતમા��, એવ� દ�વ� છે	  કું	 n ન� કું�ઈપોણ માGલ્યુ મા�!	 n ન� આલ્ફ� એ 4 છે	 જો	
તમાન	 વ્યુવહ�રુ કુંમ્પ્યુ�ટિં!ગો મા"યુ�મા�� આવ+ શોકું	 છે	  જો	ન	 તમા	 હ� કું�+ શોકું� છે�. ત	થે+, તમા	 લિવચે��+ શોકું� છે� કું	 આ કું�ઈકું
ઓ�)� જો	વ+ છે	, કું��ણ કું	 આપોણ	 જાણ+એ છે+એ કું	 n ન� આલ્ફ� 4 થે+ ઓછે� છે	. ત	થે+, આ 4 n ન+ જો	મા છે	, ત	થે+ પો�થે
કુંમ્પ્રો	શોન એ n  ��ગો n  થે+ નબળ+ ઘુ!��� ત�+કું	 આપો	 છે	  �+લિનયુ� કું�ઈકું જો	  પો�થે કુંમ્પ્રો	શોન વગો� માળશો	.  ત	થે+,  હવ	,  આ
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લિનદNશોકું આધ�� પો� લિવચે�� કું�+ન	, આપોણ	 વ�"તવમા�� વધ� +ધ� +�	 આધ�ડિ�ત અમા�+કું�ણ �થે	 ન\ધપો�ત્ર બચેત ત��ન�
પ્રો�પ્ત કું�+ છે	 જો	 છે	લ્�� ર્ભ�ષણમા�� વતN છે	. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ) ��: 14:48)

ત	થે+, જો� આપોણ	 પો�ઇન્!� �થે	 ગો��ઠ�ન� ઉપોયુ�ગો કું�+ન	 યુ�લિનયુનન	 અમા�મા�� માGકુંવ� મા�!	 અમા�મા�� માGકુંત� હ�યુ ત� ����શો
આપોવ� મા�!	, આપોણ	 અ�બત્ત, મા	કું યુ�લિનયુનન+ શો�ધ અન	 �	ખો+યુ માયુન� પ્રો���લિર્ભકું 	! કું�+ શોકું+એ છે+એ,  હવ	 યુ�લિનયુન
ઑ�)� 1 ઑપો�	શોન બન+ જાયુ છે	. કું��ણ કું	, આપોણ	 ફક્ત બ	 માGળન	 +ધ� જો ઍક્	 કું�+એ છે+એ અન	 આ ન�ન� રુ!ન	
મા�!� રુ! �થે	 માજો) કું�+એ છે+એ અન	 હવ	 જો� તમા	 આ પો�થે કુંમ્પ્રો	શોન યુ�લિક્તન� ઉપોયુ�ગો કું�� છે�, ત� પોણ લિદ્ધ��ત ત	 એન
ઓપો�	શોન્ મા�!	 n ��ગો n છે	, ત	 n ઓપો�	શોન� મા�!	 n આલ્ફ� n છે	. અમા	 પો�થે કુંમ્પ્રો	શોનન� ઉપોયુ�ગો કું�+એ છે+એ. 
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ડિ�ઝા�ઇન અન	 એન�લિ�લિ ઓફ એલ્ગો�ડિ�ધમ્ (Design and Analysis of Algorithms)
પ્રો�ફ	� મા�ધવન મા�કું��દ (Prof. Madhavan Mukund)

ચે	ન્નઈ મા	થે	મા	ડિ!કું� ઇલિન્"!ટ્યુ�! (Chennai Mathematical Institute)

વ%કું - 05

મા�ડ્યુ�� - 03

�	ક્ચે� - 34

પ્રો�યુ�ડિ�!% ક્યુ�(Priority queues)

તે	થે%,  આપણે	 જો�યુ�� છે	  કું	 હોં/લિ0યુ�� �	!� મા�ળખું��ન� ઉપયુ�ગો કું	વ% �%તે	 કું�	 છે	,  યુ�લિનયુન �	!� મા�ળખું�� 0�ધ	 છે	  તે	 ક્રુ�"કું�ન�
અલ્ગો�ડિ�ધમા(Kruskal’s algorithm)ન	 વધ� કું�યુ5ક્ષમા બન�વ	 છે	.  અન્યુ બ	 એલ્ગો�ડિ�ધમ્ કું	 જો	ન	 આપણે	 સિંગો� "ત્રો�તે
!:�કું� પ�થે મા�!	 કું�યુ5ક્ષમા અથેવ� ડિ�જો	"ટ્રા�ન�(Dijkstra's) એલ્ગો�ડિ�ધમા બન�વવ�ન% જોરૂ� છે	, અન	 ન્યુ:નતેમા પ�5 "પ=સિંનગો
ટ્રા% મા�!	 પ્રો�ઇમાન� અલ્ગો�ડિ�ધમાન� મા�વ	0 કું�%એ છે%એ. તે	 બ�ન	મા��થે% તે	 એકું �	!� મા�ળખું�� જોરૂ�% બન	 છે	 જો	ન	 �મા�ન્યુ �%તે	
પ્રો�યુ�ડિ�!% ક્યુ�(Priority queues) કુંહોં	વ�મા�� આવ	 છે	. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ5 ��: 00:23)

તે	થે%,  પ્રો�યુ�ડિ�!% ક્યુ�(Priority queues)  માજોવ� મા�!	,  ચે��� ન%ચે	 આપ	� દૃશ્યુન	 જો�ઈએ.  તે	થે%,  અમાન	 ��ગો	 છે	  કું	
અમા��% પ�	 ઑપ�	ટિં!ગો લિ"!મા તે�%કું	 ચે��તે% ન�કું�% 0	ડ્યુ:�� હોં0	. તે	થે%, જ્યુ��	 આપણે	 ઑપ�	ટિં!ગો લિ"!મા પ� બહોં�લિવધ
કું�યુD ચે��વ%એ છે%એ ત્યુ��	 તે	મા��ન� દ�	કું થે��� માયુ મા�!	 ચે��	 છે	  અન	 પછે% તે	 ન�પ�દ થે�યુ છે	 .  તે	થે%,  જો�બ 0	ડ્યુ:��
તે	માન% બધ% પ્રો�થેલિમાકુંતે�ઓ �થે	 બ�કું% �હોં	�% બધ% ન�કું�%ઓન% :લિચેન	 જાળવ% ��ખું	 છે	 . જ્યુ��	 પણે પ્રો�	� મા�ક્તે હોં�યુ,

ત્યુ��	 �લિનલિGચેતેકુંતે�5 ન�કું�%મા�� માહોંત્તમા પ�દગો% �થે	ન% ન�કું�% પ�દ કું�	 છે	 અન	 તે	ન	 �લિનલિGચેતે કું�	 છે	 . હોંવ	 0�� થે�યુ છે	?
આ ગોલિતે0%� છે	. તે	થે%, જ્યુ��	 કું	!�%કું ન�કું�%ઓ ચે��% �હોં% છે	, અન્યુ નવ% ન�કું�%ઓ આવ% 0કું	 છે	. તે	થે%, દ� વખુંતે	 જ્યુ��	
નવ% ન�કું�% આવ	 ત્યુ��	 તે	 લિવલિવધ પ્રો�થેલિમાકુંતે�ઓ �થે	 આવ	 છે	, અન	 તે	 �લિનલિGચેતે કું�વ� મા�!	 0	ડ્યુ:��ન�� કું�મા છે	  કું	 ઉચ્ચે
પ્રો�ધ�ન્યુતે� �થે	ન% નવ% ન�કું�%ઓ ઓછે% ન�કું�% �થે	  જો:ન% ન�કું�%થે% આગોળ આવ	.  તે	થે%,  �	!� મા�ળખું��  દ્રલિKકું�ણેથે%,
અમા�રું� પ્રોGન એ છે	 કું	 �લિનલિGચેતેકુંતે�5 મા�!	 બ�કું%ન% ન�કું�%ઓન% :લિચેન	 તે	માન% પ્રો�થેલિમાકુંતે�ઓ �થે	 જાળવ% ��ખુંવ� મા�!	ન�
શ્રે	ષ્ઠ �"તે� 0�� છે	? તે	થે%, આ :લિચે ગોલિતે0%� �%તે	 અપ�	! કું�% 0કું�યુ છે	 કું��ણે કું	 આ :લિચે અપ�	! થેઈ જાયુ છે	 

((માયુન��દર્ભ5 ��: 01:22))

નવ% ન�કું�%ઓ આવ	 છે	. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ5 ��: 01:26)

તે�, આ એ છે	 જો	  આપણે	 અગ્રતે� કુંતે�� કુંહોં%એ છે%એ? તે	થે%, અમા��% પ્રો�થેલિમાકુંતે� કુંતે��મા�� બ	 મા:ળર્ભ:તે કું�માગો%�% છે	; પહોં	���
કું�મા એ આગોળન% ન�કું�%ન	 કું�ઢવ�ન� છે	  જો	  આ ડિકું"�મા�� ન�કું�%ન	 ઉચ્ચેતેમા પ્રો�ધ�ન્યુતે� �થે	 �	 છે	  અન	 તે	ન	 કુંતે��મા��થે%
દ:� કું�	 છે	.  હોંવ	 અ�બત્ત,  અમા��% પ�	 એવ% લિ"થેલિતે છે	  જ્યુ�� તેમા��% મા�ન પ્રો�ધ�ન્યુતે�મા�� બહોં�લિવધ ન�કું�%ઓ છે	 .  તે	થે%,
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અમા	 તેમા��% પ્રો�થેલિમાકુંતે�ઓન	 ધ્યુ�નમા�� ��ખુંતે� નથે%, પ��તે� જો� તેમાન	 જોરૂ� નથે%, તે� અમા	 ક્યુ�� તે� �ખું% 0કું%એ છે%એ કું	 ત્યુ��
કું�ઈ પ્રોકું��ન�� �	ખુંન લિનયુમા છે	 અથેવ� અમા	 કું�ળજી ��ખું%એ છે%એ કું	 કું�ઈ ઉચ્ચે પ્રો�ધ�ન્યુતે� ન�કું�%મા��થે% કું�ઈ એકું યુ�ગ્યુ છે	 .
તે	થે%, મા�ખ્યુ કું�માગો%�% માહોંત્તમા કું�ઢ% ન��ખું	 છે	; કુંતે��મા��થે% માહોંત્તમા પ્રો�ધ�ન્યુતે� આઇ!મા કું�ઢ% ન�ખું�. અન	 પછે% એકું 0�મા	�
છે	. તે	થે%, ન�કું�% આવ0	 તે	 દ�ખું� કું�વ�મા�� આવ0	, તે	 અગ્રતે� �થે	 આવ0	. તે	થે%, આપણે	 :લિચેમા�� 0�મા	� કું�વ�ન% જોરૂ�
છે	. તે	થે%, તે	 પછે%થે% કું�ઢ% ન�ખું� માહોંત્તમા આન	 એકું ગોણે�0	. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ5 ��: 02:09)

તે	થે%, U પ્રોથેમા ઉકું	� જો	  કું�ઈ �	!� ��ખુંવ� મા�!	 લિવચે��% 0કું	 છે	 તે	 :લિચેન	 જાળવ% ��ખુંવ�, કું�ઈ �	ખું�કું%યુ મા�ળખું�� અન	 એ�	
અથેવ� :લિચે જાળવવ�ન�� છે	, કું��ણે કું	 તે	 ગોલિતે0%� �%તે	 :લિચેબદ્ધ છે	. તેમા��% "પK પ�દગો%. હોંવ	 જો� આપણે	 કું�ઈ ક્રુમા��ડિકુંતે
:લિચે ��ખું%0��, તે� ન�કું�% ઉમા	�વ�ન�� �ળ છે	, જો	 :લિચેમા�� ઉમા	��યુ છે	. તે	થે%, લિનવ	0 એ તેતે માયુ ઓપ�	0ન માયુ (O)�	
છે	,  પ��તે�  જો� આપણે	 કું�ઈ ક્રુમામા��  ગો�ઠવ	� :લિચે હોં�યુ તે� ઘણે%વ�� જો�યુ	�% હોં�યુ,  તે� અમાન	 ન્યુ:નતેમા અથેવ� માહોંત્તમા
0�ધવ� મા�!	  માગ્ર :લિચેન	 "કું	ન કું�વ% પ�0	.  તે	થે%,  આ ડિકું"�મા��  જો� અમા	 કું�ઈ નY!5"!	� :લિચેમા��થે% કું�ઢ% ન��ખુંવ�ન��
માહોંત્તમા કું�વ�  મા��ગો%એ છે%એ,  તે�  આ ઑપ�	0ન :લિચેન�  કુંદન�  પ્રોમા�ણેમા��  �	ખું��0  માયુ અથેવ�  આ ક્ષણે	  બ�કું%ન%
ન�કું�%ઓન% �ખ્યુ� જો	!��� �	0	. તે	થે%, :લિચે �થે	 કું�ઈ એકું જો ઉપયુ�ગો% વ"તે� કું�% 0કું	 છે	, નહોંZ તે� તે	ન	 Y!5 કું�વ�� જો�ઈએ.

તે	થે%, જો� આપણે	 Y!5 કું�%એ તે� અમા	 પ્રો�ધ�ન્યુતે�ન� ઘ!��વ�ન% હોં�કુંમામા�� ન�કું�%ઓન� પ્રોયુ� અન	 જાળવણે% કું�% 0કું%એ
છે%એ,  જો� આપણે	 તે	ન	 પ્રો�ધ�ન્યુતે�ન� હોં�કુંમા ઘ!��	 છે	,  તે� માહોંત્તમા પ્રો�ધ�ન્યુતે� કું�યુ5 હોં�મા	0� :લિચેન% 0રૂઆતેમા�� છે	.  તે	થે%,
આપણે	 તે	ન	 તેતે માયુ� તે�તે 0�ધ% 0કું%એ છે%એ. તે	થે%, માહોંત્તમા કું�ઢ% ન�ખું� હોંવ	 એકું તેતે માયુ ઓપ�	0ન બન	 છે	 ,
પછે% દ�ખું� કું�વ� 0�� થે�યુ છે	? આપણે	 :લિચેમા�� મા:લ્યુ 0�મા	� કું�વ�ન% જોરૂ� છે	, અન	 જ્યુ��	 અમા	 Y!5 કું�	� :લિચેમા�� મા:લ્યુ
0�મા	� કું�%એ છે%એ ત્યુ��	 અમા	 તે	ન	 દ�ખું� કું�વ�ન% Y!5ન	 મા�ધ�ન કું�વ�ન% જોરૂ� છે	, તે	ન	 :લિચેબદ્ધ કું�વ� મા�!	 :લિચે પ�
ચે��વ�� પ�0	. તે	થે%, તે	 હોંવ	 �	0	 ઓ માયુ એન ઓ�5�. તે	થે%, કું�ઈ નY!5"!	� :લિચે અથેવ� Y!5 કું�	�% :લિચેમા��, અમા��% પ�	
એકું અલિનણે[કું\તે :લિચેમા�� એકું ટ્રા	� બ�ધ છે	, માહોંત્તમા �	ખું��0 માયુ કું�ઢ% ન�ખું	 છે	, Y!5 કું�	�% :લિચે 0�મા	�મા�� �%લિનયુ� માયુ
�	 છે	. તે	થે%, એકું બ%જો� �  મા"યુ�  છે	. તે	થે%, જો� આપણે	 એન ન�કું�%ઓન� અન�ક્રુમામા�� કું�ઈ ક્રુમામા�� ગો�ઠવ	� :લિચે અથેવ� Y!5
કું�	�% :લિચેન� ઉપયુ�ગો કું�%એ છે%એ,  તે� એમા ��ગો	 છે	  કું	 લિ"!મામા��  N ન�કું�%ઓ આવ	 છે	  તે	 તે	માન	 પ્રોડિક્રુયુ� કું�0	.  પછે%
આપણે	 તે	માન	 N વખુંતે દ�ખું� કું�%0�� અન	 માહોંત્તમા N વખુંતે કું�ઢ% ન�ખું%0��. તે	થે%, આ બ�ન	 વચ્ચે	 આપણે	 કુંયુ� �લ્યુ�0નન�
ઉપયુ�ગો કું�%એ છે%એ, આપણે	 એન "ક્વ	� !�ઇમાન� ખુંચે5 ક્રુમામા�� મા�પ્તે કું�%0��. તે	થે%, આ અમાન	 :ચેવ	 છે	  કું	 એકું �	ખું%યુ
મા�ળખું��. પ્રો�ધ�ન્યુપ:ણે5 કુંતે��મા�� કું�યુ5ક્ષમા �%તે	 �જો:આતેન	 ઉકું	�વ� મા�!	 એકું પડિ�મા�ણે%યુ મા�ળખું�મા�� ગો�ર્ભ%� માયુ�5દ� છે	. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ5 ��: 04:13)

તે	થે%, આપણે	 એકું પડિ�મા�ણે%યુ મા�ળખું��થે% બ	 પડિ�મા�ણે%યુ મા�ળખું�� પ� જોવ�ન�� છે	 . તે	થે%, ચે��� આપણે	 ખું:બ જો લિનષ્કુંપ! બ	
પડિ�મા�ણે%યુ મા�ળખું�થે% પ્રો���ર્ભ કું�%એ,  ફક્તે બતે�વવ� મા�!	 કું	 આપણે	 કું	વ% �%તે	 ખુંતે �ધ��� મા	ળવ% 0કું%એ,  મા�ત્રો એકું
પડિ�મા�ણે, બ	 પડિ�મા�ણે�થે% જો આગોળ વધ% �હ્યા� છે%એ. તે	થે%, અહોંZ અમા	 મા�ન%એ છે%એ કું	 આપણે	 કું�ઈ પણે પ્રોકું��ન% કું��
ન�કું�%મા�� વધ��� કું�વ� એ અગો�ઉથે% જાણે% 0કું%એ છે%એ.  તે	થે%,  આપણે	 આ કું	મા�� ધ��% �%ધ�� છે	  કું	 એન 25 છે	.  તે	થે%,
આપણે	 જો	  કું�%એ છે%એ તે	 25 ��બ�ઈન% એકું પડિ�મા�ણે%યુ :લિચેન	 જાળવવ�ન% જોગ્યુ�એ છે	  - માહોંત્તમા ��બ�ઈ 25, આપણે	
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આ :લિચેન	 5 થે% 5 ન% "ક્વ	�5 એ�	 તે�%કું	 ફ�%થે% ગો�ઠવ%એ છે%એ. , "ક્વ	� રું! n દ્વ��� ચે�� રું! n. તે	થે%, હોંવ	 તેમા	 અહોંZ
આવ% વ"તે�ન� દ�ખું�� જો�ઈ 0કું� છે�.  તે	થે%,  અમા��% પ�	 હોં��મા��  25 અ�ગો-અ�ગો 6 19 ન�કું�%ઓ છે	  જો	મા�� લિવલિવધ
પ્રો�થેલિમાકુંતે�ઓ છે	. કું	!�%કુંવ�� બ	 ન�કું�%મા�� મા�ન પ્રો�ધ�ન્યુતે� હોં�ઈ 0કું	 છે	 જો	  કું�ઈ વ��ધ� નથે%. પ��તે� માહોંત્વન% વ�તે એ છે	
કું	  આપણે	 આ બ	 ��યુમા	ન્0ન� એ�	 દ્વ��� ક્રુલિમાકું �%તે	  એકું પ્રોકું��ન% અન�રૂપ �%તે	  જાળવ% ��ખુંવ�ન% જોરૂ� નથે%,  અમા	
બ��હોં	ધ�% આપ%એ છે%એ કું	 દ�	કું પ�લિક્તેમા�� જો	  પ�લિક્તેથે% ��બ	થે% જોમાણે% તે�ફન% તે�ફ જો�એ છે	  તે	 એકું ચે�તે� ક્રુમા છે	 . તે	થે%,
અમા��% પ�	 પહોં	�% હોં��ળ ચેઢતે% હોં�કુંમા છે	, બ%જી પ�લિક્તે છે	, પ��તે� પ�લિક્તેઓ પ�તે�ન�મા�� કું0�� જો નથે% 

((માયુન��દર્ભ5: 05:22)).

તે	થે%, તેમા	 ન�ન% હોં��ળમા�� બ%જી પ�લિક્તે અન	 તે	ન�થે% લિવપડિ�તે મા�!� મા:લ્યુ� ધ��વ% 0કું� છે�. તે	થે%, ઉદ�હોં�ણે તે�%કું	, 19 12

કું�તે� મા�!� છે	, પછે% 17 એ 8 કું�તે� મા�!� છે	 અન	 તે	થે% આગોળ. તે	થે%, આ પ્રોકું��ન% ન�કું�%ઓન% પ��ચે "વતે�ત્રો :લિચે છે	, જો	
દ�	કું :લિચેમા�� એકું�થે	 કું�માન% કું�� 	!ન	 Y!5 કું�વ�મા�� આવ	 છે	. 

("��ઇ�માયુન� �દર્ભ5 ��: 05:40)

તે�, હોંવ	 ધ��� કું	 તેમા	 આ :લિચેમા�� નવ% ન�કું�% દ�ખું� કું�વ� મા��ગો� છે�. તે	થે%, વ્યુ:હોં�ચેન� એ ખું:બ જો �ળ છે	  કું	 અમા	 તે	ન	
પ્રોથેમા "થે�ન	 ખું��% "થે�ન ધ��વતે% �ચે% "થે�ન	 0�મા	� કું�વ� મા��ગો%એ છે%એ. હોંવ	 જો� કું�ઈ પ�લિક્તેઓમા�� ખું��% જોગ્યુ� છે	 કું	
નહોંZ તે	 0�ધવ� મા�!	, ત્યુ�� કું�ઈ ઘ!કું� કું	વ% �%તે	 છે	 તે	 0�ધવ� મા�!	 અમાન	 આ વ"તે�ન	 ન%ચે	 ચે��વ�ન% જોરૂ� છે	. તે	થે%, તેમા	
આ વધ���ન% મા�લિહોંતે%ન	 અહોંZ ��ખું%ન	 તે	 બચે�વ% 0કું� છે�, જો	 દ�	કું પ�લિક્તેઓન�� કુંદ છે	. તે	થે%, ચે��� ધ��%એ કું	 આપણે% પ�	
પ�લિક્તેઓ 0�મા	� કું�વ� મા�!	 કુંદ ઉપ�બ્ધ છે	, હોંવ	 આપણે	 આ લિવલિ0K કું	મા�� પ�લિક્તે કું�%એ છે%એ કું	 દ�	કું પ�લિક્તે મા�!�ર્ભ�ગોન�
કુંદ પ��ચે છે	. તે	થે%, જો� કુંદ 5 છે	, જ્યુ��	 આપણે	 જાણે%એ છે%એ કું	 જો� તે	 આ પહોં	�% પ�લિક્તેમા�� 11 0�મા	� કું�વ�ન� પ્રોયુ� કું�	
છે	, તે� 11 ત્યુ�� ડિફ! થેઈ 0કું0	 નહોંZ, કું��ણે કું	 મા:ળરૂપ	 કું�ઈ "થે�ન નથે%. તે	થે%, પછે% આપણે	 આગોળન% હોં��ળમા�� જોઈએ,

ફ�% એકું વ�� આપણે	 જો�0�� કું	 કુંદ 5 છે	. તે�, પછે% આપણે	 ત્રો%જા ર્ભ�ગો ઉપ� જોઈ0��. હોંવ	 આપણે	 જો�ઈ 0કું%એ છે%એ કું	 ત્યુ��
એકું જોગ્યુ� છે	,  કું��ણે કું	 આ પ�લિક્તેમા�� ફક્તે ત્રોણે ઘ!કું� છે	  અન	 તે	થે% તે	 �ઈ 0કું	 છે	 ,  હોંવ	 આપણે	 આ :લિચેન	 કું�યુ5 કું�%એ
છે%એ અન	 તે	ન	 0�મા	� કું�વ� મા�!	 યુ�ગ્યુ "થે�ન 0�ધ%એ છે%એ અન	 દ�ખું� કું�%એ છે%એ તે	 �%તે	 દ�ખું� કું�%એ છે%એ. તે	થે%,
બ%જો� પ્રોGન એ છે	  કું	 આ કું	!�� માયુ �	 છે	.  �રું,  આપણે	 જાણે%એ છે%એ કું	 તે	ન% પ�	 એન પ�લિક્તેઓન� વગો5મા:ળ છે	.
તે	થે%, તે	 !�ચેથે% તેલિળયુ	 જોવ� મા�!	 યુ�ગ્યુ પ�લિક્તે 0�ધવ� મા�!	 N પગો���ઓન� "ક્વ	� રું! �	 છે	, અન	 પછે% અમા��% પ�	 દ�	કું
એન્ટ્રા%ઝા એન એન્ટ્રા%ઝાન� "ક્વ	� રૂ! છે	. તે	થે%, જો� આપણે	 �મા�ન્યુ �લિમાશ્રેણે કું�%એ તે� તે	 પ�લિક્તેન% ��બ�ઇ મા�!	 પ્રોમા�ણે�
માયુ �	 છે	, અમા	 તે	મા�� 0�મા	� છે%એ. તે	થે%, અમા��% પ�	 યુ�ગ્યુ પ�લિક્તે 0�ધવ� મા�!	 N "કું	નન�� "ક્વ	� રું! છે	, તે	 પ�લિક્તેન%
અ�દ� યુ�ગ્યુ લિ"થેલિતે 0�ધવ� મા�!	 N "કું	નન�� વગો5મા:ળ. તે	થે%, એકું�દ�	 તે	 માયુન� વગો5મા:ળન� ઓ ઓ�5� છે	. તે�, કું�ઢ% ન�ખુંવ�
લિવ0	 0��? 

("��ઇ�માયુન� �દર્ભ5 ��: 07:15)

તે	થે%, આપણે	 આ એ�	મા�� માહોંત્તમા તેત્વ કું�ઢ% ન�ખુંવ� મા��ગો%એ છે%એ. હોંવ	 કું��ણે કું	 દ�	કું પ�લિક્તે બ%જી પ�લિક્તેથે% "વતે�ત્રો છે	,
આપણે	 અગો�ઉથે% જાણેતે� નથે% કું	 આ માહોંત્તમા તેત્વ ક્યુ�� છે	 . જો� કું	, આપણે	 જાણે%એ છે%એ કું	 દ�	કું હોં��ળમા�� માહોંત્તમા તેત્વ
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અ�તેમા�� છે	, કું��ણે કું	 દ�	કું પ�લિક્તે Y!5 કું�વ�મા�� આવ	 છે	. તે�, પ્રોથેમા વ"તે� જો	  આપણે	 જાણે%એ છે%એ તે	 છે	  કું	 દ�	કું �ર્ભલિવતે
માહોંત્તમા તેત્વ વ�"તેવમા�� તે	ન% પ�લિક્તેન� અ�તેમા�� છે	 . તે�, આપણે% પ�	 આ પ��ચે પ�લિક્તેઓ છે	 , આપણે% પ�	 પ��ચે માહોંત્તમા
તેત્વ� છે	.  અન	 હોંવ	 એકું�દ�	 માહોંત્તમા આ પ��ચે તેત્વ�મા�� હોં�વ�� આવશ્યુકું છે	 ,  તે	 Uથે% મા�!�� હોં�વ�� જો�ઈએ.  તે�,  આપણે	 ફક્તે
કુંદન% મા�લિહોંતે%ન� ઉપયુ�ગો કું�% 0કું%એ છે%એ.  તે	થે%,  આપણે	 જાણે%એ છે%એ કું	 તે	 પ્રોથેમા પ�લિક્તેમા�� પ��ચેમા�� તેત્વ છે	,  બ%જી
પ�લિક્તેમા�� પ��ચેમા�� તેત્વ,  ત્રો%જી અન	 ચે�થે% પ�લિક્તેમા�� ચે�થે�� તેત્વ,  અન	 બ%જો� �  તેત્વ છે	લ્�% પ�લિક્તે છે	.  તે	થે%,  કુંદન% મા�લિહોંતે%ન�
ઉપયુ�ગો કું�%ન	,  આપણે	 આ બધ�મા��થે% "કું	ન કું�% 0કું%એ છે%એ અન	  43  ન% જોરૂડિ�યુ�તે�ન	 કું�ઢ% ન�ખુંવ�ન% જોરૂ� છે	  તે	
ઓળખુંવ� મા�!	 આ કું	મા�� Uથે% મા�!� કું�ણે છે	  તે	 ઓળખું% 0કું	 છે	. અન	 પછે% 43 ન	 કું�ઢ% ન�ખ્યુ� પછે% આપણે	 તે	ન	 દ:�
કું�%એ, અન	 પછે% આપણે	 મા�પ 4 થે% 3 �ધ% પણે ઘ!��%એ. તે	થે%, આપણે	 જ્યુ��	 મા�પમા�� ગોયુ� ત્યુ��	 આપણે	 અગો�ઉન�
ઉદ�હોં�ણેમા�� ચે	પ �ગો�વ% 0કું%એ તે	 પ્રોમા�ણે	 આ મા�પન� ટ્રા	કું ��ખું% 0કું%એ છે%એ. 11, આપણે	 આ 3 ન	 4 મા�� બન�વ%એ.

તે	થે%, ફ�%થે% તે	 ક્રુમામા�� ક્રુલિમાકું ડિક્રુયુ� છે	. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ5 ��: 08:34)

તે	થે%, આપણે	 હોંવ	 �	!� મા�ળખું�� પ્રો�પ્તે કુંયુ�b છે	, જો	  પ્રો�યુ�ડિ�!% ક્યુ�(Priority queues)મા�� ઘ!કું�ન	 ટ્રા=કું ��ખું	 છે	  જ્યુ�� દ�ખું�
થેવ� મા�!	 ક્રુમામા��  N માયુ �	 છે	,  માહોંત્તમા ક્રુમામા�� ઓ�5� રું! N ન	 કું�ઢ% ન�ખું�,  અન	 તે	થે%,  હોંવ	 પ્રોડિક્રુયુ� કું�% �હ્યા�� છે	  એન
ન�કું�%ઓન� ક્રુમા એન રૂ! એન માયુ �	 છે	. યુ�દ ��ખું� કું	 અગો�ઉ તે	 એન ચે�� ઓ�5� હોંતે�. તે	થે%, જો� તેમા	 ઇચ્છે� છે� 

(અમા	માયુ: 08:54)),

તે� આપણે	 એન "ક્વ	�મા��થે% ક્રુમામા��  N 3 ન	  2 દ્વ��� ક્રુમામા�� ઘ!��%એ છે%એ.  તે	થે%,  આ માજો:તે% કું�વ� મા�!	 ફક્તે એકું
નમા:ન� છે	 કું	 બ	 પડિ�મા�ણે%યુ મા�ળખું�� તેમાન	 �	ખું%યુ 0�ધ પ� ન/ધપ�ત્રો બચેતે આપ% 0કું	 છે	 . તે	થે%, અ�બત્ત, આપણે	 આન�થે%
ખું�0 થેવ�ન� નથે%, બ%જાઓ તેમા	 ફક્તે આન�થે% ��કું0�. તે�, આપણે	 વ�"તેવમા�� એન થે% 3 ન% 2 ઘ�તે કું�તે� વધ� �રું� કું�%
0કું%એ છે%એ, અન	 આ પછે% આપણે	 �	ક્ચે�મા�� ચેચે�5 કું�વ� જોઈ �હ્યા� છે%એ. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ5 ��: 09:14)

તેમાન	  એકું પ:વ�5વ��કુંન આપવ� મા�!	,  આપણે	 0��  કું�વ� જોઈ �હ્યા� છે%એ તે	  તે	ન	  �ળ એ�	  અથેવ� "ક્વ	�  મા	ડિટ્રાક્મા��
જાળવવ�ન�� છે	, પ��તે� એકું લિવલિ0K પ્રોકું��ન� બ�યુન�% ટ્રા%મા�� તે	ન	 હોં	પ કુંહોં	વ�મા�� આવ	 છે	 . તે	થે%, આ એકું લિદ્વ�ગો% વ\ક્ષ હોં0	.
તે	થે%, તે	ન� જો	વ% �ચેન� હોં0	, અન	 તે	 �તે�લિ�તે થે0	. તે	થે%, મા:ળર્ભ:તે �%તે	 તેમા�મા પ�ન% �ગોર્ભગો મા�ન ��બ�ઈ હોં0	, અન	
આન� અથે5 0�� થે0	 તે	 છે	 કું	 વ\ક્ષન% ઊંચે�ઈ વ\ક્ષન� કુંદમા�� �ઘ�ગોણેકું હોં0	. અન	 આ મા	ક્ �	 ��ગો એન ઓપ�	0ન્ન	 0�મા	�
કું�0	 અન	 કું�ઢ% ન�ખું0	, અન	 આ એન ��ગો એન ન� એન ઓપ�	0ન્ મા�!	 એકું�દ� ન%ચે	 આપવ�મા�� આવ0	. અન્યુ વ"તે� એ
છે	  કું	 આપણે	 ખું�	ખું� તે	ન	 ગોલિતે0%� વ\ક્ષ તે�%કું	 જાળવ% ��ખું%એ છે%એ,  અમા��	 તે	ન	 બન�વવ�ન% જોરૂ� નથે%.  એકું ધ��ણે�
જો	મા કું	 અમા	 �ળ અથેવ� �લ્યુ�0ન �લ્યુ�0ન કુંયુ�b છે	, જો	 અમા	 હોંમાણે�� જો પ્રો"તે�વ મા:ક્યુ� છે	, જ્યુ�� અમા	 ઉપ�� બ�હ્યા એન.

અમા	 એકું ઉકું	� મા	ળવ% 0કું%એ છે%એ જ્યુ�� કું% આપણે	 જો	!�% મા�!% બન% 0કું%એ. તે	થે%, જ્યુ�� �ધ% આપણે	 ખું�તે�% કું�%એ કું	
આપણે	 તે	ન	 �તે�લિ�તે ��ખુંવ� મા�!	 વ્યુવલિ"થેતે �%તે	 વ\લિદ્ધ કું�%એ છે%એ.  તે�,  આ આપણે	 આગોળ જો�0��,  આપણે	 આ �	!�
"ટ્રાક્ચે�ન	 એકું ઢગો�� કુંહોં%0�� જો	 	! !�ઇપ બ�યુન�% ટ્રા%ન	 જાળવ% ��ખું%ન	 પ્રો�થેલિમાકુંતે� કુંતે��ન	 ��ગો� કું�	 છે	. 
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ડિ�ઝા�ઇન અન	 એન�લિ�લિ ઓફ એલ્ગો�ડિ�ધમ્ (Design and Analysis of Algorithms)
પ્રો�ફ	� મા�ધવન મા�કું��દ (Prof. Madhavan Mukund)

ચે	ન્નઈ મા	થે	મા	ડિ!કું� ઇલિન્"!ટ્યુ�! (Chennai Mathematical Institute)

મા�ડ્યુ�� - 05

�	ક્ચે� - 35

લિ'પ્
'વ	 ચે��� લિ'પ્ જુ�ઓ. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ+ ��: 00:03)

તે	થે-,  યુ�દ  ��ખો�  કું	  અમા�રું�  �ક્ષ્યુ  પ્રો�યુ�ડિ�!-  ક્યુ�(Priority  queues)ન	  અમા�મા��  મા1કુંવ��  છે	.  પ્રો�યુ�ડિ�!-  ક્યુ�(Priority

queues)મા��, અમા��- પા�	 કું�માન- શ્રે	ણી- છે	  જુ	  લિ"!મામા�� પ્રોવ	શ કું�	 છે	, દ�	કું કું�માન	 અગ્રતે� છે	. જ્યુ��	 પાણી, અમા	 અમા�
કું�વ� મા�!	  કું�માન	  �લિનલિ9ચેતે કું�વ� મા�!	  તે:યુ�� છે-એ,  ત્યુ��	  અમાન	  નવ-નતેમા જુ�બ અથેવ� પ્રો���લિર્ભકું કું�મા ન માળવ-
જુ�ઈએ,  પા��તે�  જુ	  કું�મા '��મા��  ��'  જુ�તે-  કું�માઓમા��  >થે-  વધ�  પ્રો�ધ�ન્યુ  છે	 .  તે	થે-,  અમાન	  ડિ��-!  મા	ક્ કું'	વ�તે�
ઑપા�	શનન- જુરૂ� છે	  જુ	  બ�કું- �'	�� અન	 તે	મા��  શ	ડ્યુ1� કું�	�� ��કું�મા�� ઉચ્ચે પ્રો�ધ�ન્યુતે� જુ�બ શ�ધશ	.  અન	 આપાણી	
દ	ખો-તે- �-તે	, એકું શ�મા	� ઓપા�	શન કુંયુ�D છે	 જુ	 આ કું�માન	 ગોલિતેશ-� �-તે	 તે	ઓ પા'Eચે	 છે	. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ+ ��: 00:37)

તે	થે-, આપાણી	 છે	લ્�	 જુ�યુ�� કું	 �	ખો-યુ મા�ળખો�� આપાણીન	 આ બ�ન	ન	 એકું�થે	 ઑલિપ્!મા�ઇઝા કું�વ� દ	શ	 ન'F. મા'ત્તમા અથેવ�
કું�ઢી- ન�ખોવ� મા�!	 ઑ�+�  N ઑપા�	શન મા�!	 અમા	 ઑ�+�  N ઑપા�	શન �થે	 અ�તે કું�-એ છે-એ.  પાછે-,  આપાણી	 !1�કું� બ	
પાડિ�મા�ણી-યુ એ�	 જુ�યુ� જુ	 આપાણીન	 એન રૂ! એન �લ્યુ�શન આપા	 છે	 જુ	  આમા��ન� દ�	કું મા�!	 રું! એન ઓપા�	શન છે	 , તે	થે-
અમા��� એન ઓપા�	શન્ એન થે- એન ઓ�+� છે	. પા��તે�, અમા	 કુંહ્યું�� કું	 અમા	 વધ� ��- મા�લિ'તે- મા�ળખો�� શ�ધ-શ�� એકું ખો�
પ્રોકું��ન- વJક્ષન� ઉપાયુ�ગો કું�-ન	 લિ'પાL કું'	વ�યુ છે	. તે	થે-, લિ'પાL એકું �તે��ન વJક્ષ બનશ	, જુ	ન- ઊંચે�ઈ કુંદમા�� �ઘુ�ગોણીકું છે	, જુ�
વJક્ષમા�� ધ્વજુ એન ગો��ઠો� '�યુ, તે� ઊંચે�ઈ કું	 જુ	  રું!થે- કું�ઈપાણી પા��દ�� �ધ- ધ��ન- �ખ્યુ� છે	  તે	 �Rગો એન 'શ	 અન	 આ
�થે	 , તે	 બ�ન	ન	 શ�મા	� કું�શ	 અન	 મા'ત્તમા એનન	 ��ગો કું�વ� મા�!	 પ્રો-પા�લિઝાશન� કું�ઢી- ન�ખોશ	 અન	 તે	થે-, N ન� કું�યુ+વ�'-
કું�વ�મા�� આવશ	 માયુન� માયુ �	શ	 N એ એન.આ�. રૂ! એન મા�!	 મા�નવ�મા�� આવ	 છે	  અથેવ� �	ખો-યુ �જુ1આતે મા�!	 N
ચે�� મા�!	. અમા	 એમા પાણી કુંહ્યું�� કું	 લિદ્ધ��તેમા�� આ લિ'પાL �વચે-કું છે	  અન	 આપાણી	 જુ	  જુ�ઈએ તે	!��� વધ��- શકું-એ છે-એ.

તે	થે-, આપાણી	 અગો�ઉથે- નક્કું- થેતે�� ઢીગો��ન� મા�પાન	 �ધ��વ�ન- જુરૂ� નથે-. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ+ ��: 01:39)

તે	થે-, ચે��� આપાણી	 એકું લિ'પા !	"! શ�� છે	  તે	 જુ�વ�ન�� શરૂ કું�-એ. તે	થે-, લિદ્વ�ગો- વJક્ષ એ એકું વJક્ષ છે	  જ્યુ�� આપાણી- પા�	
રું! છે	 અન	 દ�	કું ન��મા�� 0, 1 અથેવ� 2 બ�ળકું� છે	. તે	થે-, �મા�ન્યુ �-તે	 લિદ્વ�ગો- વJક્ષ� માન"વ- આકું�� '�ઈ શકું	 છે	 . તે	થે-,
અમા��- પા�	 લિદ્વ�ગો- વJક્ષ� '�ઈ શકું	 છે	 જુ	  આ જુ	વ� દ	ખો�યુ છે	 , જ્યુ�� રું!મા�� 1 બ�ળકું '�યુ છે	, તે	મા�� 2 બ�ળકું� '�યુ છે	
અથેવ� તે	 એકું ડિદશ�મા�� વધ� અવ્યુવલિ"થેતે દ	ખો�યુ છે	 . તે	થે-, લિદ્વ�ગો- વJક્ષ� ખો1બ જુ લિવલિચેત્ર આકું�� '�ઈ શકું	 છે	 , પા��તે� એકું
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લિ'પાL લિદ્વ�ગો- વJક્ષ છે	 જુ	  ખો1બ જુ ચે�ક્કું આકું�� ધ��વ	 છે	, જ્યુ�� આપાણી	 વJક્ષ ગો��ઠો� ર્ભ�-એ છે-એ અથેવ� આપાણી	 ચે�ક્કું
ક્રમામા��  વJક્ષન� ગો��ઠો�ન	 ઉમા	�-એ છે-એ.  તે	થે-,  પ્રોથેમા આપાણી	 રું! પા� પ્રો���ર્ભ કું�-એ,  પાછે- આપાણી	 રું!ન� ��બ� બ�ળકુંન	
ઉમા	�વ�� જુ�ઈએ, પાછે- યુ�ગ્યુ બ�ળકું અન	 આ �-તે	 "તે�થે- ��બ	થે- જુમાણી	 "તે� ચે��� ��ખોવ�� જુ�ઈએ. તે	થે-, આપાણી	 આ ન��
ઉમા	�-એ,  પાછે- આપાણી	 આ ન�� ઉમા	�-શ��,  પાછે- આપાણી	 આ ન�� ઉમા	�-શ��.  તે	થે-,  એકુંવ�� માન	 ખોબ� છે	  કું	 વJક્ષમા�� કું	!��
ગો��ઠો� છે	, માન	 ખોબ� છે	 કું	 આકું�� શ� બ��બ� છે	 , તે	થે- આકું�� �ધ���ઈ ગોયુ� છે	. તે	થે-, તે	 ઢીગો��ન- પા'	�- ��ક્ષલિણીકુંતે� છે	 કું	
જુ� મા��- પા�	 n ગો��ઠો� �થે	 લિ'પાL '�યુ, તે� વJક્ષન� આકું��ન	 આ લિનયુમા દ્વ��� લિનલિ9ચેતેપાણી	 લિનલિ9ચેતે કું�વ�મા�� આવ	 છે	 કું	
n ગો��ઠો� ન-ચે	થે- ન-ચે	, ��બ	થે- જુમાણી	 શ�મા	� '�વ� જુ�ઈએ, પાછે- અમા��- પા�	 મા1લ્યુ લિમા�કુંતે. તે	થે-, મા1લ્યુ ગો�ણીધમા+ કું'	 છે	
કું	 ... તે	થે-, વJક્ષમા�� શ�� થેઈ �હ્યું�� છે	 તે	 છે	 કું	 આપાણી- પા�	 ગો��ઠો� છે	 અન	 દ�	કું ગો��ઠો� મા1લ્યુ છે	 , તે	થે- જ્યુ��	 પાણી '� � મા1લ્યુ લિવરુંદ્ધ
1 ન� ન�� જુ�ઉં છે� �  જુ	મા�� બ�ળકું� v2 અન	 v3 '�યુ, તે� પાછે- આપાણી	 જુ	  જુ�ઈએ તે	 છે	, તે	 વ- 2 કું�તે� મા�!�� અથેવ� તે	ન�
બ��બ� છે	 અન	 મા�!� 3 ન- બ��બ� અથેવ� બ��બ� છે	. તે	થે-, આ ત્રણી ન��� વચ્ચે	 >થે- મા�!�� એકું v1 '�વ�� જુ�ઈએ, તે	થે-
આન	 મા'ત્તમા લિ'પાL ગો�ણીધમા+ કું'	વ�મા�� આવ	 છે	. તે	થે-, આ "થે�લિનકું લિમા�કુંતે છે	, તે	 ફક્તે તે	 ન�� પા� દ�	કું ન�� પા� અમાન	 કું'	
છે	, 2 બ�ળકું�ન	 જુ�ઓ, ન�� તે	ન� કું�તે�� 2 બ�ળકું� વધ��	 મા�!�� '�વ�� જુ�ઈએ. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ+ ��: 03:23)

તે	થે-, અ'F 4 ન�ડ્ �થે	 લિ'પાન�� ઉદ�'�ણી છે	, તે	થે- પ્રોથેમા કું��ણી કું	 તે	 4 ન�ડ્ છે	, દ�	કું 4 ન�� લિ'પામા�� આકું�� 'શ	. કું��ણી
કું	, પ્રોથેમા ન�� રું! 'શ	, બ-જુ� મા1ળ મા1ળ છે��શ	, ત્ર-જુ� ન�� યુ�ગ્યુ બ�ળકું 'શ	 અન	 ચે�થે� ન�� નવ- ��ઇન શરૂ કું�શ	, પાછે-
વધ� આપાણી	 લિ'પા પ્રો�પા!Yન	 ચેકું�- શકું-એ છે-એ. તે	થે-, આપાણી	 જુ�યુ�� કું	  24 એ 11 કું�તે� મા�!�� છે	, 24 7 કું�તે� મા�!�� છે	.
તે	થે-, આ લિ'પા પ્રો�પા!Y મા�!	 મા�ન્યુ ન�� છે	 , 11 એ 10 કું�તે� મા�!� છે	, કું�ઈ યુ�ગ્યુ બ�ળકું નથે-, તે	થે- આ મા�ન્યુ '-પા છે	, ત્યુ��
કું�ઈ નથે- 7 ન�� બ�ળકું તે	થે-, !1�કું�ગો�-થે- આ મા�ન્યુ લિ'પા ન�� છે	 અન	 10 એ જુ કું��ણી�� મા�ન્યુ લિ'પા ન�� છે	 . તે	થે-, દ�	કું
પા��દ�� ન�� જુ	ન� કું�ઈ બ�ળકું� '�તે� નથે- તે	 '�મા	શ�� ઢીગો��બ�ધ �પાલિત્તન	 �તે�ષે	 છે	 . તે	થે-, એકુંવ�� તેમા��- પા�	 પાણી+ ન��
'�યુ, તે� તેપા� કું�વ� મા�!	 કું�ઈ ન'F. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ+ ��: 04:16)

તે	થે-, અ'F બ-જી લિ'પાL છે	, આમા�� 7 ન�� છે	, તે	થે- ફ�-થે- આકું�� �ધ���ઈ ગોયુ� છે	 અન	 ફ�-થે- તેમા	 ચેકું�- શકું� છે� કું	 આ
11 અન	 7 કું�તે� વધ��	 છે	, 11 10 અન	 5 કું�તે� વધ��	 છે	 અન	 7 6 અન	 5 કું�તે� મા�!� છે	 અન	 બ�કું-ન� બધ� પાણી+ ન�� છે	,
તે	થે- કું�ઈ મા"યુ� નથે-. તે	થે-, આ ઢીગો��ન�� બ	 ઉદ�'�ણી� છે	. તે	થે-, કું�ઈકું કું	 જુ	  લિ'પાL નથે- તે	ન�� ઉદ�'�ણી શ�� છે	? 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ+ ��: 04:35)

તે	થે-,  અ'F આપાણી- પા�	 કું�ઈકું છે	  જુ	  લિ'પાL નથે-,  કું��ણી કું	 મા�ળખો�� ખો�!�� છે	. તે	થે-,  અમા	 કુંહ્યું�� કું	 તેમા	 પા��દ�� લિછેદ્રો� ન�ખો-
શકુંતે� નથે-, તેમા��	 ઉપા�થે- ન-ચે	 ��બ	થે- જુમાણી	 જુવ�� આવશ્યુકું છે	, તે	થે- જુમાણી- બ�જુ�  ન�� ઉમા	�તે� પા'	��, અ'F કું	!��કું
ન�� '�વ� જુ�ઈએ. તે	થે-, આ ન�� ક્યુ�� છે	? આ ન�� ખો1!	 છે	, તે	થે- આ મા�ળખો�� યુ�ગ્યુ નથે-. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ+ ��: 04:51)
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આ જુ કું��ણી�, આ મા�ળખો�� પાણી �ચે�� નથે-, કું��ણી કું	 અ'F આપાણી- પા�	 કું�ઈકું છે	  જુ	  ખો1!	 છે	, આ "તે�	 ન�� છે	  અન	
આપાણી	 નવ- ��ઇન શરૂ કું�- છે	. તે	થે-, આ બ�ન	 મા�ળખો�કું-યુ કું��ણી�� પાણી+ નથે-. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ+ ��: 05:04)

બ-જી બ�જુ� , આપાણી	 કું�ઈકું એવ�� જુ�યુ�� જુ	  મા�ન્યુ મા�ળખો�� છે	, 'કું-કુંતેમા�� આપાણી	 ઢીગો��ન	 જુ�યુ�� તે	 પા'	��� મા�ળખો�� ધ��વ	 છે	,
મા"યુ� આ ન�� �થે	 છે	 . તે	થે-, આપાણી	 7 ન	 8 અન	 5 કું�તે� મા�!� '�વ� જુ�ઈએ, પાણી આ કું�+ નથે-. 7 8 કું�તે� મા�!��
નથે-, 7 એ 8 કું�તે� ન�ન- છે	. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ+ ��: 05:20)

તે	થે-, આ ન�� 8 વ�"તેવમા�� લિ'પા પ્રો�પા!Yન�� ઉલ્��ઘુન કું�	 છે	, તે	થે- કું�ઈકું ઢીગો��મા�� લિનષ્ફળ થેઈ શકું	 છે	, કું�� તે� વJક્ષન�� મા�ળખો��
ખો�!�� છે	 અથેવ� કું��ણી કું	 કું	!��કું ન�� પા� લિ'પાL લિમા�કુંતેન� ર્ભ�ગો થે�યુ છે	. આ ડિકું"�મા��, ન�� જુ	 '-પા પ્રો�પા!Yન�� ઉલ્��ઘુન કું�	
છે	 તે	 7 છે	, કું��ણી કું	 તે	મા��ન�� એકું તે	 છે	 જુ	 ખો�	ખો� ન�� કું�તે� બ�ળકું� મા�!� '�યુ છે	. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ+ ��: 05:37)

તે	થે-,  'વ	 આપાણી	 આ બ	 ઓપા�	શન્ન	 લિ'પ્ પા� અમા�મા�� મા1કુંવ�� પા�શ	,  મા'ત્તમા દ�ખો� કું�વ�� અન	 કું�ઢી- ન�ખોવ�� પા�શ	.
તે	થે-, ચે��� જુ�ઈએ કું	 તે	 કું	વ- �-તે	 કું�યુ+ કું�	 છે	? તે	થે-, ચે��� પા'	�� 12 દ�ખો� કું�-એ, તે	થે- 12 દ�ખો� કું��, એ!�	 કું	 માન	
'-પામા�� વ	લ્યુ� ઉમા	�વ�� પા�શ	. તે�, પ્રોથેમા વ"તે� જુયુ��	 '� � '-પામા�� મા1લ્યુ ઉમા	રું� છે� �  ત્યુ��	 તે	 એકું વJક્ષન	 લિવ"તેJતે કું�વ�� આવશ્યુકું છે	.
તે	થે-, '� � આ ન�� ક્યુ�� મા1કું��? તે	થે-, આ 'વ	 �ધ��	� છે	 કું��ણી કું	 આપાણી	 જાણી-એ છે-એ કું	 ઢીગો��ઓ મા�ત્ર એકું જુ �-તે	 વધવ�
અન	 �કું�ચે�ઈ શકું	 છે	,  તે	થે- મા��	 જુમાણી	 જુમાણી	,  ઉપા� થે- ન-ચે	 નવ� ન�� ઉમા	�વ� જુ�ઈએ.  તે	થે-,  આ ડિકું"�મા�� જુ� '� �
��બ	થે- જુમાણી	 જુઇશ, ઉપા� થે- ન-ચે	 '� � આ બિંબદ� પા� આવ-શ, 'વ	 '� � વધ� કું�ઈ ઉમા	�- શકુંતે� નથે-, તે	થે- તે	 આગો�� "તે� પા�
આવવ�� આવશ્યુકું છે	. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ+ ��: 06:16)

તે	થે-, પ્રોથેમા વ"તે� એ છે	 કું	 આ નવ� ન�� 12 મા�� આવવ� આવશ્યુકું છે	. 'વ	, જુ� '� � આ લિ"થેલિતેમા�� 12 મા�કું��, તે� મા"યુ� એ
છે	 કું	 મા��- પા�	 લિ'પા ગો�ણીધમાa �તે�ષે- શકુંશ	 ન'F . આ ડિકું"�મા��, તેમા	 જુ�ઈ શકું� છે� કું	 લિ'પા પ્રો�પા!Y વ�"તેવમા�� અ'F જુ
આવ	 છે	, કું��ણી કું	 તે	 12 કું�તે� વધ��	 મા�!�� છે	. તે	થે-, 10 '-પા પ્રો�પા!Yન�� ઉલ્��ઘુન કું�	 છે	 , પા��તે� નEધ �� કું	 આ ફક્તે ઉપા� થેઈ
શકું	 છે	, તે	થે- મા��� અથે+ એ છે	 કું	 જ્યુ��	 તેમા	 કું�ઇકું શ�મા	� કું�� છે� તે	 એકું પાણી+ છે	. તે	થે-, જ્યુ��	 તેમા	 12 થે- પાણી+ છે�, તે	 12

ન- ન-ચે	ન- '-પા લિમા�કુંતેન	 લિનષ્ફળ કું�- શકુંતે�� નથે-, કું��ણી કું	 ત્યુ��  12 વષે+થે- ન-ચે	ન� કું�ઈ બ�ળકું નથે-.  જુ� બધ- �પાલિત્ત
લિનષ્ફળ જાયુ,  તે� તે	 છે	  કું��ણી કું	 નવ� ન��ન� મા�તે�લિપાતે�ન�� મા1લ્યુ ઘુણું� ઓછે� �  '�યુ છે	  .  તે	થે-,  ઓછે�મા�� ઓછે� આન	 ઠો-કું
કું�વ� મા�!	 એકું �ળ �-તે છે	 અન	 તે	 આ બ�ન	ન	 લિવલિનમાયુ કું�વ� છે	. 
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("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ+ ��: 06:57)

તે	થે-,  '� � આ 12 અન	  10 ન�� લિવલિનમાયુ કુંરું� છે� �  અન	 'વ	 '� �  અ'F મા"યુ�ન	 ઠો-કું કુંરું� છે� � ,  પા��તે� 'વ	 '� � આ બિંબદ�એ વ	લ્યુ�
બદ�-શ. તે	થે-, '� � આ ગો�ઠોવણી-ન	 જુ�વ� મા�!	 જુ�ઉં છે� �  કું	 '� �  12 વ�	 મા�� લિમા�કુંતેન�� ઉલ્��ઘુન કુંરું� છે� �  કું	 નલિ' અન	 અ'F
ફ�-થે- તેમા	 જુ�ઈ શકું� છે� કું	 ત્યુ�� કું�ઈ મા"યુ� છે	 કું��ણી કું	 તે	 12 કું�તે� પાણી મા�!�� છે	. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ+ ��: 07:20)

તે	થે-, પાછે- '� � તે	 લિવલિનમાયુ કુંરું� છે� �, તે	થે- 'વ	 '� � આન�� લિવલિનમાયુ કુંરું� છે� �, 'વ	 પ્રોડિક્રયુ�મા�� શ�� થેયુ�� છે	  તે	 અ'Fથે- કું1વ�મા�� આવ્યુ��
'તે��. અન	 'વ	, > પ્રોથેમા આપાણી	 પા�તે�ન	 માજાવવ�ન- જુરૂ� છે	 કું	 આપાણી	 જુ	  લિ'પાL "થે�લિનકું લિ'પાL બન�વ્યુ� છે	 તે	 કું�ઈ પાણી
વધ� ડિફબિંક્ગોન- જુરૂ� છે	. બ-જા શબ્દ�મા��, આપાણી	 ખો�તે�- આપાવ- જુ�ઈએ કું	 ત્યુ�� કું�ઈ મા"યુ� નથે- અન	 બ-જી બ�જુ�  12

અન	 5 ન- વચ્ચે	 છે	 અન	 આ થેઈ શકુંતે�� નથે-, કું��ણી કું	 મા1ળરૂપા	 આપાણી- પા�	 11, 5 અન	 અ'F કું�ઈકું 'તે��, આપાણી	 જાણી-એ
છે-એ કું	 11 એ 5 કું�તે� મા�!�� 'તે�� અન	 તે	 કું�તે� મા�!�� કું�ઈકું, પાછે- અમા	 કુંયુ�D અન	 લિવલિનમાયુ અન	 અ'F 12 ખો�તે	 ખો�-દ- શકું�યુ
છે	.  તે	થે-,  જુ� બધ- મા"યુ�ઓ ફક્તે  11  અન	  12  'શ	 અન	 ઉલ્��ઘુન �રું� '�યુ તે�  11  કું�તે� મા�!- ઇચ્છે� '�યુ તે�
ઉલ્��ઘુન થે�યુ છે	, પા��તે� 11 એ બ-જી બ�જુ�  કું�તે�� મા�!- '�યુ છે	. તે	થે-, જુ� '� � આ ત્રણી ન�� મા�ળખો�ન- !�ચે પા� 12 ખો	�	,
તે� તે	 બ-જી બ�જુ�  કું�તે� ન�ન- '�ઈ શકુંતે- નથે-.  કું��ણી કું	,  રું! '��મા�� બ-જી બ�જુ�  કું�તે�� પા'	��થે- મા�!� છે	,  એકુંમા�ત્ર
કું��ણી એ છે	 કું	 '� � આમા��ન� 12 ન	 ખો	�- શકું�� છે� �  કું��ણી કું	 તે	 'જી કું�તે� વધ��	 છે	 

((�દર્ભ+આપા�: 08:18)).

તે�, પાછે- જ્યુ��	 '� � આ પ્રોમા�ણી	 કું�-શ અન	 ઉપા� "વ	પા કું�-શ ત્યુ��	 '� � ખો�તે�- કું�- શકું�� છે� �  કું	 બ-જી તે�ફ નજુ� ��ખોવ�ન-
જુરૂ� નથે-, '� � ફક્તે આગોળ જુતે� �હ્યું� છે� �. તે	થે-, 'વ	 માન	 આ બિંબદ� �ધ- 12 માળ્યુ�� છે	, તે	થે- 'વ	 '� � તેપા� કુંરું� છે� �  કું	 ત્યુ��
કું�ઈ વધ� ઉલ્��ઘુન છે	  કું	 ન'F અન	 તે	  12 ન- �ખ્યુ�  24 કું�તે� ન�ન- છે	.  તે	થે-,  '� � ��કું- શકું�� છે� �,  તે	થે- આમા��  12 શ�મા	�
કું�વ�ન�� પાડિ�ણી�મા 'તે��. લિ'પાL. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ+ ��: 08:41)

'વ	, '� � નવ� ન�� 33 દ�ખો� કું�- શકું�� છે� �  કું	 આપાણી	 કું	વ- �-તે	 કું�વ�� તે	 જાણી	 છે	 , તે	થે- પા'	�� જુ� '� � 33 શ�મા	� કુંરું�. તે	થે-, 12

પાછે- અન	 ત્યુ��બ�દ આ ઢીગો��ન�� પાડિ�ણી�મા 'તે��. અ'F 33 શ�મા	� કુંયુ�D છે	, તે	થે- તે	 �ચે�� '�વ�� જુ�ઈએ કું��ણી કું	 તે	 મા�ળખો��
મા�� આગો��� ન�� છે	 અન	 માe મા1લ્યુ મા1ક્યુ�� છે	, પા��તે� તે	 લિ'પા પ્રો�પા!Yન�� ઉલ્��ઘુન કું�શ	 11 અન	 33, તે	થે- '� � તે	ન	 "વ	પા કું�-શ. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ+ ��: 09:00)

અન	 પાછે- ફ�-થે- '� � અ'F ઉલ્��ઘુન કુંરું� છે� �, તે	થે- '� � તે	ન	 ફ�-થે- "વ	પા કુંરું� છે� �. 

("��ઇ�માયુન� �દર્ભ+ ��: 09:06)
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ફ�-થે- મા��- પા�	 ઉલ્��ઘુન છે	, તે	થે- '� � તે	ન	 ફ�-થે- "વ	પા કુંરું� છે� �. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ+ ��: 09:07)

અન	 'વ	 '� � રું! �ધ- પા'Eચે�� છે� �, તે	થે- વ�"તેવમા�� તે	 >થે- મા�!� ન�� બન- ગોયુ� છે	 અન	 'વ	 '� � બ�ધ કું�- શકું�� છે� �. 

("��ઇ�માયુન� �દર્ભ+ ��: 09:15)

તે�, આ કું	!�� માયુ �	 છે	? તે	થે-, દ� વખોતે	 આપાણી	 જુ�યુ�� કું	 આપાણી	 દ�	કું વખોતે	 દ�ખો� કું�-એ છે-એ, આપાણી	 �-ફ ન�� પા�
એકું નવ�� �-ફ ન�� શરૂ કું�-એ છે-એ જુ	  આપાણી	 બન�વ	 છે	 અન	 રું! �ધ- ચે��-એ છે-એ. તે	થે-, આ વ"તે�ન� >થે- ખો��બ
કું	 તે	 વJક્ષન- >થે- ખો��બ કું	ન- ઊંચે�ઇ પા� આધ�� ��ખો	 છે	 , જુ� મા��- પા�	 આ પ્રોકું��ન�� વJક્ષ '�યુ તે� વ્યુ�ખ્યુ� દ્વ���
વJક્ષન- ઊંચે�ઈ, વJક્ષન- ઊંચે�ઈન	 બ�ધ કું�વ�� પા�શ	. તે	થે-, વJક્ષન- ઊંચે�ઈ એ >થે- ���બ- શ�ધ મા�ગો+ છે	 , જુ	  રું!મા��થે- તે	માન	
>થે- ���બ- મા�ગો+ન- ��બ�ઈ છે	.  તે�,  આપાણી	 ક્યુ�� તે� ધ��ન- �ખ્યુ�ઓન- �ખ્યુ� અથેવ� લિશ��બિંબદ�ઓન- �ખ્યુ� ગોણી-
શકું-એ છે-એ 

((માયુન��દર્ભ+: 09:47))

તે	 લિશ����બ કું�શ	 કું	 તે	 !1�કું માયુમા�� 4 'શ	, જુ� તે	 ધ�� 'શ	 તે� તે	 3 થેશ	, પા��તે� ખો�	ખો� મા�દ્દો� એ છે	  કું	 આન� >થે- ���બ�
મા�ગો+ જુડિ!�તે� નક્કું- કું�શ	,  કું��ણી કું	 જુ	  મા�ગોg ���બ� માયુ �ધ- માન	 મા�ગો+ પા� "વ	પા કું�વ�ન- જુરૂ� છે	 .  તે	થે-,  ઢીગો��ન-
ઊંચે�ઈ લિવશ	 શ�� કું'- શકું�યુ, તે	થે- પ્રોથેમા વ"તે� ધ્યુ�નમા�� �	વ- તે	 છે	 કું	 આપાણી	 ઢી��કુંન��- �-તે	 તે	 કું�- શકું-એ છે-એ. તે�, રૂ! ન��
પા� આપાણી- પા�	 �	વ� 0 છે	, આપાણી	 આ "તે� 0 ન	 બ���વ-એ છે-એ, આપાણી- પા�	 "તે� 1 પા� બ��બ� એકું ન�� છે	
અન	 મા�!� ર્ભ�ગોન� પા�	  2  ન�ડ્ છે	.  તે	થે-,  આપાણી	 �ખો- શકું-એ કું	  2  ન- શલિક્તે મા�!	  2  છે	,  આ 2  ન- શલિક્તે  2  છે	,
આમા��ન� પ્રોત્યુ	કું પા�	 1 'શ	. તે	થે-, આપાણી	 બમાણું� કું�-શ��, તે	થે- દ�	કું "તે� પા� ન�ડ્ન- �ખ્યુ� �બલ્ થેશ	, કું��ણી કું	 દ�	કું
અગો�ઉન� "તે�મા�� બ	 બ�ળકું� '�યુ છે	. તે	થે-, આપાણી	 "વ	પા કું�વ�� પા�શ	, તે	થે- આ �-તે	 આપાણી	 "તે� 0 પા� 2 ન- �ખ્યુ�ઓ 0
ન- શલિક્તેથે- "તે� 1 પા� 2 ન- �ખ્યુ� છે	, પા�વ� 1 પા�, કું�ઈપાણી "તે� પા� '� � 2 છે	. તે	થે-, જુ� તેમા��- પા�	 કું	 "તે�� છે	, તે�
"તે�� 0 છે	, 1 થે- 1 ન- બ�દબ�કું- 1 થે- કું�મા કું�	 છે	, આપાણી	 'માણી�� જુ કુંહ્યું�� છે	  કું	 2 થે- 0 વત્ત� 2 થે- 1 વત્ત� 2 �ધ-, કું	
બ�દબ�કું- 1 

((માયુન��દર્ભ+ ��)

: 10:55)).

તે	થે-, તે	 2 થે- 0 વત્ત� 2 થે- 1 વત્ત� 2 ન- બ�દબ�કું- 1 ન- થેશ	, 'વ	 આ અન	 તે	ન� લિવશ	 લિવચે��વ�ન� એકું �"તે� એ કું	 1 ન-
�થે	 બ�યુન�- ન�બ� છે	. તે	થે-, બ�યુન�- ન�બ� કું	 1 એ એ બ-જા કું	વળમા�� પા�વ� કું	 બ�દ 1, મા�ત્ર 2 છે	, જુ� '� � કું	 "તે�� મા�!	
લિદ્વ�ગો- ઝા�� ર્ભ�-શ તે� મા��- પા�	 મા�!�ર્ભ�ગોન� 2 કું	 ઓછે� 1 ન�ડ્ 'શ	. તે	થે-, વ-અગો�ઉ, ગો��ઠો�ન- �ખ્યુ� ઘુ!કું છે	  તે	
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�ખ્યુ�ઓન- �ખ્યુ� છે	. તે	થે-, જુ� મા��- પા�	 �ખ્યુ�ઓન- �ખ્યુ�મા�� ન���ન- �ખ્યુ� '�વ- જુ જુ�ઈએ, તે� �ઘુ�ગોણીકું '�વ�
જુ�ઈએ 

((માયુન��દર્ભ+ ��: 11:31)).

અન	 "તે��ન- �ખ્યુ� એ નક્કું- કું�	 છે	  કું	,  >થે- ���બ- પા�થેન- ��ગોડિ�ધર્મિમાકું ��બ�ઈ અન	 તે	થે-,  કું�ઈપાણી લિ'પાL દ�ખો� કું��
એનન� માયુ ��ગો �	શ	, કું��ણી કું	 �Rગો એન '�વ�ન� દ�	કું મા�ગો+ન	 ગો	��!- આપાવ�ન- છે	. 

("��ઇ�જુ�ઓ માયુ: 11:46)

તે	થે-, અગ્રતે� કુંતે�� મા�!	 અમા�-કું�ણી કું�વ�ન- જુરૂ� �'	તે- અન્યુ કું�માગો-�- મા'ત્તમા કું�ઢી- ન�ખોવ- છે	 . તે	થે-, પ્રોથેમા પ્રો9ન એ
છે	  કું	 ઢીગો��મા�� મા'ત્તમા ક્યુ�� છે	? તે	થે-, દ�વ� એ છે	  કું	 રું!મા�� '�મા	શ�� મા�!�ર્ભ�ગોન� છે	, તે	 શ� મા�!	 છે	  કું��ણી કું	 જુ� '� � ગોમા	
ત્યુ��થે- શરૂ કુંરું� તે� માન	 ખોબ� છે	 કું	 કું�ઈપાણી 3 ન�ડ્મા�� મા'ત્તમા તે	 !�ચે છે	. તે	થે-, જુ� '� � 33 ઉદ�'�ણી તે�-કું	 જુ�ઉં છે� �, 33

એ 24 અન	 7 કું�તે� મા�!� છે	, પા��તે� ઇન્!�	ક્!-વ �-તે	 '� � જાણું� છે� �  કું	  24 આ પા	!� વJક્ષમા�� >થે- મા�!� ન�� '�વ� જુ�ઈએ
અન	 7 ઉપા ટ્રી-મા�� >થે- મા�!� ન�� '�વ� જુ�ઈએ. તે	થે-, તે	થે-, 34 એ 33 કું�તે� વધ��	 મા�!�� છે	  તે	 -ધ�� મા�કું�વ�મા�� આવ	���
>થે- મા�!�� ન�� '�વ�� આવશ્યુકું છે	 . તે	થે-, માRડ્યુ1� રૂ! પા� પા'	��થે- જુ મા��	� 3 મા'ત્તમા મા1લ્યુ� છે	. તે	થે-, 'વ	 પ્રો9ન એ છે	 કું	
રું! પા� મા'ત્તમા મા1લ્યુ�, આપાણી	 તે	ન	 વJક્ષથે- અ�કું��કું �-તે	 કું	વ- �-તે	 દ1� કું�-શ��. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ+ ��: 12:39)

તે	થે-, કું'� કું	 તેમા	 મા'ત્તમા મા1લ્યુ દ1� કું��, તે	થે- આ પાણી+ લિછેદ્રો પા�	 છે	, આપાણી- પા�	 રું! પા� કું�ઈ મા1લ્યુ નથે-, તે	 જુ માયુ	,
કું��ણી કું	 અમા	 મા1લ્યુન	 દ1� કુંયુ�D છે	 એકું દ્વ��� વJક્ષમા�� મા1લ્યુ�ન- �ખ્યુ� ઘુ!��	 છે	 . પા��તે�, અમા	 કુંહ્યું�� 'તે�� કું	 વJક્ષન�� મા�ળખો�� લિનલિ9ચેતે
છે	, જુ� તેમા	 એકું દ્વ��� ઘુ!��� કું�� છે�, તે� આપાણી	 રું!ન	 દ1� કું�- શકુંતે� નથે-, આપાણી	 આ ��બ	થે- જુમાણી	 ઉપા�થે- ન-ચે	ન-
તે�ફ જુતે�� છે	લ્�� ન��ન	 દ1� કું�વ�� જુ�ઈએ. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ+ ��: 13:05)

તે	થે-, આપાણી	 આ ન��ન	 અ'F જુવ� મા�!	 અ'F ન��ન	 દ1� કું�વ� જુ જુ�ઈએ, તે	થે- 'વ	 આપાણી- પા�	 મા1લ્યુ છે	 જુ	  બ	ઘુ� છે	 ,
તે	ન� મા�!	 મા1ળ �જુકુંણી� નથે- અન	 અમા��- પા�	 ઘુ� ખો��- છે	. તે�, આપાણી	 શ�� કું�-શ�� તે	 આપાણી	 11 ન	 રું! પા� ખો	�-શ��. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ+ ��: 13:25)

'વ	,  દ�ર્ભ�+ગ્યુવશ,  કું��ણી કું	  આપાણી	  પા��દ��મા��થે-  કું	!��કું માન�ષ્યુ ન��ન	  રું!મા��  ખો	�તે� આમા કું�-ન	  ઢીગો��બ�ધ '�કુંમાન	
લિવક્ષ	લિપાતે કું�- �હ્યું� છે-એ, આપાણી	 જાણી-એ છે-એ કું	 અમા��- પા�	 લિ'પા પ્રો�પા!Y �તે�ષ્ટ છે	 કું	 ન'F. 'વ	, એકુંમા�ત્ર જુગ્યુ� જ્યુ��
�ત્ન પા� ઢીગો��બ�ધ લિમા�કુંતેન� ર્ભ�ગો કું�- શકું�યુ છે	 , કું��ણી કું	 દ�	કું જુગ્યુ�એ "થે�લિનકું પા��શ- તે	 ઓપા�	શનન	 "પાશ+તે�� નથે-,
તેમા	 મા�ત્ર તે	માન� "થે�ન	 તે	માન� પા��શ- "પાશ+ કુંયુa 'તે�, પા��તે� '�મા	શ�� ન��ન	 દ1� કુંયુa 'તે�. જુ� તેમા	 પા��દ��ન	 દ1� કું�� છે� તે�
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તે	 લિ'પા પ્રો�પા!Yન�� ઉલ્��ઘુન કું�- શકુંતે�� નથે-, કું��ણી કું	 ઉપા�� ન�� મા�!	 તે	 આ વJક્ષ બ�ન	 કું�તે� પા'	��થે- મા�!�� છે	 . તે	થે-, આ ...
તે	થે-, એકુંમા�ત્ર "થે�ન જુ	ન�� ઉલ્��ઘુન થેઈ શકું	 તે	 અ'F છે	 અન	 ખો�	ખો� આપાણી	 કું�-એ છે-એ, કું��ણી કું	 11 અન	 24 એ ખો�!�
પા� છે	. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ+ ��: 14:01)

તે	થે-, આપાણી	 'વ	 '-પા પ્રો�પા!Yન	 ન-ચે	 �ગ્રલિ'તે કું�-શ��, જ્યુ��	 આપાણી	 દ�ખો� કુંયુ�D 'તે�� અમા	 ઉપા� કુંયુ�D 'તે��, તે	 અ'Fથે- શરૂ
થે�યુ છે	  અન	 આ તે�ફ ધ્યુ�ન દ��	 છે	  અન	 પાછે- આપાણી	 બ�ન	 ડિદશ�ઓ તે�ફ જુ�શ�� અન	 આપાણી	 મા�!- �ખ્યુ�મા�� �ઇશ��
બ	મા��થે- એકું અન	 તે	ન	 ખો	��. તે	થે-, અમા	 >થે- મા�!� બ�ળકું �થે	 "વ	પા કું�-એ, ધ��� કું	 આ �ચે��કું 7 નથે-, પા��તે� 17 તે�
'� � શ�� કું�- શકું��, જુ� તેમા	 17 ન- 11 અન	 24 ન- જુ�યુ	�- 17 ન- �ખ્યુ�મા�� વધ��� કુંયુa '�યુ અન	 આ ઢીગો��બ�ધ લિમા�કુંતેન	
ઠો-કું કું�શ	 ન'F,  કું��ણી કું	 આ જુ�ઈશ	 કું	 તે	ઓ જુ�ઈએ છે	.  તે	થે-,  આપાણી	 બ�ન	ન	 મા�!�મા�� વધ��	  �	વ��  જુ�ઈએ અન	 તે	ન	
ખો	�વ�� જુ�ઈએ, કું��ણી કું	 આ ત્રણીમા��થે- >થે- મા�!�� મા1લ્યુ એ !�ચે પા� '�વ�� જુ�ઈએ કું	 જુ	 મા'ત્તમા લિ'પાL ગો�ણીધમા+ન- વ્યુ�ખ્યુ�
છે	, તે	થે- અમા	 11 અન	 24 ન�� લિવલિનમાયુ કું�-એ. 

("��ઇ�માયુન� �દર્ભ+ �� : 14:44)

તે	થે-, 24 રું! �ધ- જાયુ છે	 અન	 પાછે- 11 આ ડિદશ�મા�� આવ્યુ� છે	, તે	થે- અમા��	 બ-જુ� �  તેપા� કું�વ�� જુ�ઈએ કું	 આ ર્ભ�ગો જુ	
'વ	 લિવક્ષ	લિપાતે છે	  તે	 ર્ભ>લિતેકું લિમા�કુંતેન	 �તે�ષ્ટ કું�	 છે	  કું	 ન'F. અન	 અ�બત્ત, આ ડિકું"�મા�� તે	  11 અન	 12 યુ�ગ્યુ વ"તે�મા��
નથે- કું��ણી કું	 તે	 નથે-. તે	થે-, આ 3 ન- વચ્ચે	 ફ�-થે- માન	 મા'ત્તમા વ	લ્યુ� અપા �	વ� પા�શ	, તે	થે- '� � 12 ઉપા� �ઇ જાઉં છે� �  અન	
11 ન	 ન-ચે	 ખો	�-શ. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ+ ��: 15:04)

અન	 'વ	 માન	 આ લિવર્ભ�ગો તેપા�વ�ન- જુરૂ� છે	  કું	 કું	મા આ લિ'પા પ્રો�પા!Y �તે�ષ્ટ છે	 ,  અ'F તે	 �તે�ષ્ટ છે	,  'વ	 આપાણી	 બ�ધ
કું�વ� મા��ગો-એ છે-એ. તે	થે-, મા'ત્તમા કું�ઢી- ન�ખોવ� મા�!	 '� � રું!થે- શરું કુંરું� છે� �  અન	 '� � ન-ચે	 જુવ�મા�� છે� �. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ+ ��: 15:16)

તે	થે-, ધ��� કું	 આપાણી	 આ ફ�-થે- કું�-એ, તે� '� � 24 ન	 દ1� કું�-શ. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ+ ��: 15:25)

અન	 પાછે- '� � 10 ન	 છે	લ્�� પાણી+થે- !�ચે પા� ખો	�-શ. 

("��ઇ�માયુન� �દર્ભ+ ��: 15:28)
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પાછે-, મા��	 ફ�-થે- આ મા"યુ�ન	 ઠો-કું કું�વ- પા�શ	, તે	થે- '� � 10 અન	 12 ન�� લિવલિનમાયુ કુંરું� છે� �. 

("��ઇ�માયુન� �દર્ભ+ ��: 15:34)

પાછે-, મા��	 આન	 જુ�વ�� પા�શ	 અન	 આ મા"યુ�ઓન	 ઠો-કું કું�વ- પા�શ	 આ વJક્ષ�મા��થે- >થે- મા�!�� 11 છે	 '� � 10 અન	 11 ઠો-કું
કુંરું� છે� �  અન	 માન	 તે	 માળ	 છે	. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ+ ��: 15:39)

તે	થે-, 'વ	 ખો�તે�- કું�-ન	 કું	 '� � ફ�-થે- >થે- મા�!� કુંરું� છે� �, '� � અન્યુ ડિદશ�મા�� ન જુતે�. તે	થે-, '� � '�મા	શ�� એકું પા�થે તે�-કું	 ચે��તે�
�હ્યું� છે� �,  તે	થે- ફ�- એકું વખોતે ફ�-થે- શ�મા	� કું�વ� જુ	વ- કિંકુંમાતે ઊંચે�ઈન	 પ્રોમા�ણી� છે	 .  અન	 કું��ણી કું	 આપાણી	 જાણી-એ
છે-એ કું	 એકું ઢીગો��મા�� ઊંચે�ઈ �ઘુ�ગોણીકું છે	, મા'ત્તમા કું�ઢી- ન�ખો� ઓ�+� ��ગો ઑ ઓપા�	શન પાણી છે	. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ+ ��: 16:00)

તે	થે-, આપાણી	 જુ	  કુંયુ�D છે	  તે	 છે	, આપાણી	 બતે�વ્યુ�� છે	  કું	 એકું લિ'પાL વ�"તેવમા�� મા'ત્તમા કું�ઢી- ન�ખો	 છે	 અન	 �Rગો એન !�ઇમામા��
દ�ખો� કું�	  છે	.  'વ	,  અન	  લિ'પાL લિવશ	ન-  બ-જી ઘુણી- � �પાલિત્ત એ છે	  કું	  આપાણી	  ખો�	ખો� ખો1બ જુ જુડિ!� વJક્ષન-
��ક્ષલિણીકુંતે�ન	 જાળવવ�ન- જુરૂ� નથે-, અમા	 આ કું�વ� મા�!	 અ�	મા�� ખો�	ખો� લિ'પાL કું�- શકું-એ છે-એ, અમા	 લિન�-ક્ષણી કું�-એ
છે-એ કું	 આપાણી	 એકું ઢીગો��મા�� બધ� ગો��ઠો�ન	 લિદ્ધ કું�- શકું-એ છે-એ, અમા	 રું!મા�� 0 થે- શરું કું��, પ્રોથેમા ન�� જુ	  રું! ન-ચે	
1, બ-જા બ�ળકું 2 અન	 બ-જુ� �  ર્ભ��. તે	થે-, મા��- પા�	 �ખ્યુ� 0, 1, 2 છે	, તે	થે- '� � ખો�	ખો� આ ઢીગો��ન	 એ�	ઝા '-પા તે�-કું	
�જુ1  કું�- શકું�� છે� �  જુ	  આ 0, 1, 2 અન	 બ-જુ� �  છે	. 'વ	, આમા�� દ�વ� એ છે	 કું	 '� � પા�લિઝાશન પા� વ્યુ�ખ્યુ�લિયુતે છે� �, તે	થે- જુ� મા��-
પા�	 કું�ઈ "થે�ન '�યુ, તે� આન�� બ�ળકું� 2 i પ્� 1 અન	 2 i  પ્� 2 તેમા	 આ દ�	કું જુગ્યુ�એ ચેકું�- શકું� છે�. તે	થે-, જુ�
મા��	 વ�"તેવમા�� એકું ઢીગો�� પા� જુવ�ન�� છે	 અન	 લિ'પા પ્રો�પા!Y લિવશ	 કું�ઈકું પા1છેવ�� છે	 , તે� '� � ફક્તે પા�લિઝાશન પા� ધ્યુ�ન આપા-શ,

પાછે- i  પા�લિઝાશન 2 અન	 પ્� 1 અન	 2 ન- વત્ત� 2 થે- આગોળ વધ�� છે� �. તે	થે-, �પા1ણી+પાણી	 એ�	મા�� એકું�� એ�	ન� ઉપાયુ�ગો
કું�-ન	 '� � ન��ન�� બ�ળકું�ન	 જુ�ઈ શકું�� છે� �  અન	 આ ઓપા�	શનન	 �દ કું�-ન	, જુ� i  જુ	 -1 ઓછે� 2 ન	 જુ�ઉં છે� � અન	 તે	ન� ફ્���
�ઈશ તે� '� � આ પા�છે� આવ-શ. તે�, બ�ળકું �થે	 2 વત્ત� 1 2 i પ્� 2 પાછે- મા�તે�લિપાતે� જુ	  મા�ઇન 1 થે- 2 છે	 અન	
પાછે- તે	 લિર્ભન્ન '�ઈ શકું	 છે	, તે	થે- પા1ણી�Dકું ર્ભ�ગો� ��. તે	થે-, ફ્��� એ!�	 કું	 જુ	  મા�ઇન 1 ન� પા1ણી�Dકું ર્ભ�ગો 2 થે- �ઈ જાયુ
છે	.  તે	થે-,  આ j  ઓછે� અ�ધ� નથે-,  તે	થે- તે	 જુ	  મા�ઇન 1  ન	 આખો�  2  વ�	 જુ�એ છે	.  તે	થે-,  ઉદ�'�ણી તે�-કું	, 12  જુ	
મા�ઇન 1 એ 11 છે	, 11 દ્વ��� 2 એ 5 છે	 અન	 તે	 અ�ધ� મા�ળ 5 છે	, તે	થે- મા�તે�લિપાતે� 12 છે	. તે	થે-, તેમા	 ચેકું�- શકું� છે�
કું	 આ ફ�મા+ છે	,  તે	થે- '� � 'વ	 એ�	મા�� મા��� બધ� મા	પા મા	લિનપ્યુ��	શન કું�- શકું�� છે� � ,  જુ	  ખો1બ અન�કું1ળ છે	.  મા��	 ફક્તે એકું એ�	
�ખોવ�ન�� છે	  અન	 પાછે- જ્યુ��	 પાણી '� � આ ડિક્રયુ�ઓ કું�-શ, જુ	મા�� ઢીગો��ન	 ઉપા� અન	 ન-ચે	 જુવ�ન� મા�વ	શ થે�યુ છે	  ત્યુ��	
'� � ફક્તે 2 આઇ પ્� 1 2 આઇ પ્� 2 1ત્રન� ઉપાયુ�ગો કું�-શ જુ	  જુ	  મા�ઇન 1 થે- 2 1ત્રન� આ ફ્���ન� ઉપાયુ�ગો કું�	
છે	. 

("��ઇ�માયુન� �દર્ભ+ ��: 18:08)
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તે�,  આપાણી	 આ �પા1ણી+ પ્રોડિક્રયુ� કું	વ- �-તે	 શરૂ કું�-શ��,  આપાણી	 મા1લ્યુ�ન� મા1'મા��થે- એકું લિ'પાL કું	વ- �-તે	 બન�વવ- જુ�ઈએ.

તે	થે-, ખો1બ જુ લિનષ્ક્ર-યુ વ્યુ1'�ચેન� ન-ચે	 પ્રોમા�ણી	 કું�યુ+ કું�શ	 અન	 મા1લ્યુ� n ન� મા1લ્યુ� x 1 થે- x n ન	 આપાવ�મા�� આવશ	. તે	થે-,
'� � ખો��- ઢીગો��થે- પ્રો���ર્ભ કુંરું� છે� �  અન	 પાછે- '� � x 1 શ�મા	� કુંરું� છે� �, તે	થે- મા��- પા�	 કુંદ 1 ન�� ઢીગો��� છે	, પાછે- '� � x 2 શ�મા	�
કુંરું� છે� �, તે	થે- 'વ	 '� � કુંદ 2 ન- લિ'પાL અન	 તે	થે- આગોળ. તે	થે-, '� � એન દ�ખો� કુંરું� છે� �  અન	 પ્રોત્યુ	કું શ�મા	� મા�!�ર્ભ�ગો	 ��ગો એન
!�ઇમા �	 છે	, તે	થે- અમા	 ઓછે� માયુ �	શ	, જુ� '� � તે	ન	 દ�ખો� કુંરું� તે� '� � ��ગોન� માયુ �	શ	 

((માયુન��દર્ભ+: 18:39)),

તે	થે- મા�!	 પાણી ચે��� આપાણી	 ઉચ્ચે બ�ઉન્ડ્રી- તે�-કું	 ��ગો એન. તે	થે-, જુ� '� � આ એન તેત્વ�ન	 દ�ખો� કુંરું� તે� '� � પાણી લિ'પાL
અન	 એન ��ગો એન માયુ બન�વશ	. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ+ ��: 18:49)

'વ	, 'કું-કુંતેમા�� તે	 બ'�� આવ્યુ�� છે	 કું	 આ કું�વ� મા�!	 વધ� ��� મા�ગો+ છે	 , તે	થે- જુ� '� � કું�ઈપાણી એ�	 પા� જુ�ઉં છે� � તે� '� � આન	
એકું ઢીગો�� તે�-કું	 લિવચે��- શકું�� છે� �, '� � કુંલ્પાન� કું�- શકું�� છે� �  કું	 આ આદ	શ આપ્યુ� છે	 . કું��ણી કું	, દ�	કું એ�	 એકું '-પા અથે+ઘુ!ન
તે�-કું	, '� � કુંલ્પાન� કું�- શકું�� છે� �  કું	 આ �-તે	 એ�	 દ	ખો�યુ છે	 , જુ� '� � તે	ન� લિવશ	 અચે�નકું લિવચે��-શ, તે� તે	 લિ'પા પ્રો�પા!Yન	 �તે�ષ્ટ
કું�તે�� નથે-.  પા��તે�,  જુ� '� �  લિ'પાL ગો�ઠોવ-શ તે� તે	 જુ�શ	.  'વ	,  પા��દ��ન� "તે�	 જુ	  કું�ઈપાણી છે	  તે	 તેપા� કું�વ�ન- જુરૂ� નથે-,
કું��ણી કું	 તે	મા�� કું�ઈ �તે�ન નથે-, બધ� પા��દ��ઓ તેJતે-યુ��શથે- ર્ભ>લિતેકું �પાલિત્તન	 �તે�ષ્ટ કું�	 છે	. તે	થે-, મા��	 પા'	��ન�� "તે�	 ફક્તે
ડિફબિંક્ગો કું�વ�ન�� શરૂ કું�વ�� પા�શ	, તે	થે- '� � આ મા�!	 પા�છે� �  કું�મા કુંરું� છે� � . તે	થે-, '� � અ'F આવ્યુ� છે� �  અન	 x 3 '� � '-પા પ્રો�પા!Yન	
�બ�લિધતે �-તે	 ઠો-કું કુંરું� છે� � , તે	 બ�ળકું� છે	, જુયુ��	 x 2 મા�� પ્રોત્યુ	કું બ�ળકું� �બ�લિધતે લિમા�કુંતેન	 ઠો-કું કું�વ�, પ્રોડિક્રયુ�મા�� કું�ઈકું મા�ત્ર
એકું "તે� �ધ- ઉપા� અન	 ન-ચે	, પાછે- '� � આવ-શ એક્ 1 અન	 '� � તે	ન	 ઠો-કું કું�-શ, તે	 મા"યુ� છે	, 'વ	 આ 2 "તે�� શ�મા	�
'�ઈ શકું	 છે	. તે	થે-, દ�	કું "તે� કું	 મા�ઇન 1 કું	 મા�ઇન 2 મા�!	 તે	. તે	થે-, પા��દ�� "તે�	 "તે� કું	 કું	 ઓછે� "તે� 1 કું	 મા�ઇન 2
પા� '�યુ છે	, અમા	 '-પા પ્રો�પા!Yન	 ઠો-કું કું�-એ છે-એ. તે	થે-, જુયુ��	 આપાણી	 લિ'પા પ્રો�પા!Yન	 ડિફક્ કું�વ�ન�� નક્કું- કું�-એ છે-એ,

એ!�	 કું	 આપાણી	 ન-ચે	 જુઈન	 પાણી+ �ધ- ચે��-ન	 મા'ત્તમા કું�ઢી- ન�ખોવ� મા�!	 કુંયુ�D છે	.  તે	થે-,  આપાણી	 જુ	  "તે� પા� જુઈએ
છે-એ તે	 આ પા�થેન- ��બ�ઈ 1 થે- વધ	 છે	, પા��તે� કું��ણી કું	 આપાણી	 જુ	!�� "તે� ન-ચે	 જુઈએ તે	 બમાણું� છે	 તે	મા તે	મા આપાણી	
વધ-એ છે-એ.  તે	થે-,  ન�ડ્ન- �ખ્યુ� જુ	ન� મા�!	 આપાણી	 આ વધ���ન- ��બ�ઈન- પા�થે તેપા�વ- પા�શ	 તે	 'કું-કુંતે પા�લિક્તે
દ્વ��� ન-ચે	 જાયુ છે	. તે	થે-, 'વ	 જુ� તેમા	 લિવ9�	ષેણી કું�� છે�, તે� આપાણી	 બ��બ� કું�વ� જુઇશ�� ન'F, આ પ્રોડિક્રયુ�મા�� તે	 બ'��
આવ	 છે	  કું	 તેમા��	 '-પા બન�વવ� મા�!	ન� અપા�	ટ્ન- �ખ્યુ� વ�"તેવમા�� મા�ત્ર ઓ�+� N છે	. તે	થે-, જુ� તેમા	 આ બ�!માઅપા
લિ'પા-ડિફકું	શન ન� ઉપાયુ�ગો કું�� છે�, પાછે- તે	 ઓ�+� એન પ્રોડિક્રયુ� 'શ	. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ+ ��: 20:34)

તે�, ચે��� ગો�ઈ�� લિચેત્ર મા	ળવવ� મા�!	 શ�� ચે��- �હ્યું�� છે	, તે� ચે��� ધ��-એ કું	 મા��- પા�	 1લિચે ધ��વતે- 15 તેત્વ છે	  અન	
આપાણી	 ખો�	ખો� તે	ન� દ્વ��� આમા કું�- શકું-એ છે-એ અન	 ક્�	મા એ છે	  કું	 આ n મા�ઇન 2 ન�� n દ્વ��� 2 ન�ડ્,  જુ	
આશ�	 છે	 તે	 વ�"તેવમા�� 15 મા��થે- 8 છે	, તે	 પા'	��થે- જુ લિ'પા પ્રો�પા!Yન	 �તે�ષ્ટ કું�	 છે	, તે	થે- આ કું�વ�ન�� કું�ઈ નથે-. 
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("��ઇ�માયુન� �દર્ભ+ ��: 20:50)

તે	થે-, '� � એકું "તે� ઉપા� જાઉં છે� �  અન	 '� � આન	 ઠો-કું કુંરું� છે� � , જ્યુ��	 '� � આન	 ઠો-કું કુંરું� છે� �  ત્યુ��	 માન	 તે	  4 ન�ડ્ મા�!	 કું�વ��
પા�શ	 અન	 તે	મા��ન� દ�	કુંન	 મા��કું�મામા�� મા�!�ર્ભ�ગોન� અથેવ� કું�ઈ "વ	પ્મા�� એકું "વ	પા શ�મા	� 'શ	, >થે- ખો��બ કું	 

((માયુન��દર્ભ+ ��: 21:02))

તે	થે-. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ+ ��: 21:05)

પાછે-, '� � એકું "તે� ઉપા� જુઈશ અન	 'વ	 આ દ�	કું ગો��ઠો� મા�!	 માન	 �ર્ભવતેn ��બ�ઈ 2 ન� 2 પા�થે ન-ચે	 જુવ� પા�શ	. તે	થે-,
તે	મા��ન� દ�	કુંમા�� ઊંચે�ઇ 2 મા��કું�મા શ�મા	� 'શ	 જુ	  2 છે	 4 ન�ડ્થે- બધ� કું�તે�� વધ� ��- વ"તે�ન�� પાગો��� '� � 2 ન�ડ્ પા�
ગોયુ� છે� �. તે	થે-, ફક્તે અધ+ લિમાલિન ગો��ઠો� છે	 જુ	ન	 ફક્તે એકું પાગોલિથેયુ�� ન��ન- જુરૂ� છે	. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ+ ��: 21:25)

અન	 પાછે- છે	લ્�	, જ્યુ��	 '� � રું! પા� જાઉં ત્યુ��	 મા��	 એકું પ્રોકું��ન�� ઠો-કું કું�વ�� પા�શ	 જુ	મા�� છે	લ્�� પા�ન પા� "વ	પા કું�વ�� આવશ્યુકું
છે	, તે	થે- 3 "વ	પ્. પા��તે�, આ એકું મા�ત્ર ન�� છે	  જુ	  આ કું�	 છે	 , તે	થે- ત્યુ��થે- વ	પા��ન� ન���ન� જુથ્થે� છે1 !- �હ્યું� છે	  અન	
��બ�ઈ ફક્તે એકું જુ વધ- �'- છે	 તે	 બતે�વ	 છે	 કું	 આ માગ્ર ઑપા�e�ન	 ફક્તે એન માયુન- જુરૂ� છે	. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ+ ��: 21:45)

તે	થે-, ����શ મા�!	 આપાણી	 જુ�યુ�� છે	 કું	 લિવલિશષ્ટ �તે��ન વJક્ષ�ન� ઉપાયુ�ગો કું�-ન	 પ્રો�થેલિમાકુંતે� કુંતે��ન	 અમા�મા�� મા1કુંવ� મા�!	, આ
વJક્ષમા�� મા'ત્તમા અથેવ� �ઘુ�ગોણીકું શ�મા	� કું�� અન	 કું�ઢી- ન�ખો�,  અમા	 આ તેલિળયુ	ન� ઉપાયુ�ગો વ�"તેવમા�� લિબલ્� કું�વ� મા�!	
યુ�ગ્યુ બન�વ- શકું-એ છે-એ. લિ'પાL અન	 ઓ�+� એન માયુ. અન	 >થે- વધ� ઉપાયુ�ગો- તે	 છે	  કું	 આ લિ'પાL ખો�	ખો� એ�	 તે�-કું	
�ળતે�થે- ઉપાયુ�ગોમા�� �ઈ શકું�યુ છે	,  'વ	 એકું વ"તે� જુ	  આપાણી	 કું�- શકું-એ છે-એ તે	 ઢીગો��ન	 અવગોણીવ�ન- છે	 .  તે	થે-,
આપાણી	 કું'- શકું-એ કું	 જ્યુ��	 પાણી v1, v2 અન	 v3 જુ�ઓ ત્યુ��	 આપાણી	 v1 ન	 v2 અન	 v બ�ન	 કું�તે� ન�ન� '�વ� જુ�ઈએ.

તે	થે-, આન	 લિમાન '-પા કું'	વ�મા�� આવ	 છે	, આપાણી	 શ�� કુંયુ�D છે	, તે	થે- મા�!	 મા'ત્તમા લિ'પાL છે	. તે	થે-, કું	!�-કુંવ�� તેમા	 >થે- ન�ન-
પ્રો�ધ�ન્યુતે�ન	 ટ્રીpકું ��ખોવ� અન	 ન�ન- પ્રો�ધ�ન્યુતે� આઇ!માન	 દ1� કું�વ� મા��ગો� છે�, ફક્તે ઉદ�'�ણી તે�-કું	, તેમા	 પા�-ક્ષ�મા�� ��કું�ન	
ક્રમા આપા� છે�.  તે	થે-,  જુ� તેમા	 કું�ઈ "પાધ�+ત્માકું પા�-ક્ષ�મા�� '�વ તે�,  કું�ઈ પાણી ક્રમા��કું ઓછે- '�વ તે� તે	ન	 પ્રો�ધ�ન્યુ આપા�.
તે	થે-,  જુ� તેમા��- પા�	 ક્રમા  1  '�યુ તે� તેમા��- પા�	 ઉચ્ચેતેમા પ્રો�ધ�ન્યુતે� છે	.  તે	થે-,  ન�ન- �ખ્યુ�ઓ લિવશ	 લિવચે��વ��  એ
"વ�ર્ભ�લિવકું છે	,  તે	 ઉચ્ચે પ્રો�થેલિમાકુંતે� છે	.  તે	થે-,  તેમા��	 ઘુણું� બધ�� કું�વ�� પા�શ	,  આપાણી	 મા�ત્ર �ઘુ�તેમા '�વ� મા�!	 '-પા રું!ન	
બદ�વ�� પા�શ	.  તે	થે-,  દ�	કું ન�� બ	 બ�ળકું� કું�તે� ન�ન� છે	  અન	 પાછે- આપાણી	 જુ	  કુંયુ�D છે	  તે	 બધ�� બ��બ� કું�યુ+ કું�શ	.  તે	થે-,
અમા��- પા�	 બ	 પ્રોકું��ન��  ઢીગો�� છે	,  તેમા��- પા�	 મા'ત્તમા  લિ'પાL છે	  અન	 તેમા��- પા�	 મા'ત્તમા  લિ'પાL છે	  અન	 મા'ત્તમા
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ઢીગો��મા�� તે	 બધ� જુ� દ� છે	  અન	 �ઘુ� ઢીગો�� ન�ડ્ પા� લિ'પાL છે	  અન	 તેમા	 અમા�મા�� આવતે�� ઑપા�	શનન	 કું�ઢી- ન�ખો� તે	
મા'ત્તમા છે	 અન	 મા'ત્તમા કું�ઢી- ન�ખો� . 
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ડિ�ઝા�ઇન અન	 એન�લિ�લિ ઓફ એલ્ગો�ડિ�ધમ્ (Design and Analysis of Algorithms)
પ્રો�ફ	� મા�ધવન મા�કું��દ (Prof. Madhavan Mukund)

ચે	ન્નઈ મા	થે	મા	ડિ!કું� ઇલિન્"!ટ્યુ�! (Chennai Mathematical Institute)

વ%કું - 05

મા&ડ્યુ(� - 04

�	ક્ચે� – 36

લિ+પ્ન% અમા��% ચેચે�-ન	 પૂ(ર્ણ- કું�વ� મા�!	 આપૂર્ણ	 લિ+પ્ અન	 �%જે	ક્"ટ્રા�(Dijkstra's)ન� એલ્ગો�ડિ�ધમાન� ઉપૂયુ�ગો કું	વ% �%તે	
કું�વ� તે	 અન	 લિવલિવધ પ્રોકું��ન% &ર્ટિં!ગો મા�!	 લિ+પ્ન� ઉપૂયુ�ગો કું	વ% �%તે	 કું�વ� તે	 પૂર્ણ જે�શું��. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ- ��: 00:10)

તે	થે%, યુ�દ ��ખો� કું	 લિ+પ્ પ્રો�યુ�ડિ�!% ક્યુ� (priority queues)ન� વ9ક્ષ અમા�%કું�ર્ણ છે	  જે	મા�� દ�ખો� કું�� અન	 કું�ઢી% ન�ખો�
અથેવ� જેડિ!�તે� ��ગો એન બં�ન	. તેમા	 એન !�ઇમામા�� +%પૂ તેલિ>યુ	 બંન�વ% શુંકું� છે� અન	 તેમા	 તે	ન	 �જે(  કું�% શુંકું� છે� એકું વ9ક્ષ
અન	 તે	થે% તેમા	 તે	ન	 બંદ�%  શુંકું� છે�, મા�ફ કું�શું�, તેમા	 એ�	મા�� એકું વ9ક્ષન�� પ્રોલિતેલિનલિધત્વ કું�% શુંકું� છે�, જે	થે% તેમા	 તે	ન	 ખો(બં
�>તે�થે% ઉપૂયુ�ગોમા�� �ઈ શુંકું�. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ- ��: 00:30)

તે	થે%, ચે��� આપૂર્ણ	 ડિ�જે"કું"ટ્રા�ન� એલ્ગો�ડિ�ધમા પૂ� પૂ�છે� જેઈએ. તે	થે%, ડિ�જે"ક્રા�"!ન� અલ્ગો�ડિ�ધમામા��, આપૂર્ણ	 પ્રો���લિર્ભકું
લિશું�ચ્છે	દથે% પ્રો���ર્ભ કું�%એ છે%એ અન	 અમા	 આ લિશું��બિંબંદ�ન	  દઝા��તે�� ��ખો%એ છે%એ,  તે	થે%,  આપૂર્ણ	 તે	માન% અ�તે� મા�જેબં
લિવલિનમાયુ લિશું��બિંબંદ� ��ખો%એ છે%એ.  તે	થે%,  શુંરૂઆતેમા��,  આપૂર્ણ	 અ�તે�ન	 દ�	કું વ"તે� મા�!	 અન�તે +�વ�ન��  	! કુંયુ�D,  .  અન	
આપૂર્ણ	 શુંરૂઆતેન� બિંબંદ�ન� ઉપૂયુ�ગો,  શુંરૂઆતેન� અ�તે�ન% અ�તે�ન	  0  તે�%કું	  	! કું�%ન	,  અન	 પૂછે% આપૂર્ણ	 Eથે% ન�ન��
અવ��કુંન કું�	���,  ઉર્ભ�,  વ!Fક્ શું�ધ%એ છે%એ, તે	ન	 મા���કું�તે �	વ� મા�!	 	! કું�%એ છે%એ અન	 તે	ન� પ્રોત્યુ	કું પૂ���શું%ઓન%
અ�તે�ન	 ફ�%થે% ઠપૂકું� આપૂ%એ છે%એ. તે	થે%, �(પૂન� આ ર્ભ�ગોમા�� ખો�	ખો� મા�શ્કું	�%ઓ +તે%. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ- ��: 01:03)

તે	થે%, ઓછે�મા�� ઓછે� અ�તે� �થે	 j શું�ધવ� મા�!	, અ�તે��યુ� Eથે% પૂ+	�� છે	. તે	થે%, લિનષ્ક્રા%યુ અમા�%કું�ર્ણ આપૂર્ણન	 ઓ�-�
એન !�ઇમા �	શું	 કું��ર્ણ કું	 આપૂર્ણ	 બંધ� અવ્યુવલિ"થેતે લિશું��બિંબંદ�ઓન	 "કું	ન કું�વ�� પૂ�શું	,  જે	  કું�ઈ પૂર્ણ અ�તે�ન� કું�ઈ પૂર્ણ
ક્રામામા�� નથે% અન	 તે	મા��ન� ઓછે�મા�� ઓછે�,   છે	. તે	થે%, અત્યુ�� �ધ% આપૂર્ણ	 જે	  ચેચે�- કું�% છે	 તે	મા��થે% "પૂષ્ટ દ	ખો�યુ છે	 તે	 છે	
કું	 આપૂર્ણ	 એકું લિ+પ્ તે�%કું	 અ�તે� જા>વ% ��ખોવ�� જે�ઈએ અન	 મા+ત્તમા કું�ઢી% ન�ખો� અથેવ� આ ડિકું"�મા�� વ�"તેવમા�� લિમાલિન
કું�ઢી% ન�ખોવ�� જે�ઈએ, કું��ર્ણ કું	 આપૂર્ણ	 એકું લિમાલિન! લિ+પ્ જે�ઈએ છે	, ઠ%કું છે	. તે	થે%, કું�ઢી% ન��ખો� લિમાલિન!	 ઘ!���, પૂર્ણ પૂછે%
આપૂર્ણ	 અ�તે�ન	 પૂ�નર્વિવચે�� કું�વ� પૂર્ણ પૂ�શું	.  તે	થે%,  અ�તે�ન	 પૂ�ન:  કુંમ્પ્યુ(!� કું�વ�ન� અથે- છે	  જે	  જે	ન� દ�	કું પૂ���શું%  k ન��
પૂ�%ક્ષર્ણ કું�વ��.  તે	થે%,  ખો�તે�% કું�વ� મા�!	,  આપૂર્ણ	 પૂ���શું%ઓન	 અ�કું��કું �%તે	 શું�ધ% શુંકું%એ છે%એ,  અમા	 અ�જાન%
(adjacency)  (લિચેન� ઉપૂયુ�ગો કું�% શુંકું%એ છે%એ જે	થે% અમા	  અ�જાન%  (adjacency)ન	 મા	ડિટ્રાક્ પૂ�ન% �પૂ(ર્ણ-
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પૂ�લિક્તેન% યુ�જેન� ઘ�%એ માયુ બંગો��%શું�� ન+P. પૂ��તે� અ+P અવ��ધ એ છે	  કું	, આપૂર્ણ	 અ�તે�ન	 અપૂ�	! કું�વ�ન% જેરૂ� છે	,
એ!�	 કું	, આપૂર્ણ	 તે	ન	 લિ+પ્ અન	 મા(લ્યુમા�� ફ	�ફ�� કું�વ�ન% જેરૂ� છે	 , તે	થે% આપૂર્ણ	 +%પૂ મા(લ્યુ�ન	 અપૂ�	! કું�વ�ન% જેરૂ� છે	.
+વ	, આપૂર્ણ	 ખો�	ખો� લિ+પૂ મા(લ્યુ�ન	 કું	વ% �%તે	 અપૂ�	! કું�વ�� તે	 જે�યુ�� નથે%, અમા	 ફક્તે શું�મા	� કુંયુ�D છે	  અન	 લિમાન% કું�ઢી% ન�ખો�
અન	 મા+ત્તમા કું�ઢી% ન�ખો�. તે�, કું�મા કું	વ% �%તે	 અપૂ�	! કું�	 છે	.

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ- ��: 02:12)

તે	થે%, ધ��� કું	 આપૂર્ણ	 આ વ	લ્યુ� 12 થે% 44 મા�� બંદ�વ�� છે	, બં��બં�. જે� આપૂર્ણ	, આ મા(લ્યુ વધ��%એ, તે� તે	ન� બં�>કું�ન�
�દર્ભ-મા�� તે	 કું�ઈ પૂર્ણ ન�ન��, બં��બં� ન+P મા	>વ% શુંકું	. તે	થે%, જે� 12 10 અન	 11 કું�તે� મા�!� +�યુ, તે� કું�ઈપૂર્ણ મા�!�� મા(લ્યુ
10  અન	  11  કું�તે� પૂર્ણ વધ��	 +શું	.  તે	થે%,  અમા	 તે	ન	  44  બંન�વ%એ છે%એ.  આપૂર્ણ	 નજે� ��ખોવ�ન% જેરૂ� નથે%,  પૂ��તે�
આપૂર્ણ	 તે	ન	 વધ� મા�!% બંન�વ%એ છે%એ, તે	 કું�તે�� મા�!% થેઈ શુંકું	 છે	 તે	ન� પૂ	�	ન્! અન	 +કું%કુંતેમા��, તે	 થે�યુ છે	. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ- ��: 02:39)

તે	થે%, જે� આપૂર્ણ	 24, 12 દ્વ��� 44 ન	 બંદ�%એ, તે� પૂછે% અમાન	 ��ગો	 છે	 કું	 ઉપૂ�ન� લિ+પ્બં�ધ ઉલ્��ઘન છે	 . તે	થે%, +વ	,
આપૂર્ણ	 આન� બં��બં� ઉપૂચે�� કું�%એ છે%એ જે	મા આપૂર્ણ	 દ�ખો� કુંયુR છે	 .  અમા	 લિપૂતે9 તે�ફ જે�એ છે	.  તે	થે%,  અમા	 આ
ઉલ્��ઘન ઉપૂ��ક્તે ઠ%કું કું�%એ છે%એ. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ- ��: 02:51)

તે	થે%, +વ	 આપૂર્ણ	 જે�ઈએ છે%એ અન	 અમાન	 અ+P 44 માળ્યુ� છે	  અન	 +વ	 આપૂર્ણ	 તેપૂ�વ�� પૂ�શું	 કું	 તે	 તે	ન� પૂ	�	ન્! �થે	
કું�ઈપૂર્ણન�� ઉલ્��ઘન કું�	 છે	, અન	 તે	 કું�	 છે	. 

("��ઇ�માયુન� �દર્ભ- ��: 03:00)

તે	થે%, તે	ન�� લિવલિનમાયુ કું�� અન	 છે	લ્�	, જ્યુ��	 તે	 બં�ધ થે�યુ, ત્યુ��	 ક્યુ�� તે� વધ� ઉલ્��ઘન ન થે�યુ અથેવ� જ્યુ��	 આપૂર્ણ	 રુ! �ધ%
પૂ+Vચે%એ ત્યુ��	 આપૂર્ણ	 જે	  આગો> વધ% શુંકું%શું�� ન+P. તે	થે%, મા(લ્યુમા�� વધ��� કું�વ�થે% તેમા	 ઉલ્��ઘનન	 ઠ%કું કું�� છે�, કું��ર્ણ કું	
મા(લ્યુમા�� વધ��� કું�વ�થે% તેમા	 તેમા��� બં�>કું� કું�તે� ન�ન� થેઈ શુંકુંતે� નથે%, પૂ��તે� તેમા	 તેમા��� પૂ	�	ન્! કું�તે� મા�!� થેઈ શુંકું� છે�.

("��ઇ�માયુન� �દર્ભ- ��: 03:17)

અન્યુ પ્રોકું��ન�� પૂડિ�વતે-ન મા(લ્યુ ઘ!��વ�ન�� છે	 . તે	થે%, ધ��� કું	 +� � આ 33 �ઈશું અન	 +� � તે	ન	 9 બંન�વ%શું. +વ	, ફ�%થે% તે	 જે તેકું-
દ્વ��� તે	 33 +તે��, 44 કું�તે� ન�ન% +તે%, 9 પૂર્ણ 44 કું�તે� ન�ન% +શું	. 33 કું�તે� ન�ન� કું�ઈપૂર્ણ મા(લ્યુ ઉલ્��ઘન કું�% શુંકુંશું	
ન+P.  તે	થે%,  +� �  જેમાર્ણ% તે�ફ જે�વ�� જે�ઈએ.  તે�,  જે� +� �  તે	ન	  9  �ધ% ન%ચે	 ��વ%શું,  તે� ન�બં�  33  અન	  24  ન% વચ્ચે	ન%
મા"યુ� છે	. 
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("��ઇ�માયુન� �દર્ભ- ��: 03:36)

તે�, જે� મા�રુ� નવ�� મા(લ્યુ છે	, તે� મા��	 તે	ન� બં	 બં�>કું� �થે	 તેપૂ� કું�વ% પૂ�શું	 અન	 Eથે% મા�!% એકું અપૂ આ ડિકું"�મા�� તે	
24 છે	, બં��બં�. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ- ��: 03:43)

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ- ��: 03:48)

તે	થે%, +વ	 અ+P આવ%ન	, +વ	 +� � તે	ન� બં	 બં�>કું�ન	 તેપૂ�વ�ન% જેરૂ� છે	. અન	 +વ	, Eથે% મા�!% એકું અપૂ �� કું	 જે	મા�� તે	
11  છે	,  અન	 તે	થે% તે	  કું	વ% �%તે	  છે	,  બં��બં�.  તે	થે%,  જ્યુ��	  +� �  મા(લ્યુ�ન	  અપૂ�	! કુંરુ� છે� �  અન	  મા(લ્યુ ઘ!��	  છે	 ,  ત્યુ��	  માન	
ઉલ્��ઘન�ન	 ન%ચે	 ઠ%કું કું�વ�� પૂ�શું	 કું��ર્ણ કું	 મા(લ્યુ ઘ!��વ� તે	ન� પૂ	�	ન્! કું�તે�� તે	ન	 વધ� મા�!�� બંન�વ% શુંકુંતે�� નથે%, પૂ��તે� તે	 તે	ન�
બં	 બં�>કું�મા��ન� એકું કું�તે�� ન�ન� બંન�વ% શુંકું	 છે	. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ- ��: 04:04)

તે	થે%,  જે� તેમા	  �%જે	ક્"ટ્રા�(Dijkstra's)ન� એલ્ગો�ડિ�ધમા જે�ઓ છે�,  તે� તે	 જે	  �%તે	 કું�યુ- કું�	 છે	  તે	 છે	 ,  આપૂર્ણ	 લિશું��બિંબંદ�  j
�ઇએ અન	 કું+%એ,  આ અ�તે�ન	 અપૂ�	! કું��.  તે	થે%,  આપૂર્ણ	 કું	!��કું વ!Fક્ જે	ન% અ�તે� અપૂ�	! કું�વ% પૂ�શું	,  જે	  ક્યુ��કું
લિ+પ્મા�� છે	.  તે	થે%,  આપૂણું� અગો�ઉન�� ઉદ�+�ર્ણ જે	  દશું�-વ	 છે	  તે	 છે	 ,  જે� આપૂર્ણ	,  આ�ગો>%મા�� ન>% પૂ� અમા��% આ�ગો>%
મા(કું%એ અન	 તે	ન�� મા(લ્યુ બંદ�%એ, તે� આપૂર્ણ	 જાર્ણ%એ છે%એ કું	 લિ+પ્ન	 કું	વ% �%તે	 ગો�ઠવવ��. પૂ��તે� જીપૂમા�� ક્યુ�� છે	 તે	 આપૂર્ણ	
ક્યુ�� શું�ધ% શુંકું%એ? તે	થે%, જ્યુ�� j લિ"થેતે થેયુ	� છે	? તે	થે%, અમાન	 આ વધ���ન% મા�લિ+તે%ન% અ�ગો ��ખોવ�ન% જેરૂ� છે	. તે	થે%,
આપૂર્ણ	 ન�ડ્થે% પૂ�ઇન્! કું�તે� બં	 નવ� એ�	 ��ખો%એ છે%એ, જે	 એકું લિ+પ્ન	 મા�પ્તે કું�વ� મા�!	 છે	, જે	 0 ન% �ઘ�તેમા 1 છે	
અન	 ઊ�!��  0 થે% N ન� ન�� પૂ� છે	.  તે	થે%,  અ+P આ લિચેત્રમા��,  જેમાર્ણ% બં�જે� ,  આ બં	 વ"તે�ઓ લિવલિવધ ��ગો�મા�� દ��વ�મા��
આવ	 છે	. તે	થે%, ન�� �મા	ન� ��� �	બંલ્ લિશું�ચ્છે	દ (ચેવ	 છે	. તે	થે%, 44 વ![ક્ 8 ન% અ�તે�ન�� પ્રોલિતેલિનલિધત્વ કું�	 છે	 અન	 તે	
(ચેવવ� મા�!	 કું	 આપૂર્ણ% પૂ�	 એ�	 છે	, તે	 કું+	 છે	 કું	 ન�� 

((માયુન��દર્ભ-: 05:06)),

આ�	ખોમા�� ન�� 8 એ લિ+પ્મા�� 0 વક્રા છે	. એ જે �%તે	, જે� +� � આન	 જે�ઉં તે� તે	 કું+	 છે	 , આ કુંર્ણ- 3 છે	. તે�, મા��� ગ્રા�ફમા�� કુંર્ણ-
3 એ મા��� લિ+પ્મા�� 6 ન�� છે	. તે	ન�થે% લિવપૂ�%તે, જે� +� � લિ+પ્મા�� છે� �  અન	 +� � છે� �  કું	 +� � ન�� 4 પૂ� છે� �, જે	 �(પૂન�� પ્રોલિતેલિનલિધત્વ
કું�	 છે	, તે� પૂછે% કુંયુ�� વ�ક્યુ આન	 અન�રૂપૂ છે	? તે	થે%, તે	 કું+	 છે	 કું	, લિ+પ્મા�� ન�� 4 કુંર્ણ- 5 થે% �બં�લિધતે છે	. તે	થે%, લિ+પ્મા��થે%
ન��ન� ઇન્�	ક્ન	 લિ+પ્મા�� આપૂવ�મા�� આવ	 છે	, જે	 ગ્રા�ફમા�� ન�� તે	 અન�રૂપૂ છે	? તે	થે%, અમા��% પૂ�	 વધ���ન% વ"તે�ઓ છે	
જે	  અમા	 	! કું�% છે	 અન	 જ્યુ��	 આપૂર્ણ	 "વ^પૂ કું�%એ છે%એ અથેવ� 
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((માયુન��દર્ભ- ��: 05:49)),

ત્યુ��	 જે આન	 અપૂ�	! કું�વ�� પૂ�શું	. 

("��ઇ�માયુન� �દર્ભ- ��: 05:50)

તે	થે%, +વ	 મા�!	દ�ખો�� તે�%કું	, અમાન	 ��ગો	 છે	 કું	 અમા��% પૂ�	 આ પૂ�છે�% વ"તે� છે	 અન	 આપૂર્ણ	 આ 33 ન	 9 મા�� બંન�વવ��
છે	. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ- ��: 05:57)

તે�, અમા�રુ� �ક્ષ્યુ 33 થે% 9 ઘ!��વ�ન�� છે	, જે	 આપૂર્ણ	 પૂ+	��ન�� 	!મા�� કુંયુ�D +તે��. +વ	, ચે��� આપૂર્ણ	 આમા કું�%એ. તે	થે%, +વ	,
જ્યુ��	 +� � આ કુંરુ� છે� �, ત્યુ��	 મા��	 તે	ન� બં	 બં�>કું�ન	 લિ+પ્મા�� ન%ચે	 જેવ�ન% જેરૂ� છે	  અન	 તે	 "વ%કું��વ�� જે�ઈએ કું	 આ 24

બંદ�વ�� આવશ્યુકું છે	. +વ	, 24 થે% બંદ�વ�� જે પૂ�શું	, મા��	 તે	ન	 અપૂ�	! કું�વ�� તે	 પૂર્ણ જાર્ણવ�� જે�ઈએ. તે�, 24 એ લિ+પ્મા��
ન�� 3 છે	.  તે	થે%, ન�� 3 એ વ!Fક્ 2 છે	. તે�,  માન	 અ+P લિશું��બિંબંદ�  2 પૂ� જેવ�� પૂ�શું	.  તે	થે%, માન	 આ એન્ટ્રા%ઓન	 અપૂ�	!
કું�વ�ન% જેરૂ� છે	. તે	થે%, માન	 6 અન	 1, અન	 3 અન	 2 અપૂ�	! કું�વ�ન% જેરૂ� છે	. તે	થે%, જ્યુ��	 +� � 9 અન	 24 ન�� લિવલિનમાયુ
કુંરુ� છે� �, ત્યુ��	 માન	 6 અન	 2 ન�� પૂર્ણ લિવલિનમાયુ કું�વ�� આવશ્યુકું છે	. મા��	 કું+	વ�� જે�ઈએ કું	, +વ	 મા��� ગ્રા�ફમા�� વ!Fક્ ન��, વ!Fક્
2 છે	. મા��� ગ્રા�ફમા�� વ9ક્ષ અન	 ગો��ઠ 6 મા�� ન�� 1 પૂ� +વ	 વ9ક્ષમા�� ન�� 3 પૂ� છે	. તે	ન�થે% લિવપૂ�%તે, વ9ક્ષમા�� ન�� 1, પૂ�ઇન્!મા��
પૂ�ઇન્!, ન�� 3 ટ્રા% પૂ�ઇન્ટ્મા�� વ	�!	ક્, વ!Fક્ 2 તે�ફ લિનદFશું કું�	 છે	, ન�� 3 પૂ�ઇં!થે% વ	�!	ક્ 

((માયુન��દર્ભ-: 06:55)),

("��ઇ�માયુન� �દર્ભ- ��: 06:57)

તે	થે%, આ �ધ��� પૂછે%, મા(>ર્ભ(તે �%તે	, આ બં�ન	 મા(લ્યુ� પૂ+	��� જે	  છે	  તે	મા��થે% લિવલિનમાયુ પૂ�મ્યુ� છે	, બં��બં�. તે	થે%, આ "તે�	
"વ	પૂ કું�વ� ઉપૂ���તે, માન	 પૂર્ણ "વ%કું9તે કું�વ�� પૂ�શું	 કું	 આ "વ	પૂ છે	. +વ	, +� � એકું વધ� "વ	પૂ કુંરુ� છે� �. કું��ર્ણ કું	 9 અન	 11 ન��
"વ^પ્ +તે��, +વ	 +� � 3, 6 અન	 8, 9 મા�!	 પ્રોવ	શું� "વ	પૂ કું�%શું. અન	 તે	 જે �%તે	, 6, 3 અન	 9, 8,  . તે	થે%, એન્ટ્રા%ઝા વ![ક્ 6
અન	 વ!Fક્ 9 અન	 ન�� 3 અન	 ન�� 8 �થે	 જેમાર્ણ% બં�જે�એ છે	. તે	થે%, વ!Fક્ 6, વ!Fક્ 9, ન�� 3 અન	 ન�� 8, આન	
"વ	પૂ કું�વ�� પૂ�શું	,  . 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ- ��: 07:26)

તે	થે%, તે	ન	 વધ���ન% એ�	મા�� ��ખો%ન	,  , +� � આ અપૂ�	ટ્ન	 ખો(બં જે �>તે�થે% કું�% શુંકું�� છે� � , કું��ર્ણ કું	 મા��% પૂ�	 +	પૂ ઇન્�	ક્
અન	  ન��  ઇન્�	ક્  વચ્ચે	  પૂ�છે>  અન	  પૂ�છે>  જેવ�ન�  મા�ગો-  છે	 .  અન	  જ્યુ��  �ધ%  +� �  આ  કુંરુ�  ન+P,  +� �  ખો�	ખો�
�%જે	ક્"ટ્રા�(Dijkstra's)ન�  એલ્ગો�ડિ�ધમાન�  ઉપૂયુ�ગો  કું�%  શુંકુંતે�  નથે%  કું��ર્ણ કું	  �%જે	ક્"ટ્રા�(Dijkstra's)ન�  એલ્ગો�ડિ�ધમા
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અમાન	 +%પૂમા�� મા(લ્યુ અપૂ�	! કું�વ� મા�!	 કું+	શું	, પૂ��તે� માન	 જાર્ણવ�ન% જેરૂ� છે	 કું	 +	પૂમા�� માન	 કુંઈ મા(લ્યુ અપૂ�	! કું�વ�ન% જેરૂ�
છે	. �ધ���, આ ઉપૂ� અથેવ� ન%ચે	ન� મા	ન%પ્યુ��	શુંનન� ઉપૂયુ�ગો કું�%ન	 બં��બં� દ�ખો� અથેવ� કું�ઢી% ન�ખોવ� જે	વ� કું�% શુંકું�યુ
છે	, પૂ��તે� વ�"તેલિવકું મા"યુ� એ છે	 કું	 જ્યુ�� અપૂ�	! પ્રો���ર્ભ થે�યુ છે	 તે	 ઓ>ખો% શુંકું�યુ છે	. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ- ��: 07:55)

તે	થે%,  જે	મા આપૂર્ણ	 પૂ+	�� જે�યુ�� તે	મા,  +વ	 આપૂર્ણ	 આ �ધ��� ઓપૂ�	શુંન �થે	 આ લિ+પ્ન� ઉપૂયુ�ગો કું�% શુંકું%એ છે%એ
અન	  ન્યુ(નતેમા !�ઇમા વ!Fક્ અન	  ��ગો એન !�ઇમા શું�ધ%  શુંકું%એ છે%એ.  અન	  કું��ર્ણ કું	  અમા��%  પૂ�	  અ�જાન%
(adjacency)ન	 (લિચે છે	, બં��બં�, બંન- !�ઇમ્ન	 અપૂ�	! કું�તે% �(પ્ એકું�દ�	 ��ગો એન !�ઇમા �	 છે	, અન	 ત્યુ�� �પૂ(ર્ણ-પૂર્ણ	
ઓ�-� એમા ધ�� છે	.  તે	થે%,  એકું�દ�	,  �ઘ�ત્તમા એમા !�ઇમ્ન	 અપૂ�	! કું�વ� મા�!	 ન્યુ(નતેમા એન !�ઇમ્ અન	 એમા ��ગો n
શું�ધવ� મા�!	,  આપૂર્ણ	 અપૂ�	! કું�વ� મા�!	  n  ��ગો  n  મા	>વ%એ છે%એ.  તે	થે%,  એન પ્� એન ��ગો  n.  તેમા	  પ્રો�ઇમાન�
અલ્ગો�ડિ�ધમાન� મા�ન વ્યુ(+�ચેન�ન� ઉપૂયુ�ગો કું�% શુંકું� છે�.  પ્રો�ઇમાન� અલ્ગો�ડિ�ધમામા�� મા�ત્ર એકું જે અ�તે� છે	,  અ�તે�ન%
કુંલ્પૂન� મા�ન નથે%. અમા	 અ�તે�ન	 �ગ્રાલિ+તે કું�તે� નથે%, અમા	 વ�"તેલિવકું ધ��ન% કિંકુંમાતે પૂ� ધ્યુ�ન આપૂ%એ છે%એ. પૂ��તે� +જી
પૂર્ણ,  આપૂર્ણ	 વતે-મા�ન વ9ક્ષ તે�ફ ન��ન	 જે��%ન	 �ઘ�તેમા ખોચે- ધ��ન	 આકુંર્ષ-વ�ન% જેરૂ� છે	  અન	 પૂછે% આ ધ��ન	 વ9ક્ષ પૂ�
ઉમા	�વ� પૂછે%,  આપૂર્ણ	 આ વ"તે�ઓન	 અપૂ�	! કું�વ�ન% જેરૂ� છે	 ,  .  તે	થે%,  અપૂ�	ટ્ �થે	 એકું લિમાલિન! લિ+પ્ન� ઉપૂયુ�ગો
કું�વ�  તે	  જે  લિવચે��  અમા	  તે	ન�  ઉપૂયુ�ગો  કું�%શું��.  તે	થે%,  પ્રો�ઇઝાન%  એલ્ગો�ડિ�ધમા  ડિ�જે"કું"ટ્રા�ન�  એલ્ગો�ડિ�ધમા  જે	વ%  જે
જેડિ!�તે�ન	 પૂર્ણ ઘ!��	 છે	. 

("��ઇ�માયુન� �દર્ભ- ��: 08:55)

તે	થે%,  આપૂર્ણ	 લિ+પ્ છે��તે� પૂ+	��,  ચે��� જે�ઈએ કું	 &!- કું�વ� મા�!	 લિ+પ્ન� ઉપૂયુ�ગો કું	વ% �%તે	 કું�વ�.  તે	થે%,  આપૂર્ણ	
મા(લ્યુ�ન% (લિચેન	 &!- કું�વ� મા��ગો%એ છે%એ. તે�, આપૂર્ણ	 શું�� કું�% શુંકું%એ, આપૂર્ણ	 પૂ+	�� એકું લિ+પ્ બંન�વ% શુંકું%એ,  . તે	થે%,
+વ	 આપૂર્ણ	 મા(લ્યુ�ન� કું	!��કું અલિનલિdચેતે અન�ક્રામાથે% શુંરૂ કું�%એ છે%એ, x 1 થે% xn, પૂછે% આપૂર્ણ	 એકું લિ+પ્ બંન�વ%એ
છે%એ અન	 આપૂર્ણ	 �ર્ભવતેe xi 1, xi 2, xin ન% કું�ઈ �%તેમા�� પૂ�નeક્રામા��ડિકુંતે થેઈએ છે%એ, પૂ��તે� આ &!- કું�	� �%તે	 નથે%,
આ તે	 છે	 

((માયુન��દર્ભ- ��: 09:21)),

તે	 છે	, આપૂર્ણ	 જાર્ણ%એ છે%એ કું	 મા+ત્તમા ��બં% બં�જે�એ છે	  અન	 તે	થે% આગો>. +વ	, +� � તે	ન	 મા+ત્તમા કું�ઢી% ન�ખો%શું અન	 +� �
આ વ્યુલિક્તેન	 બં+�� કું�ઢી%શું,  . તે	થે%,  +� � જાણું� છે� �  કું	 આ મા+ત્તમા છે	 . પૂછે%, આ પૂછે%, આ કું�ઈકું આગો> આવશું	. પૂછે%ન�
બિંબંદ�એ, તે	 આવશું	, અન	 પૂછે% +� � બં%જા મા+ત્તમા અન	 તે	થે% જે મા>શું	,  . તે	થે%, જે� +� � મા+ત્તમા n વખોતે કું�ઢી% ન��ખો�, "પૂષ્ટ
�%તે	, દ�	કું બિંબંદ�એ માન	 પૂછે%ન% મા+ત્તમા મા>શું	. તે	થે%, +� � ઉતે�તે� ક્રામામા�� વ9ક્ષમા��થે% ઘ!કું� કું�ઢી�� છે� �, અન	 તે	થે% માન	 &!- કું�	�
આઉ!પૂ�! મા>	 છે	. +� � 	!ન	 ડિ�વ- કું�% શુંકું�� છે� �, +� � ચેઢીતે� ક્રામામા�� �+% શુંકું�� છે� �, તે	 વ��ધ� નથે%, પૂર્ણ +� � ફક્તે ચે�ક્કું ક્રામામા��
તેત્વ�ન	 બં+�� કું�ઢી�� છે� �. અન	 તે	થે% આ એકું ન�ન� �ર્ટિં!ગો અલ્ગો�ડિ�ધમાન� છે	. +વ	, દ�	કું લિનષ્કુંર્ષ-ર્ણ ��ગો એન !�ઇમા �	 છે	
કું��ર્ણ કું	 તે	 કું�ઢી% ન�ખોવ�ન� માયુ મા+ત્તમા,  ,  અથેવ� મા+ત્તમા કું�ઢી% ન�ખો� અથેવ� કું�ઢી% ન�ખોવ� મા�!	ન� પ્રોકું�� છે	  જે	ન�
ઉપૂયુ�ગો કું�વ� મા�!	 કુંયુ� પ્રોકું��ન�� લિ+પ્ન	 આધ��	.  તે	થે%,  તેમા	 એન આવ� લિનષ્કુંર્ષ-ર્ણ કું��.  તે	થે%,  ��ગો એન !�ઇમામા�� તેમા	
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તેત્વ�ન	 ક્રામામા�� ગો�ઠવ% શુંકું� છે� અન	 તે	મા�� મા(કુંવ� મા�!	, તેમા	 ફક્તે ઓ�-� n માયુ �%ધ� +તે�. તે	થે%, એકું�દ�	 અમા	 એન ��ગો
એન માયુ &!-. 

("��ઇ�માયુન� �દર્ભ- ��: 10:19)

ત્યુ��  એકું ન�ન% ગો(�ચેવર્ણ છે	  જે	  તેમા	  આ લિવશું	  પૂ(છે% શુંકું� છે�.  પ્રોdન એ છે	  કું	,  આ કિંકુંમાતે� ક્યુ��  જાયુ છે	,  �ચે��.  તે	થે%,
શુંરૂઆતેમા��, પ્રોથેમા પૂ�ન��વતે-નમા��, જે� મા��% લિ+પ્ મા��% જે	મા દ	ખો�યુ, તે� તે	 મા��% મા+ત્તમા છે	. તે	થે%, એવ�� ��ગો	 છે	  કું	 મા��	
નવ% (લિચેમા�� મા(કુંવ�� પૂ�શું	, પૂ��તે� આ પૂગો��� પૂછે% શું�� થે�યુ છે	 , તે	 આ મા(લ્યુ અ+P શું�મા	� થેઈ ગોયુ�� છે	 અન	 તે	 પૂછે% +� � તે	ન	 ઠ%કું
કુંરુ� તે�, લિ+પ્ દ્વ��� તે	 ન%ચે	 ઉતે�	 છે	. તે�, જેયુ��	 +� � રુ! પૂ� વ	લ્યુ� �દ્દ કુંરુ� છે� �, ત્યુ��	 +� � છે	લ્�� પૂર્ણ- �ઈશું, તે	ન�� મા(લ્યુ રુ!મા��
મા�કું�� અન	 પૂછે% +� � તે	ન	 ન%ચે	 મા�કું�� જે	થે% બંધ% +	પૂ પ્રો�પૂ![ 

((માયુ:10:54)).

અન	 આ પૂછે%, +વ	 મા��� લિ+પ્ આ જે દ	ખો�યુ છે	 કું��ર્ણ કું	 આ મા(લ્યુ જેતે�� �હ્યું�� છે	 . તે	થે%, મા�રુ� +%પૂ  x મા�ઇન n મા�ઇન
1 થે% મા�પ્તે થે�યુ છે	. તે	થે%, મા��% પૂ�	 મા��� એ�	મા�� એકું "થે�ન છે	, જે	  +વ	 પૂછે%ન� ડિ��%! મા	ક્ મા�!	 વધ� ઉપૂયુ�ગોમા��
નથે% �હ્યું��, કું��ર્ણ કું	 પૂછે%ન� ડિ��%! મા	ક્મા�� ફક્તે n ઓછે� 1 ઑપૂ�	શુંન શું�મા	� છે	. તે�, તે	થે%, +� �, વ�"તેવમા��, આ બિંબંદ�એ
જેઈ શુંકું�� છે� �  અન	 આ મા(લ્યુન	 આ "થે�ન	 લિ+પ્મા�� મા(કું% શુંકું�� છે� �  અન	 ખો�તે�% આપૂ% શુંકું�� છે� �  કું	 તે	 વધ��	 નથે%. તે�, +વ	 શું�� થેશું	,
મા��% પૂ�	 અ+P મા+ત્તમા આવવ�ન�� �+	શું	, પૂછે% મા��% પૂ�	 આગો�મા% બં%જા મા	ક્ અ+P આવ% જેશું	. તે	થે%, જે� +� � મા+ત્તમા
કું�ઢી% ન��ખો�� ચે��� ��ખો�� છે� �, તે� +� � ઉતે�તે� ક્રામામા�� મા(લ્યુન% જેમાર્ણ% બં�જે�થે% પ્રોચે�� કું�% �હ્યું� છે� �  અન	 આખો�	, તે	 વ�"તેવમા��
ચેઢીતે� ક્રામામા�� ગો�ઠવ�યુ	�� ક્રામાન	 મા�પ્તે કું�% શુંકું	 છે	 .  તે	થે%,  આ માન	 એકું "થે�ન	 ઓ�-�  n ��ગો n "વ	પૂ આપૂ	 છે	,  �ચે��,
ખો�તે�% કું�%ન	,  કું	 જ્યુ��	 +� �  તે	ન	 ફiકું% દ	વ� અથેવ� નવ% (લિચેમા�� મા(કુંવ�ન	 બંદ�	 મા(લ્યુ કું�ઢી% ન�ખો��  છે� � ,  તે� +� �  તે	ન	 ખો��%
જેગ્યુ�મા�� મા�કું�� છે� �  +વ	 એકું મા(લ્યુ દ્વ��� લિ+પ્ શું�ધ%ન	, અન	 પૂછે% +� � આપૂ�આપૂ આઉ!પૂ�!ન	 &!- કું�	�� મા�ગો-મા�� મા	>વ% શુંકું��
છે� �,  . તે	થે%, લિ+પ્ન� ઉપૂયુ�ગો ખો(બં અ�ગો પ્રોકું��ન% ઓ�-� n ��ગો n !(�કું� "થે�ન	 કું�વ� મા�!	 થેઈ શુંકું	 છે	. 
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પ્રો�ફ	� મા�ધવન મા�કું��દ (Prof. Madhavan Mukund)

ચે	ન્નઈ મા	થે	મા	ડિ!કું� ઇલિન્"!ટ્યુ�! (Chennai Mathematical Institute) 

મા�ડ્યુ�� - 6
�	ક્ચે� - 37

ડિ�વ�ઇ� અન	 કું�નકું��(Divide and Conquer): ઊ�!(�! ગોણત�+ઓ

ચે��� આપણ	 પ�છા� જઈએ અન	 ડિ�વ�ઇ� અન	 કું�નકું��(Divide and Conquer) ફ�+ જ�ઈએ. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ1 ��: 00:06)

ત	થે+,  ડિ�વ�ઇ� અન	 કું�નકું��(Divide and Conquer)યુ�દ કું�� જ	મા�� મા"યુ�ન	 ત��વ�થે+ લિવવ�દ�"પદ ઉપપ્રો�બ્�	મ્મા��
મા�વ	શ થે�યુ છા	. પછા+, અમા	 આ દ�	કું પ	!�પ્રોવ�હન	 અ�ગોથે+ હ� કું�+એ છા+એ અન	 પછા+ મા(ળ "વરૂપન� ઉકું	� મા�!	 અમા	
ત	માન	 કું�યુ1ક્ષમા �+ત	 જ��+એ છા+એ. ત	થે+, આપણ	 ડિ�વ�ઇ� અન	 કું�નકું��(Divide and Conquer) બે	 ઉદ�હ�ણ� જ�ઈ છા	,
:!1 કું�� લિવ�+ન+કું�ણ એ ડિ�વ�ઇ� અન	 કું�નકું��(Divide and Conquer)ન� ક્��લિકું ઉદ�હ�ણ છા	, જ્યુ�� અમા	 (લિચેન	
:!1 કું�વ� મા�!	 (લિચેન	 લિવર્ભ�લિજત કું�વ� મા�!	 મા�ન ર્ભ�ગો�મા�� :!1 કું�+એ છા+એ.  અમા	 આ બે	 ર્ભ�ગો�ન	 અ�ગોથે+ �!1
કું�+એ છા+એ અન	 પછા+,  આપણ	 ત	માન	  કું�યુ1ક્ષમા �+ત	  માજ1  કું�+એ છા+એ,  ત	  (લિચેબેદ્ધ છા	.  ઝા�પ+ :!1મા��  જ� દ+  જ� દ+
વ્યુ(હ�ચેન� છા	, ત	 જ	  કું�વ�ન� પ્રોયુ� કું�	 છા	  ત	 માર્જિંજગો પગો��ન	 !�ળ	 છા	 . ત	થે+, તમા	 મા(ળ (લિચેન	 ફ�+થે+ ગો�ઠવ� છા�, જ	થે+
તમા��+ પ�	 પ+વ:!ન� �દર્ભ1મા�� ન+ચે��� અન	 ઉપ�� ર્ભ�ગો હ�યુ.  ત	માન	 ફ�+થે+ ગો�ઠવવ��,  તમા	 ન+ચે	ન+ અ�ધ+ અન	 ઉપ��
અ�ધ�ન	 "વત�ત્ર �+ત	 અન	 હવ	 :!1 કું�+ શકું� છા�,  કું��ણ કું	 ત	ઓ પહ	�	થે+ જ ફ�+થે+ ગો�ઠવ�યુ	�� છા	 ,  તમા��	 ત	માન	 માજ1
કું�વ�ન+ જરૂ� નથે+. ત	થે+, મા(ળર્ભ(ત �+ત	 આ પ	!� મા"યુ�ઓ અન	 બેપ્રો�બ્�	મ્ન	 �યુ�લિજત કું�વ� �થે	 �કુંળ�યુ	�� ખચે1ન	
	! કું�વ� મા�!	 ખચે1 �મા	� છા	.  અન	 જ� આ 	! અપ ખચે1 અન	 �યુ�જન ખચે1 કું�યુ1ક્ષમા હ�યુ,  ત� �પ(ણ1 ઉકું	� તમાન	
પ્રોત્યુક્ષ અલિર્ભગોમા કું�ત�� વધ� ��+ કું�ઈકું આપ	 છા	. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ1 ��: 01:15)

ત	થે+, ચે��� ન+ચે	ન+ પડિ�લિ"થેલિત ત�ફ ધ્યુ�ન આપ+એ, ઘણ+ વખત જ્યુ��	 તમા	 કું�ઈ ઑન��ઇન "!�� પ� જાઓ છા�, ત્યુ��	
તમાન	 ર્ભ��માણ માળ	 છા	. ઉદ�હ�ણ ત�+કું	, ત	 કુંહ	શ	, તમા��� જ	વ� ગ્રા�હકું� કું	 જ	માણ	 પ�"તકું�મા�� � �+ધ� હત� અથેવ� આ
ફ�ન ખ�+દન��� ગ્રા�હકું� પણ હ	� ફ�ન્ન+ આ જ��+ શ�ધ+ �હ્યાં�� છા	 . ત	થે+, આ 	વ�ઓ તમાન	 તમા��+ પ્રો�ફ�ઇ�ન� આધ��	
ર્ભ��માણ કું�વ�મા�� આવ	 છા	, તમા��+ ઑન��ઈન 	વ� તમાન	 જ	  ગોમા	 છા	  અન	 તમાન	 ગોમાત+ નથે+ ત	 લિવશ	 કું	!�+કું પ્રો�ફ�ઇ�
મા�લિહત+ જાળવ	 છા	.  ત	 તમાન	 જ	  ગોમા	 છા	  ત	ન+ ત��ન� કું�	 છા	  અન	 અન્યુ ��કું� �થે	 ગોમાત�� નથે+ અન	 ત	 મા�ન શ્રે	ણ+ન�
��કું�ન	 ઓળખ	 છા	. અન	 પછા+, ત	 કું	!	ગો�+ઝા દ્વ��� પ�દ કું��યુ	� ઉત્પ�દન� અથેવ� 	વ�ઓન+ શ�ધ કું�	 છા	, જ	ન	 તમા	 ત્રણ
અન	 પછા+ ર્ભ��માણ કું�+ નથે+. ત	થે+, આવ+ ર્ભ��માણ પ્રોણ��+મા�� મા(ળર્ભ(ત પગો��� એ પ્રો�ફ�ઇલ્ન+ �ખ�માણ+, એકું વ્યુલિક્ત
કું	વ+ �+ત	 પ�દ કું�	 છા	, અન્યુ ��કું�ન+ �ખ�માણ+મા�� એકું વ્યુલિક્તન	 કું	વ+ �+ત	 પ�દ અન	 ન�પ�દ કું�	 છા	. 
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ત	થે+, આન� એકું દ�ખ�� જ્યુ��	 તમા��+ પ�	 મા(વ+ઝા અથેવ� પ�"તકું� જ	વ+ વ"ત�ઓ પ� પ�દગો+ હ�યુ છા	, ત� મા�ન+ �� કું	
માયુન+ ઉપ�, તમા	 કું	!�+કું વ	બે�ઇ! પ� ગોયુ� છા� અન	 તમા	 જ�યુ	�+ મા(વ+ઝા લિવશ	 તમા��+ પ�દગો+ઓ દ�ખ� કું�� . ત	થે+,
કુંહ� કું	 ત્યુ�� પ��ચે મા(વ+ઝા છા	, ચે��� આપણ	 ત	માન	 એ, બે+, +, �+ અન	 ઇ કુંહ+એ જ	  તમા	 અન	 બે+જા કું�ઈએ આ વ	બે�ઇ!
પ� ક્રમા��ડિકુંત કુંયુ�1 છા	. ત	થે+, તમા	 �મા�ન્યુ �+ત	 બે	 વ્યુલિક્તઓ કું	 જ	  લિવલિવધ �	ન્કિંન્કુંગો �થે	 આવ	 છા	 . ત	થે+, કુંદ�ચે તમા	 પહ	�� D
અન	 E ન	 ક્રમા આપ્યુ� છા	 અન	 તમા��� લિમાત્ર	 બે+ પ્રોથેમા અન	 ઇ છા	લ્�	 ક્રમા��ડિકુંત કુંયુM છા	. ત	થે+, તમા	 બેન્ન	 �માત થેયુ� હત� કું	 ઇ
Nથે+ ખ��બે છા	, પ��ત� તમા	 બે+ કું	 �+ વધ� ��� હત� કું	 નહO ત	 અ�ગો	 અ�માત છા�. હકું+કુંતમા��, તમા��� લિમાત્ર લિવચે��	 છા	 કું	 �+
ખ(બે જ ખ��બે હત�,  ત	 વ�"તવમા�� ફક્ત પછા+ન+ ઇ અન	 તલિળયુ	થે+ છા	 .  ત	થે+,  �+ જ	  તમા��� પ્રોથેમા હત� ત	 તમા��� લિમાત્ર�
બેન+ ગોયુ� છા	. ત�, હવ	 આપણ	 શ�� કું�+ શકું+એ ત	 છા	 કું	 આપણ	 �	ન્કિંન્કુંગોન� આવ� બે	 	ટ્ �ઈ શકું+એ છા+એ અન	 પ(છા+એ કું	
ત	 મા�ન અથેવ� અમાથે1 છા	. ત	થે+, આન	 મા�પવ�ન� એકું �"ત� એ છા	 કું	 તમા	 મા(વ+ઝાન�� જ��+ઓન	 કું	વ+ �+ત	 ક્રમા આપ� છા�.
ત	થે+, મા(વ+ઝાન� દ�	કું જ��+ મા�!	, તમા	 ત��ન� કું�+ શકું� છા� કું	 તમા	 બે+જા કું�ત�� વધ� ��� છા� અન	 તમા��� લિમાત્ર પણ કું�	 છા	
અથેવ� તમા	 કુંયુ�P છા	. ત	થે+, અહO ઇન્"!ન્ટ્ મા�!	, જ� તમા	 બે+ અન	 + જ�ઓ છા�, ત� ત	 તમાન	 અન	 તમા��� લિમાત્ર દ્વ���
મા�ન �+ત	 ક્રમા��ડિકુંત કું�વ�મા�� આવ	 છા	. બે+જી બે�જ� , જ� તમા	 �+ અન	 બે+ જ�ત� હ�વ, ત� એકું ડિકું"�મા��, તમા	 ઉપ�ન� D
અન	 D ઉપ� તમા��� લિમાત્ર ક્રમા બે+ન	 ક્રમા આપશ�.  ત	થે+,  આપણ	 ખ� કું�ળજી ��ખત� નથે+ કું	 ત્યુ�� કું	!�� ર્ભ�ગો છા	,  ત્યુ��
કું	!�+ અન્યુ વ"ત�ઓ છા	, અમા	 મા�ત્ર બે	 વ"ત�ઓન+ પ�દગો+ આપ+ �હ્યાં� છા+એ, જ	  તમા	 પ�દ કું�� છા�, જ	  તમા��� લિમાત્રન	
પ�દ કું�	 છા	 અન	 આપ	�+ (લિચેમા�� ઉપ�બ્ધ બેધ+ પ�દગો+ઓન+ પ�દગો+ન	 પ�દ કું�	 છા	. 
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ત	થે+,  આપણ	 જ	  કું�વ�ન� પ્રોયુ� કું�+ �હ્યાં� છા+એ ત	 અમા	 લિવપ�+તત�ન� �દર્ભ1મા�� લિવપ��ત�ન	 મા�પ+એ છા+એ.  તમા	 અન	
તમા��� લિમાત્ર વચ્ચે	ન+ લિવપ�+ત �+તમા�� મા(વ+ઝા અથેવ� ક્રમા કું	!�+ જ��+ઓ છા	?  ત	થે+,  જ� તમા	 અન	 તમા��� લિમાત્ર એકું જ
ક્રમામા��  મા(વ+ઝાન� દ�	કું જ��+ન	  ક્રમા આપ	 છા	,  ત� તમા��� પ્રોદશ1નન� કું�� ક્રમા મા�ન હ�વ��  આવશ્યુકું છા	.  ત	થે+,  જ� શ(ન્યુ
વ્યુ�ત્ક્રમા� હ�યુ, ત� તમા��� લિમાત્રમા�� તમા��� "વ�દમા�� બે��બે� મા�ન છા	 અન	 �	ન્કિંન્કુંગો મા�ન છા	 . બે+જી ત�ફ, જ� તમા��+ પ�	
એન મા(વ+ઝા હ�યુ,  ત� તમા	  કું�ઈ પ�દગો+ કું�+ શકું� છા�,  n  જ��+ બેન�વવ� પ�દ કું��.  ત	થે+,  ચે�લિચેત્ર�ન� જ� દ�  જ� દ�
જ��+ઓન+ �ખ્યુ� 2 ન	 પ�દ કું�+ છા	 જ	  n ન+ 1 ઘ�ત વ�	 1 છા	. ત	થે+, જ� શક્યુ હ�યુ ત� તમા	 તમા��� લિમાત્ર �થે	 અ�માત
હ�વ ત�, ઇનવઝા1નન+ �ખ્યુ� n થે+ minus n મા�� 2 થેશ	, જ	 ક્રમા��કું n "ક્વ	�1 છા	. ત	થે+, તમા	 હવ	 આ મા�પદ�� ત�+કું	 ઉપયુ�ગો
કું�+ શકું� છા�, ક્રમા��કુંન+ �ખ્યુ� કું	!�+ છા	, ત	 કું	વ+ �+ત	 મા�ન અથેવ� અમાથે1 છા	, �Uકિંકુંગોન� બે	 	! છા	 અન	 આ ર્ભ��માણમા��
ઉદ�હ�ણ ત�+કું	 ઉપયુ�ગો કું�+ શકું�યુ છા	  કું	 કું	મા ત	 નક્કું+ કું�વ� મા�!	 ગ્રા�હકું� કુંયુ� ત��ન� કું�	 છા	  ર્ભ��માણ કું�વ�મા��. ત	થે+, તમા	
મા�ત્ર એવ� ગ્રા�હકું�ન	 પ�દ કું�વ� મા��ગો� છા� કું	 જ	ઓ નજીકુંન� છા	, જ	ન+ ર્ભ��માણ કું�વ�મા�� આવ+ �હ+ છા	. કું�ઈ વ"ત� એવ+
ર્ભ��માણ કું�ત�� નથે+ કું	 જ	  કું�ઇકું વ્યુલિક્તગોત ગોમાશ	 નહO કું��ણ કું	 તમા	 ત	ન�થે+ �ખ�માણ+ કું�� છા� કું	 જ	ન+ પ�	 એકુંદમા
અ�ગો "વ�દ છા	. 
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ત�, આપણ	 ત	ન	 બે+જી �+ત	 બેન�વ+ શકું+એ છા+એ. ત	થે+, હવ	, આપણ	 આપણ+ �	ન્કિંન્કુંગો �ઈએ છા+એ અન	 આપણ	 ધ��+એ
છા+એ કું	 આ આદ	શ આપ્યુ� છા	. ત	થે+, આપણ	 મા(વ+ઝા મા�!	 ચે�ક્કું ઓ�1� પ�દ કું�+એ છા+એ અન	 અમા	 ત	ન	 મા(ળ ક્રમા��કું 1,

2, 3, 4 �ધ+ n કુંહ+એ છા+એ. હવ	, આપણ+ લિમાત્ર�ન+ �Uકિંકુંગો એ �Uકું કું�શ	 જ	  આપણ	 1 ત�+કું	 કુંહ+ શકું+એ ત	 1 હ�ઈ શકું	 છા	,
જ	ન	 આપણ	 2 કુંહ+એ છા+એ ત	 3 હ�ઈ શકું	 છા	  અન	 બે+જ� � . ત	થે+, જ	  ક્રમા��કું આપણ	 ક્રમા��કું �થે	 ક્રમા��ડિકુંત કું�+એ છા+એ ત	
ક્રમા��ડિકુંત કું�વ�મા�� આવશ	, જ્યુ�� આપણ� લિમાત્ર દ્વ��� જ� દ� જ� દ� ક્રમા��કું� અન	 અ�બેત્ત, દ�	કું ક્રમા��કું ત્યુ�� દ	ખ�શ	. ત	થે+, લિમાત્ર�
�	ન્કિંન્કુંગો 1 થે+ n ન+ ક્રમાચેયુ હશ	 અન	 તમા	 જ	  મા�ગો+ �હ્યાં� છા� ત	 છા	  કું	 જ� હ� �  j પહ	�� �Uકું કુંરું�, ત	 પહ	�� હ� �  j કું�ત� ન�ન+
�ખ્યુ� છા	, ત� શ�� લિમાત્ર પહ	�� માન	 j ક્રમા આપ	 છા	, આવ+ કું�ઈ લિવચે�� હશ	 એકું બેદ��વ. ત	થે+, મા��+ યુ�દ+મા�� વ્યુ�ત્ક્રમા એકું
જ��+ છા	, હ� � કું�મા� જ	 હશ	, જ્યુ�� હ� � j થે+ ન�ન�� છા� �. ત	થે+, મા��+ (લિચે હ� � j ન�� અપ�	! કુંરું� છા� �, પ��ત� મા��� લિમાત્ર�ન+ (લિચેમા��, j
એ એ� ક્રમાચેયુમા�� પહ	�� દ	ખ�યુ છા	. 
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ચે��� આ થે���� વધ��	 કુંYડિક્ર!�+ જ�ઈએ. ત	થે+, ધ��� કું	 આ અમા�રું� મા(ળ ઉદ�હ�ણ હત��. ત	થે+, ત્યુ�� 5 મા(વ+ઝા એ, બે+, +, �+,
ઇ અન	 હ� � ત	માન	 ક્રમા આપ�� છા� �  અન	 તમા	 ત	માન	 ક્રમા આપ� છા� �+, બે+, +, એ, ઇ. પછા+ હ� � કુંહ+શ કું	 �+ 1, બે+ 2, + 3 છા	
એ 4 અન	 ઇ 5 છા	. ત	થે+, આ મા��+ મા(ળ (લિચે 1 થે+ 5 છા	. હવ	, કું��ણ કું	 મા��+ પ�	 ત	માન+ મા(વ+ઝા અન	 ત	 વ"ત�ઓ અન	
�	ન્કિંન્કુંગ્ વચ્ચે	ન� પત્રવ્યુવહ�� છા	, ત� પછા+ માન	 ખબે� છા	 કું	 ત્યુ��થે+ D મા�!	 2 છા	. ત	થે+, બે+ એ 2 છા	, એ 4 છા	, + 3 છા	, �+
1 છા	 અન	 ઇ 5 છા	. ત	થે+, આ પ�દગો+ઓન+ (લિચેમા��થે+, હ� � ત	ન	 વ��ચે+ શકું�� છા� �, ત	 મા��� ક્રમા��કુંનન+ �	કું��[ગો ત�+કું	 �ખ+ શકું��
છા� �  અન	 હવ	, આપણ	 પ(છા+એ છા+એ કું	 જ્યુ��	 જ��+ઓ છા	 કું	 નહO આ 2 અન	 1 ન+ જ	મા. ત	થે+, 2 એ 1 અન	 મા��� લિમાત્ર�ન+
(લિચે પહ	�� દ	ખ�યુ છા	, ત	 દ	ખ+ત+ �+ત	 મા(ળ (લિચેમા�� 1 પછા+ દ	ખ�યુ છા	, ત	થે+ આ એકું બેદ��વ છા	 . ત	થે+, 2, 1 એ વ્યુ�ત્ક્રમા
છા	, ત	વ+ જ �+ત	 4, 1 અવ��બેન છા	, ત	થે+ ત	 3, 1 છા	, ત	થે+ આપણ+ પ�	 આ ત્રણ	યુ અવ્યુવ"થે� છા	, પછા+ ર્ભ�	 આપણ	 ત	ન	
1 થે+ 2, 1 ત�+કું	 �ખ+એ; 3 ન� 3, 1, કું��ણ કું	 આ જ��+ છા	, ત	થે+ ક્રમામા�� ત	 માહત્વન�� નથે+, મા(વ+ઝાન�� આ જ��+ તમા���
અન	 તમા��� લિમાત્ર દ્વ��� લિવ��ધ�ર્ભ�+ રૂપ	 છા	 . અન	 આ લિવલિશષ્ટ ઉદ�હ�ણમા�� અ�લિતમા વ્યુ�ત્ક્રમા 3 અન	 4 છા	, ત	થે+ 3 અન	 4
લિવપ�+ત ક્રમામા�� દ	ખ�યુ છા	, ત	થે+ તમા	 ઉદ�હ�ણ ત�+કું	, દ�	કું અન્યુ જ��+, 4, 5 અથેવ� 2, 3 અથેવ� 2, 4 ઑ�1� હ�જ� છા	 ત	
જ�ઈ શકું� છા�. ત	થે+, તમા��+ �Uકિંકુંગો અન	 તમા��� લિમાત્ર� વચ્ચે	 ક્રમા��ડિકુંત આ લિવલિશષ્ટ (લિચેમા�� ચે�� ઇનવઝા1ન છા	  અન	 અમા�રું�
ધ્યુ	યુ ક્રમાચેયુન	 આપવ�મા�� આવત+ આ �ખ્યુ�ઓન+ �ખ્યુ�ન	 ગોણવ�� છા	. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ1 ��: 07:43)

ત	થે+, આન� લિવશ	 લિવચે��વ�ન� બે+જ� �"ત�, જ� કું	 આપણ	 ત	ન+ ગોણત�+ કું	વ+ �+ત	 કું�+ શકું+એ ત	 અ�કું��કું �+ત	 અ�
કું�શ	 નહO,  આ પ્રોકું��ન� ગ્રા�ફન	 દ��વ�ન��  છા	.  ત	થે+,  તમા	 !�ચે પ� યુ�ગ્યુ ક્રમામા�� �થે	 શરૂ કું�વ� મા�!	 �	ન્કિંન્કુંગો �	 છા	.  ત	થે+,
તમા��+ પ�	  1 થે+  5 લિશર્ષ1કું�ન� એકું મા(હ છા	  અન	 પછા+,  તમા��	 તમા��� લિમાત્ર�ન+ ક્રમા��કુંનન� ક્રમામા�� (લિચેબેદ્ધ 1 થે+  5
લિશર્ષ1કું�ન�� ક્રમાચેયુ કું�વ�� પ�શ	. અન	 પછા+, તમા	 1 થે+ 1, 2 થે+ 2 ન	 જ��� છા� અન	 ત	થે+, તમા	 ગ્રા�ફમા�� લિબેલ્� કું�� છા�, જ	મા કું	
તમા��+ પ�	 5 ન+ ઉપ� અન	 5 ન+ ન+ચે	 છા	, ત� તમા��+ પ�	 5 ધ�� છા	, જ� તમા��+ પ�	 n અન	 n છા	 એન ધ�� છા	. હવ	,
આ �	ખ�મા�� દ�	કું વખત	 જ્યુ��	 કું�ઈ �	ખ� પ�� કું�	 છા	  ત્યુ��	 ત	 મા	ળ ખ�યુ છા	  ત	 (ચેવ	 છા	 , ત	થે+ 2 એ 1 થે+ આગોળ ન+કુંળ+
ગોયુ�� છા	, ત	વ+ જ �+ત	 4 4 આગોળ આગોળ વધ્યુ�� છા	 અન	 ત	થે+ આગોળ. ત	થે+, આ �	ખ�ઓ વચ્ચે	 4 ક્ર�ન્કિંગો છા	 અન	 ત	 ખ�	ખ�
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આ ઉદ�હ�ણમા�� ચે�� ઇનવઝા1ન �થે	 �બે�લિધત છા	. ત	થે+, હવ	, તપ� કું�વ� મા�!	 એકું ખ(બે જ �ળ બ્રુ�! ફ�1 �"ત� છા	,
કું��ણ કું	 આપણ	 જાણ+એ છા+એ કું	 દ�	કું ઇનવઝા1ન એકું જ��+ ij છા	, જ	મા કું	 હ� � મા��� લિમાત્ર�ન+ (લિચે પહ	�� જ દ	ખ�યુ છા	 .
ત	થે+, આપણ	 ત	 ચેકું�+ શકું+એ છા+એ, અમા	 મા�ત્ર દ�	કું i અન	 દ�	કું j ન	 ચેકું�+ શકું+એ છા+એ જ	  i થે+ જ� દ�� છા	, પછા+ ર્ભ�	 હ� �
અન	  j  એકું બેદ��વ છા	  અન	 આ આપણન	 બ્રુ�! ફ�1 ઓ�1�  n  "ક્વ	�1  અલ્ગો�ડિ�ધમાન� આપશ	.  ત	થે+,  આ ખ�	ખ� બેધ+
વ્યુ�ત્ક્રમા�ન	 માજાવ	 છા	, ત	 દ�	કું �ર્ભલિવત જ��+ઓન+ તપ� કું�	 છા	  અન	 જ� ત	 વ્યુ�ત્ક્રમા છા	  ત� ત	 હ� કુંહ	 છા	 , જ� ત	 કું�ઈ
વ્યુ�ત્ક્રમા નથે+ ત� ત	 પછા+ અન	 પછા+ કુંહ	 છા	, તમા	 કું	!�+ �ખ્યુ�મા�� લિવચે�ન� હ� કું�� છા� ત	 તમા	 જાણ� છા�. અન	 અમા	 જ�યુ��
અન	 ત	 છા	 કું	 આપણ	 ખ�	ખ� ખ��બે કું	મા�� �પ(ણ1 �+ત	 n ન	 1 ઓછા� 2 વ!�વ+ �ઈએ છા+એ. ત	થે+, આ લિન��શ�જનકું �+ત	
દ�	કું ઉલ્��ઘનન	 ત	ન	 હ� અથેવ� ન� �થે	 તપ�વ�મા�� આવશ	. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ1 ��: 09:15)

ત�, આપણું� આખ�� વધ� કું�યુ1ક્ષમા અલ્ગો�ડિ�ધમા આપવ�ન�� છા	, ત	થે+ આપણ	 આ લિવર્ભ�જન ત�ફ આગોળ વધ+શ�� અન	 પ્રોલિતન્કિંબેબે
જીત+શ��. ત�, મા�ન+ �� કું	 તમા��� લિમાત્રન�� ક્રમાચેયુ, આપણું� ક્રમાચેયુ હ�મા	શ��  1 થે+ n છા	, ત	થે+ અમા	 એમા મા�ન+એ છા+એ કું	 ત	
આપવ�મા�� આવ્યુ�� છા	. ત	થે+, શરૂઆતમા�� �પ્રોદ શ�� છા	  આપણ� લિમાત્ર� ક્રમાચેયુ છા	 , ત	થે+ લિમાત્ર� ક્રમાચેયુ એ 1 થે+ n ન� કું	!��કું
ક્રમામા�� છા	, ચે��� આપણ	 ત	ન	 1 થે+ i ન	 કુંહ+એ. ત	થે+, હવ	, આપણ	 માજ1 :!1 જ	વ�� કું�ઇકું કું�+શ��, ત	થે+ તમા	 આ (લિચેન	 1 મા��
�� અન	 બે	 ર્ભ�ગો�મા�� વહUચે+ ��. ત	થે+, આપણ+ પ�	 1 થે+ 2 ન+ �ખ્યુ� છા	 જ	  ��બે+ બે�જ�  છા	 અન	 2 વત્ત� 1 થે+ n �ધ+
જ	  જમાણ+ છા	. ત	થે+, લિવર્ભ�જન અન	 જીતવ�� એ ખ(બે જ �ળ લિવચે���ણ+ન+ વ્યુ(હ�ચેન� છા	 , તમા	 ફક્ત એકું જ વ"ત� કું�+
શકું� છા�,  તમા	 આન	 હ� કું�+ શકું� છા� અન	 ત	 પછા+,  તમા	 જ���ઈ શકું� છા�.  ત	થે+,  આ મા(ળર્ભ(ત અન�રૂપ છા	,  ત	થે+ તમા��	
લિવર્ભ�લિજત ર્ભ�ગો�ન	 ઉકું	�વ� અન	 જ��વ�ન�� છા	.  ત	થે+,  આપણ	 વ���વ�� ધ��+શ�� કું	 આપણ	 ઇનવઝા1નન	 ��બે+ અન	 જમાણ+
બે�જ�એ ગોણ+ શકું+એ છા+એ. હવ	, ગોણત�+ કું�વ� મા�!	 બે�કું+ શ�� છા	 ત	 અવ��ધ� જ	  +મા�ન	 પ�� કું�	 છા	. ત	થે+, ત્યુ�� જ	  છા	, હ� �
જ��+ જ	  આ જ	વ� દ	ખ�યુ છા	 . જ્યુ��	 હ� � મા�ત્ર ��બે+ જ ગોણું� ત્યુ��	 આ ગોણત�+ કું�વ�મા�� આવશ	 નહO, કું��ણ કું	 હ� � ��બે	
નથે+, ત	 મા�ત્ર જમાણ+ બે�જ�એ જ ગોણવ�મા�� આવશ	 નહO, કું��ણ કું	 j એ જમાણ+ બે�જ�  નથે+. ત	થે+, એકું બેદ��વ થેશ	 જ	  હ� �
ન�બે�� જ	!�� જ ઓછા� છા	, પ��ત� ��બે+ બે�જ�  જ j દ	ખ�યુ છા	, હ� � જમાણ+ ત�ફ દ	ખ�યુ છા	. ત	થે+, આપણ	 વ���વ�� ઉકું	�વ�
પછા+ આ કું�વ�� જ�ઈએ, ત	થે+ આ મા(ળર્ભ(ત �+ત	 �યુ�જન� પગો��� છા	 ,  જમાણ+ બે�જ�ન� કું	!�� તત્વ� ��બે+ બે�જ�ન� ઘ!કું�
કું�ત� વધ��	 છા	. ��બે+ બે�જ�ન+ કું�ઈપણ વ"ત�, જ� ત	 જમાણ+ બે�જ�ન+ કું�ઈ વ"ત� કું�ત�� ન�ન+ હ�યુ, ત� ત	 બેદ��વ નથે+,
કું��ણ કું	 ત	 પહ	�	થે+ જ �પ(ણ1 (લિચેમા�� યુ�ગ્યુ ક્રમામા�� છા	.  પ��ત�,  ��બે	 કું�ઇકું કું�ત�� જમાણ+ બે�જ�એ કું�ઈકું વધ��	 છા	 ,  ત	 એકું
બેદ��વ છા	, આપણ	 આવ� બેધ� જ��+ઓન	 ગોણવ�� પ�શ	. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ1 ��: 10:55)

ત	થે+,  આ ઉકું	�વ� મા�!	,  આપણ	 મા�ત્ર ગોણત�+ કું�ત�� થે��+ વધ��	  માજબે�ત પ્રોડિક્રયુ� કું�+શ��  અથેવ� �+કું`વ કું�+શ��.  ત	થે+,
આપણ	 ધ��+શ�� કું	 મા�ત્ર બે	 ર્ભ�ગોમા�� કું�યુMન+ ગોણત�+ નથે+; અમા	 ત	માન	 ��+ �+ત	 :!1 કું�+એ છા+એ અમા	 ગોણત�+ કું�+ �હ્યાં�
છા+એ. ત�, હવ	 શ�� થે�યુ છા	, હવ	 આપણ	 બે	 ર્ભ�ગોમા�� આપણ+ મા"યુ� વહUચે+ �+ધ+ છા	 અન	 પછા+, આપણ	 પ�છા� આવ+શ��,
ત� આ મા�રું� L છા	 અન	 આ મા�રું� આ� છા	, માU હવ	 R ન	 :!1 કુંયુ�P છા	 અન	 મા��+ પ�	 કું�ઉન્!�� છા	, ત	થે+ મા��+ પ�	 ગોણત�+
છા	  એ� અન	 એકું ગોણત�+ આ�. હવ	, ત	 જ	  પડિ�બેળ� :!1 કું�	�� છા	, ત	ન� અથે1 એ છા	  કું	 હ� � કું�ઈ પ્રોકું��ન�� માર્જિંજગો કું�+ શકું��
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છા� �.  ત	થે+,  હ� �  માજ1ન+ આવaલિત્તન� ઉપયુ�ગો કું�+ શકું��  છા� �.  ત	થે+,  અમા	 માર્જિંજગોન�� �"કું�ણન��  વણ1ન કું�+શ��  જ	  અમાન	 ગોણત�+
કું�વ�ન+ મા�જ( �+ આપ	 છા	. ત	થે+, આ અન્યુ ગોણત�+ઓ આપ	 છા	 અન	 ત	 પછા+, આપણ+ પ�	 ત્રણ ગોણત�+ઓ છા	 જ	  બે�કું+ન+
ગોણત�+ન	 યુ�ગ્યુ ગોણ�યુ છા	  અન	 માજ1  દ્વ��� ગોણત�+ પ�ત આવ	 છા	  અન	 ત	થે+ તમા	 જ	  માજ1  કું�વ� મા��ગો� છા� ત	 છા	  કું	
વ�"તવમા�� કું	!�� તત્વ� છા	 અથેવ� કું	!�� તત્વ� કું�ત�� મા�!� ��બે+ બે�જ�  પ�. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ1 ��: 11:57)

ત�, આપણ	 આ કું	વ+ �+ત	 કું�+ શકું+એ? ત	થે+, માજ1 અન	 ગોણત�+ લિદ્ધ��ત શ�� છા	? ત	થે+, યુ�દ ��ખ� કું	 એ� અન	 આ� ત�ફન�
ઉદ્ર્ભવ આ�મા�� એકું તત્વ ધ��વ	 છા	 . ત	થે+, આપણ+ પ�	 R મા�� એકું તત્વ છા	 અન	 એ�મા�� એકું તત્વ છા	 , જ	મા કું	 આ �ખ્યુ�
આ �ખ્યુ� કું�ત� ન�ન+ છા	. ત	થે+, અમા��+ પ�	 અહO કું	!��કું અન	 અહO કું	!��કું છા	, જ	મા કું	 હ� �  j થે+ ન�ન� છા	. ત	થે+, માજ1
પ્રોડિક્રયુ�મા�� શ�� થે�યુ છા	  ત	 કું�ઈકું માયુ	 છા	,  ત	થે+ અમા	 માજ1  કું�+ �હ્યાં� છા+એ,  ત	થે+ અમા	 આ બે�ન	મા��થે+ ન�ન�ન	 પ�દ કું�+એ
છા+એ અન	 ખUચે+એ છા+એ. ત	થે+, હવ	 જ� હ� � અહOથે+ એકું તત્વ ખUચ્યુ� હત�; એ!�	 કું	, આ વત1મા�ન લિનદbશકું પ� માU આ �ધ+
એકું �થે	 માજ1  કું�+ છા	. ત	થે+, મા��+ (લિચેમા�� બે	 પ�ઇન્!� છા	  ��બે	 અન	 જમાણ	, (લિચેબેદ્ધ (લિચે કું	 જ	ન� પ� માજ1  થેઈ ગોઈ
છા	. હવ	, આ ન્કિંબેદ�એ હ� � જમાણ+ બે�જ�ન+ તત્વ પ�દ કુંરું� છા� � , કું��ણ કું	 ત	 ન�ન�� છા	. ત	થે+, જ� ત	 ન�ન�� હ�યુ, ત� ત	 બેધ�� કું�ત��
ન�ન� છા	  જ	  માU જ�યુ�� ન હત��,  ત	થે+ જ,  કું��ણ કું	 ત	 પ્રોથેમા તત્વ કું�ત�� ન�ન�� છા	  કું��ણ કું	 હ� � એ� મા�� જ�ઈ �હ્યાં� છા� � .  ત	થે+,
એ�મા�� બે+જ� �  બેધ��, કું��ણ કું	 બે+જ� �  બેધ�� એ�મા�� :!1 

((માયુન��દર્ભ1 ��: 13:04)).

ત	થે+, ત	થે+, આ માગ્રા 	ગોમા	ન્! જ	  એ�મા�� �હ	 છા	  ત	 તત્વ�ન	 અન�રૂપ છા	  જ	  વત1મા�ન તત્વ કું�ત�� ન�ન� છા	  ત	ન�થે+ બેહ��
ખUચે+ �હ્યાં� છા� �.  બે+જા શબ્દ�મા�� કુંહ+એ ત�,  આ�મા�� આ તત્વ ઘણ�� અવ્યુવ"થે�ન	 ફ�ળ� આપ	 છા	  કું��ણ કું	 માજ1  પ્રોડિક્રયુ�મા��
જ્યુ��	 ત	 કું�ઢવ�મા�� આવ	 છા	 ત્યુ��	 એ�મા�� તત્વ� હ�યુ છા	 . ત	થે+, જ્યુ��	 પણ હ� � આ� મા��થે+ આઉ!પ�!મા�� એકું તત્વ ઉમા	રું� છા� � ,
ત્યુ��	 ત	 આમા�� �+ધ	�� બેધ� ઘ!કું�ન	 પ�છા� �  વ�ળવ�મા�� આવ	 છા	 . ત	થે+, માન	 પ્રોવત1મા�ન કુંદન	 L ન	 વત1મા�ન �ખ્યુ�મા�� ઉમા	�વ��
જ�ઈએ. ત	થે+, આ માજ1  થે�યુ છા	  અન	 ગોણત�+ થે�યુ છા	, જ્યુ��	 આપણ	 માજ1  કું�+ �હ્યાં� છા+એ, દ�	કું વખત	 જ્યુ��	 આપણ	
��બે	થે+ ખUચે+એ છા+એ, ત્યુ�� કું�ઈ બેદ��વ નથે+, દ�	કું વખત	 જમાણ+ ત�ફ ખUચે�યુ છા	 , આપણ	 જ�ઈ શકું+એ છા+એ કું	 ��બે	
અન	 કું	!�+ બેધ+ વ"ત�ઓ બે�કું+ છા	 અમા��� ઇનવઝા1ન ર્ભ�ગોમા�� ઉમા	�વ�ન+ જરૂ� છા	. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ1 ��: 13:50)

ત	થે+, અહO માજ1  અન	 ગોણત�+ મા�!	 માજ1  પ્રોડિક્રયુ� છા	 જ	  મા(ળર્ભ(ત માજ1  	!મા�� માજ1  પ્રોડિક્રયુ� જ	વ+ જ છા	 . ત	થે+, અમા��+ પ�	
માજ1  કું�વ� મા�!	  A અન	 B ન+ (લિચે બે	 હત+, બે�ન	ન	 :!1 કું�વ�મા�� આવ+ છા	  અન	 A પ�	 m તત્વ� છા	  અન	 B પ�	 n
એલિ�મા	ન્ટ્ છા	  અન	 આપણ	 આઉ!પ�! (લિચે + બેન�વવ�� છા	 ,  જ	મા��  m plus plus તત્વ� છા	.  ત�,  આપણ	 પ�ઇન્!� પ�
હ"ત�ક્ષ� કું�વ�થે+ પ્રો���ર્ભ કું�+એ છા+એ કું	 અમાન	 દ�	કું (લિચે પ� કું	વ+ �+ત	 જન્મા આવ	 છા	, આપણ	 ફક્ત 0 ત�+કું	 	! કું�+એ
છા+એ.  અન	 હવ	,  આપણ	 ઇનવઝા1નન+ �ખ્યુ�ન	 ટ્રૅeકું ��ખવ+ પ�શ	,  ત	થે+ આપણ	 ચે� ત�+કું	 ઓળખ�યુ છા	  જ	ન	 ગોણત�+
કુંહ	વ�મા�� આવ	 છા	. 0,  અત્યુ�� �ધ+મા�� જ�વ�યુ	�� �ખ્યુ�બે�ધ અવ��ધ�.  ત	થે+,  +મા�� જવ� મા�!	  કું�ઈકું છા	,  આપણ	 કું�ઈકું
ખ	�+એ છા+એ,  ત	થે+ ત્યુ�� બે	 ડિકું"�ઓ છા	,  એમા��થે+ ખ	�વ�ન� પ્રોથેમા કું	� છા	,  ત	થે+ મા��+ પ�	 બે+ ખ��+ છા	,  જ	  ઇ
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બે��બે� n એ મા�થે�ન� ઘ!કું છા	. એ, હ� � B ન+ મા�ન કું�ત�� ન�ન� છા	  જ	  ડિકું"�મા�� આપણ	 �મા�ન્યુ લિવચે�� કું�+એ છા+એ,

અમા	 A ન+ એથે તત્વન	 +મા�� કું	 કું	મા�� નકું� કું�+એ છા+એ અન	 પછા+, આપણ	 ફ�+થે+ એન કું	 બે�ન	ન	 વધ��+એ છા+એ. અન્યુ
ડિકું"�ઓમા�� જ્યુ��	 ખ��+ A એ ખ��+ હ�યુ છા	, હ� � ન�ન� મા(લ્યુ ત�+કું	 એમા અથેવ� બે+ જ	  મા�ન હ�યુ છા	 , આ ડિકું"�મા��
�ર્ભવતf એકું વ્યુ�ત્ક્રમા હ�ઈ શકું	 છા	. ત	થે+, આપણ+ પ�	 કું	!�+ �ખ્યુ� છા	, અમા��+ પ�	 બે��બે� ઓછા� ઓછા� છા	, અમા��+
પ�	 અ�ખ્યુ અવ્યુવહ�� છા	  ત	થે+ આ હ� � છા	,  આપણ+ પ�	 અ�ખ્યુ અવ્યુવહ�� છા	  જ	મા કું	 એ હ��મા�� તત્વ� છા	,  જ	  n
ઓછા� છા	  1.  હવ	,  ન�ડિ!� કું	 ચે�ક્કું ડિકું"�મા�� જ્યુ�� આપણ	 બે+મા��થે+ કું:લિપ કું�+ �હ્યાં� છા+એ,  કું��ણ કું	  A  ખ��+ છા	,
આપણ	 મા��+ પ�	 મા�ન છા	. ત	થે+, આ ખ�	ખ� બે+ 0 હશ	. ત	થે+, ત	ઓ એકું બેદ��વ ન હ�વ�� જ�ઈએ, જ� ત	ઓ મા�ત્ર બે+
અન	 +ન	 ��લિપ્�કું	! કું�	 છા	,  કું��ણ કું	 એ થે�કું+ ગોયુ�� છા	.  ત	થે+,  ત	  0 ન+ મા�ઇન ન+ પણ �ર્ભ�ળ �	 છા	,  ત	થે+ જ� આપણ	
ગોણત�+ન	 અપ�	! કું�+ �હ્યાં� છા+એ, ત� અમા	 ત	મા�� ઉમા	�+ �હ્યાં� નથે+ એમા ધ��+ �હ્યાં� છા+એ. ત�, આપણ	 ફક્ત એકું નલિવનયુ
માજ1  કું�+ �હ્યાં� છા+એ, જ્યુ��	 આપણ	 બે+મા��થે+ કું�ઈકું ખ	�+ �હ્યાં� છા+એ, જ્યુ��	 A હજ�  પણ ગોણત�+મા�� વધ��� કું�વ� મા�!	
ખ��+ નથે+, ત� આપણ	 આગોળ વધ+ �હ્યાં� છા+એ કું��ણ કું	 આપણ	 આ ઘ!કું�ન+ ગોણત�+ કું�વ� મા�!	 ગોણત�+મા�� છા+એ. ત	થે+,
આ લિવ�+ન+કું�ણન+ પ્રોડિક્રયુ�ન� અ�ત, અમા	 આ �ખ્યુ�ઓન+ �ખ્યુ�ન	 પ�છા� જ�યુ� છા	 જ	 આપણ	 જ�ઇ છા	 માજ1 (લિચે. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ1 ��: 15:48)

ત	થે+, હવ	, આપણ	 માજ1 :!1મા�� પ્રોડિક્રયુ�ન	 મા�લિવષ્ટ અથેવ� માજ1 કું�વ� ન+ચે	 પ્રોમા�ણ	 ગોણ�યુ છા	 . હ�મા	શન+ જ	મા, અમા	 કું	!��કું
��બે	  અન�ક્રમાલિણકું�થે+  કું	!��કું  અલિધકું��  અન�ક્રમાલિણકું�મા��  �મા�ન્યુ  �+ત	  એકું  એ�	ન	  :!1  કું�+શ��,  કું��ણ કું	  અમા	  લિવલિવધ
	ગોમા	ન્ટ્ અન	 લિવલિવધ માયુ	 :!1 કું�+શ��. ત	થે+, જ� વત1મા�ન 	ગોમા	ન્!ન	 ��બે�ઈ 1 ત�+કું	 ગો�ઠવવ�ન�� છા	, ત� ત્યુ�� કું�ઇ કું�વ�ન��
બે�કું+ નથે+, આપણ	 ફક્ત એકું નવ�� 	! કુંયુ�P છા	, :!1 કું�	� 	ગોમા	ન્! એ ફક્ત ત	 મા(લ્યુ છા	 જ	  આપણ	 જ�ઈએ છા+એ અન	 ત	મા��
કું�ઈ બેદ��વ નથે+, કું��ણ કું	 ત	 ફક્ત એકું જ છા	  મા(લ્યુ બે+જી ત�ફ, જ� ત	  1 કું�ત� મા�!� હ�યુ,  ત� આપણ	 લિમા�પ�ઇન્!ન+
ગોણત�+ કું�+એ છા+એ અન	 આપણ	 આ બે�ન	 પ�ન��વર્તિતત કું:લ્ કું�+એ છા+એ, ત	મા��થે+ દ�	કું ક્રમા	 અન�ક્રમા	 ��બે+ અન	 જમાણ+
બે�જ�ન+ ગોણત�+ આપશ	, પછા+ આપણ	 પ્રોડિક્રયુ�ન	 કું:� કું�+શ�� અથેવ� માજ1  કું�+શ�� અન	 આન+ ગોણત�+ કું�+શ�� માજ1  લિવર્ભ�ગો.

ત�, પછા+ આપણ+ કું�� �ખ્યુ�ઓન+ �ખ્યુ� ��બે+ બે�જ�ન+ ગોણત�+ છા	 અન	 માજ1થે+ �ચે+ ગોણત�+ થે�યુ છા	 અન	 નવ+ એ�	
માજ1  દ્વ��� પ�ત આવ	 છા	 . ત�, આ માજ1  :!1ન�� એકું ખ(બે જ �ળ એક્"!Uશન છા	  જ	  અમાન	 ર્ભ��માણ�ન+ લિ"!મા મા�!	
ઉપયુ�ગો+ છા	 ત	વ� ઉલ્��ઘન�ન+ ગોણત�+ કું�વ�ન+ મા�જ( �+ આપ	 છા	. 

("��ઇ�માયુન� �દર્ભ1 ��: 16:47)

ત	થે+,  અ�બેત્ત લિવશ્�	ર્ષણ,  ��ધન�ન� ��ધન� માજ1  :!1 જ	વ�� જ છા	 ,  લિવશ્�	ર્ષણ મા�ન છા	, અમા	 એન પગો���ઓ પ�
�+ધ	�� માયુ મા�!	 આ ડિ�કુંઝા1ન છા	. ત�, 1 ન�� !+ 1 છા	 અન	 n ન� T એ 2 ગોણ+ !+ n બે��બે� 2 વત્ત� n બે��બે� છા	. ત	થે+,
:!1 કું�� માજ1  કું�� કું��ણ કું	 ત	 ગોણત�+ �થે	 :!1 માજ1  કું�વ� મા�!	 ફક્ત �	ખ+યુ માયુ ત�+કું	 �	 છા	. ત	થે+, તમા	 ગોણત�+ �થે	
માજ1  કું�� ત	 ગોણત�+ લિવન� માજ1  થેવ� જ	!�+ જ માયુ �	 છા	, ત	થે+ અમા	 આન	 હ� કું�+એ છા+એ અન	 આપણન	 n ��ગો n
માળ	 છા	. હવ	, નYધ �	વ� મા�!	ન+ એકું માહત્વપ(ણ1 લિવચે�� એ છા	 કું	 જ્યુ��	 આપણ	 બ્રુ�! ફ�1ન+ ગોણત�+ કું�+ હત+, ત્યુ��	 અમા	
દ�	કું �ર્ભલિવત જ��+ન	 જ�યુ� અન	 લિનણ1યુ કુંયુM કું	 શ�� કું�ઈ વ્યુ�ત્ક્રમા નથે+,  ત	થે+ વ�"તવમા�� ત	 "પષ્ટત�પ(વ1કું જવ�બે મા	ળવવ�
મા�!	ન� ઉલ્��ઘનન+ ગોણત�+ કું�	 છા	. હવ	, અહO આપણ	 એન ��ગો n કું�+ �હ્યાં� છા+એ જ	  તમાન	 જ�ઈએ છા	 ત	 ઇનવઝા1નન+
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�ખ્યુ� કું�ત�� �ર્ભલિવત રૂપ	 ઘણું� ઓછા� �  છા	 . ત	થે+, આપણ	 વ�"તવમા�� અમા�ન �ખ્યુ�ઓન+ ગોણત�+ કું�+ �હ્યાં� છા+એ અથેવ�
અ�દ�જ આપ+એ છા+એ કું	 વ�"તવમા�� ત	 કું	વ+ �+ત	 �ખ્યુ�બે�ધ વ્યુ�ત્ક્રમા� છા	  ત	 વ�"તવમા�� જાત	 એકું ગોણવ�મા�� આવ	 છા	. કું��ણ
કું	, ત	ઓ "ક્વ	�1 ઇનવઝા1ન હ�ઈ શકું	 છા	, પ��ત� ત્યુ�� એન "ક્વ	�1 ઇન્વઝા1નન� ઉપયુ�ગો થે�યુ છા	 , અમા	 ત	ન	  n log n !�ઇમામા��
શ�ધ+ શકું+એ છા+એ. ત	થે+, અમા	 દ�	કું પગો��ન	 મા	ન્યુ�અ�+ ગોણત� નથે+, ત	ન� બેદ�	 આપણ	 ત	ન	 પ�ન��વર્તિતત ગોણત�+ દ્વ���
મા	ળવ+ �હ્યાં� છા+એ. 
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ડિ�ઝા�ઇન અન	 એન�લિ�લિ ઓફ એલ્ગો�ડિ�ધમ્ (Design and Analysis of Algorithms)
પ્રો�ફ	� મા�ધવન મા�કું��દ (Prof. Madhavan Mukund)

ચે	ન્નઈ મા	થે	મા	ડિ!કું� ઇલિન્"!ટ્યુ�! (Chennai Mathematical Institute)

મા�ડ્યુ�� - 07

�	ક્ચે� - 38

ડિ�વ�ઇ� અન	 કું�નકું��(Divide and Conquer): પો�ઇંટ્ન) *થે) નજીકુંન�� જો��ણી)

હવ	 આપોણી	 બી)જા ડિ�વ�ઇ� અન	 કું�નકું��(Divide and Conquer) ત�ફ ધ્યુ�ન આપો)એ છી)એ,  આ ભૌ*લિમાલિતકું મા"યુ�
છી	, જો	 પો�ઇન્!ન� 	! આપોવ�મા�� આવ	 છી	 ત	માન) વચ્ચે	ન) *થે) નજીકુંન� પો�ઇન્!ન) ગોણીત�) કું�વ�. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દભૌ7 ��: 00:11)

ત	થે), યુ�દ ��ખો� કું	 �	ક્ચે7ન� આ મા9હન) શરૂઆતમા�� વધ� કું�યુ7ક્ષમા અલ્ગો�ડિ�ધમ્ન) જોરૂડિ�યુ�તન	 પ્રો�ત્�લિહત કું�વ� મા�!	,
જો� તમા	 "ક્રી)ન પો� કું	!�)કું ઑબ્જો	ક્ટ્ હ�યુ અન	 તમા	 કુંદ�ચે લિવડિ�ઓ ગો	માન� દ�ખો�� �ઈ શકું� ત	ન	 કું�ઈ પોણી બિંબીદ�એ શ�ધ)
કું�ઢવ�� છી	, ત	માન) વચ્ચે	ન) *થે) નજીકુંન) વ"ત�ઓ. ત	થે), આ મા�!	 ફ�) એકું લિનષ્કુંપો! અલ્ગો�ડિ�ધમા આ n વ"ત�ઓન� દ�	કું
જો��) વચ્ચે	ન) અ�ત�ન) "પોષ્ટ �)ત	 ગોણીત�) કું�) શકું	 છી	 , જો	 ઓ�7� n "ક્વ	�7 અલ્ગો�ડિ�ધમાન� હ�વ� જો�ઈએ. ત	થે), આપોણી	 જો	
જો�વ� જોઈ �હ્યા� છી)એ ત	 છી	  કું	 આપોણી	 વ�"તવમા�� આ મા"યુ� મા�!	 ડિ�વ�ઇ� અન	 કું�નકું��(Divide and Conquer)

મા	ળવ) શકું)એ છી)એ અન	 ઓ�7� n ��ગો એન અલ્ગો�ડિ�ધમાન� ઉપોયુ�ગો કું�) શકું)એ છી)એ. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દભૌ7 ��: 00:45)

ત	થે), ઔપોચે�ડિ�કું �)ત	 આપોણી	 બી	 પોડિ�મા�ણી�મા�� પો�ઇન્! જો�ઈ �હ્યા� છી)એ, ત	થે) દ�	કું બિંબીદ� xy coordinate xp, yp દ્વ���
આપોવ�મા�� આવ	 છી	  અન	 આપોણી	 �મા�ન્યુ ઉપોયુ�લિગોત� અન	 અ�ત�ન) ગોલિતન� ઉપોયુ�ગો કું�) �હ્યા� છી)એ જો	  અ�ત� દ્વ���
આપોવ�મા�� આવ	� અ�ત� છી	 પો�યુથે�ગો�� 9ત્રન� ઉપોયુ�ગો કું�	 છી	 , જો	 છી	 કું	 પો) 1 અન	 પો) 2 ન) અ�ત� એ x 2 ઓછી� x 1

�પો9ણી7 ચે�� વત્તા� વ�યુ 2 ઓછી� વ�યુ 1 �પો9ણી7 ચે��ન�� વગો7મા9ળ છી	.  ત	થે),  તમા	 મા�ત્ર ધ��	 છી	  કું	 ત્યુ�� એકું અ�ત� 9ત્ર છી	
જો	ન� ઉપોયુ�ગો આપોણી	 જ્યુ��	  પોણી પો�ઇન્ટ્ન) જો��) વચ્ચે	 અ�ત�ન) ગોણીત�) કું�વ� મા��ગોત� હ�ઈએ ત્યુ��	 કું�) શકું)એ
છી)એ. ત	થે), અમા��� �ક્ષ્યુન	 n પો�ઇન્ટ્ પો) 1 ન� મા9હ ત	માન� વચ્ચે	ન� *થે) નજીકુંન� જો��)ન	 શ�ધવ� મા�!	 પો)ન પો� 	!
કું�વ�મા�� આવ	 છી	 અન	 ત	 એલ્ગો�ડિ�ધમાન� લિવશ્�	ષણી મા�!	 અન�કું9ળ �હ	શ	 કું	 અમા	 9ચેવવ� જોઈ �હ્યા� છી)એ કું	 આ 	!મા�� કું�ઈ
પોણી બી	 પો�ઇન્! મા�ન એક્ નથે) અથેવ� વ�યુ �કું�ન. ત	થે), આ એનએક્ કું�ઓર્ડિ�ન	ટ્ વચ્ચે	ન� દ�	કું x �કું�ન અ�ગો
છી	, આ n કું�ઓર્ડિ�ન	ટ્ વચ્ચે	ન� દ�	કું વ�યુ �કું�ન અ�ગો છી	. હવ	, એલ્ગો�ડિ�ધમા દ્વ��� લિવ"તQત કું�) શકું�યુ છી	  જો	  આપોણી	
બીત�વવ� જોઈ �હ્યા� છી)એ, ત	 ધ��ણી� �થે	 વ્યુવહ�� કું�વ� મા�!	 લિવ"તQત કું�) શકું�યુ છી	 જ્યુ�� આ ધ��ણી� �ચે) નથે), પો��ત�
ત	 પોછી) અલ્ગો�ડિ�ધમાન� માજોણી લિબીનજોરૂ�) �)ત	 જોડિ!� કું�શ	. ત	થે), ચે��� ધ��)એ કું	 આપોણી	 મા"યુ�ન� આ લિવલિશષ્ટ કું	ન	
હ� કું�) �હ્યા� છી)એ, જ્યુ�� દ�	કું બિંબીદ� એકું અ�ગો x �કું�ન પો� છી	 અન	 દ�	કું અન્યુ બિંબીદ�થે) જો� દ� જો� દ� વ�યુ �કું�નમા�� છી	.
ત	થે), જો	મા આપોણી	 જો�યુ�� છી	  કું	 બ્રુ�! ફ�7 �લ્યુ�શન દ�	કું જો��)ન	 અજોમા�વવ�, p i p j ન) �)ન) ગોણીત�) કું�વ� અન	 પોછી)
ઓછી�મા�� ઓછી� અ�ત�ન) જાણી કું�શ	. ત	થે), આ ઓ�7� n "ક્વ	�7 અલ્ગો�ડિ�ધમાન� હશ	. 
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("��ઇ�!�ઇમા ન� �દભૌ7 ��: 02:08)

ત	થે), ચે��� પોહ	�� એકું જો મા"યુ� જો�ઈએ જો� આપોણી) પો�	 મા�ત્ર એકું પોડિ�મા�ણી)યુ બિંબીદ� હ�યુ. જો� આપોણી) પો�	 એકું
પોડિ�મા�ણી)યુ બિંબીદ�ઓ હ�યુ ત� આ બીધ� બિંબીદ�ઓ �	ખો� �થે	 �હ	 છી	,  જો	ન	 આપોણી	 એક્ અક્ષ ગોણી) શકું)એ છી)એ.  ત	થે),
અમા��) પો�	 પો�ઇન્!ન� મા9હ છી	 અન	 આપોણી	 નજીકુંન� બિંબીદ�ન	 શ�ધવ� મા��ગો)એ છી)એ. ત	થે), આપોણી	 શ�� કું�) શકું)એ ત	 છી	
કું	 આપોણી	 ત	માન	 પ્રોથેમા T!7 કું�) શકું)એ, જો	થે) આપોણી) પો�	 x �કું�નન� ક્રીમામા�� વધત� પો�ઈન્! હ�યુ અન	 પોછી) ત	 જો�વ�ન��
�ળ છી	 કું	 આપોણી	 જો	  અ�ત�ન) જોરૂ� છી	 ત	 બી	 નજીકુંન� બિંબીદ�ઓ વચ્ચે	ન� અ�ત� છી	 . કું��ણી કું	, જો� હ� � કું�ઈ બિંબીદ� ત�ફ જો�ઉં
છી� �,  ત� નજીકુંન� પો�ઇન્! જો� ત	ન� પો�ન� કું�ઈ એકું બી�કું) હ�યુ અન	 ત	ન� પો�ન� એકું જો યુ�ગ્યુ હ�યુ.  ત	થે), મા��	 આ x 2

ઓછી� x 1 અ�ત�, પોછી) x 3 ઓછી� x 2 ન	 "કું	ન કું�વ�ન) જોરૂ� છી	 , ત	થે) મા��	 આ n મા�ઇન 1 અ�ત�ન	 "કું	ન કું�વ�ન)
જોરૂ� છી	  અન	  પોછી) આ બી	  બિંબીદ�ઓ વચ્ચે	ન�  *થે) ન�ન� તફ�વત ટ્રૅXકું  ��ખોવ� પો�શ	  અન	  ત	  માન	  આપોશ	  એકું�દ�	  n
પો�ઇન્ટ્ન) એકું�દ� જો��) વચ્ચે	ન� *થે) ન�ન� અ�ત�. ત	થે), અહY એલ્ગો�ડિ�ધમા એ n ��ગો n છી	, કું��ણી કું	 ત	 x �કું�નમા��
પો�ઈન્!ન	  T!7  કું�વ� મા�!	  n  ��ગો  n  વખોત �	  છી	,  ત	  પોછી) ન્યુ9નતમા શ�ધવ��  ખો�	ખો� ખો9બી જો �ળ છી	.  ત	થે),  એકું
પોડિ�મા�ણીમા�� આ મા"યુ� હ� કું�વ) ખો9બી જો �ળ છી	, પો�કું�� ત	 બી	 પોડિ�મા�ણી�મા�� હ� કું�વ�ન� છી	. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દભૌ7 ��: 03:12)

ત	થે), જો� આપોણી	 ડિ�વ�ઇ� અન	 કું�નકું��(Divide and Conquer)ન� ઉપોયુ�ગો કું�વ� જોઈ �હ્યા� છી)એ ત� ત	 બી	 પોડિ�મા�ણી�
છી	, આપોણી	 પો�ઇન્!ન	 બી	 જો9 થે�મા�� લિવભૌ�જીત કું�વ�ન) �)ત, �ગોભૌગો મા�ન કુંદ અથેવ� આશ�	 બી��બી� મા�ન કુંદન) જોરૂ�
છી	. ત	થે), એકું કું�દ�ત) �)ત એ છી	  કું	 ભૌ*લિમાલિતકું મા"યુ� ત	માન	 ત	માન� "થે�ન� પો� આધ�ડિ�ત છી	. ત�, આ મા��� પો�ઇન્ટ્ન�
એકું�દ� 	! છી	, પોછી) આ કું�દ�ત) છી	 અન	 કું�ઈ પોણી પ્રોકું��ન) �	ખો� દ��વ� અન	 કુંહ	 છી	 કું	 અ�ધ� પો�ઈન્! અહY છી	 અન	 અ�ધ�
પો�ઇન્! છી	. ત�, આપોણી	 ત	ન	 વ!Zકું� ��ઇનન� ઉપોયુ�ગો કું�)શ��, ત	થે) આપોણી	 આ મા9હન	 આન� જો	વ) અલિનલિશ્ચેત �	ખો�થે)
લિવભૌ�જીત કું�)શ��, પો��ત� ત	ન� બીદ�	 આપોણી	 ત	ન	 ઊભૌ) �	ખો� દ્વ��� પ્રોયુ� કું�)શ�� અન	 લિવભૌ�જીત કું�)શ��. ત	થે), ક્યુ��કું કું	 જો	
અ�ધ� મા�ગો\ ન હ�ઈ શકું	, કું��ણી કું	 પો�ઈન્! અમા�ન �)ત	 ફ	��યુ	�� હ�ઈ શકું	 છી	 , આપોણી	 ત	ન	 લિવભૌ�જીત કું�)શ��, જો	થે) ત્યુ��
જોમાણી) બી�જો�ન) �)!)ઓન) મા�ન �ખ્યુ� અન	 �)!)ન) જોમાણી) બી�જો�  હ�યુ.  ત	થે),  હવ	 આપોણી	 જો	  વ"ત�ન	 લિવભૌ�જીત
કું�)શ��  અન	 જીવ)શ�� ત	 આપોણી	 કું�)શ��,  આપોણી	 ��બી) બી�જો�ન� બિંબીદ�ઓ વચ્ચે	ન� ન�ન� અ�ત�ન) ગોણીત�) કું�)શ��,  અ�ગોથે)
આપોણી	 જોમાણી) બી�જો�ન� ન�ન� અ�ત�ન) બિંબીદ�ઓન) ગોણીત�) કું�)શ��. પો��ત�, ત	 અમાન	 ��બી) બી�જો�ન� બિંબીદ�ઓ અન	 જોમાણી)
બી�જો�ન� બિંબીદ�ઓ વચ્ચે	ન) અ�ત� લિવશ	 કું�ઈ પોણી જોણી�ત�� નથે) અન	 ત	 )મા�મા�� એકુંબી)જા �થે	 ખો9બી જો નજીકુંન� બિંબીદ�ઓ
હ�ઈ શકું	 છી	. ત�, અહY ચે�� પો�ઈન્! ઉમા	�) શક્યુ� હ�ત, ચે�� પો�ઇન્ટ્ ઉમા	�) શક્યુ� હ�ત અન	 હ� � આ પો�ઈન્! જો��) ઉમા	�)
શકું��  જો	  આ કું�ળ� �	ખો� ફ	��વ	 છી	,  જો	  વ�"તવમા�� એકુંબી)જા �થે	 નજીકું છી	,  પોછી) કું�ઈપોણી બી	 બિંબીદ�ઓ ��બી	 અથેવ� બી	
પો�ઈન્! જોમાણી	 છી	. ત	થે), આપોણી	 જો� દ� જો� દ� �)!)મા�� નજીકુંન� જો��)ન) ગોણીત�) કું�વ�ન) જોરૂ� છી	 અન	 આ એકું પો�કું�� છી	.

("��ઇ�માયુન� �દભૌ7 ��: 04:44)

ત	થે),  ચે��� આપોણી	 આ કું	વ) �)ત	 કું�)એ ત	ન� પો� થે��) નજીકું જો�ઈએ.  ત	થે),  અમા	 આ વ"ત�ન	 વ���વ�� કું�વ� પોહ	���
આગોળ પોગો���  બીન�વ)શ��.  પો�ઈન્! આપ્યુ� પોછી) આપોણી	  પો�ઇન્!ન) ગોણીત�) કું�)શ��,  પો�ઇન્ટ્ન� 	!  આપોણી	  બી	  �!7
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ઓ�77ન) ગોણીત�) કું�)શ��. ત	થે), આપોણી	 પોહ	�� આ મા�દ્દા�ઓન	 ��બી	થે) જોમાણી	 x �કું�ન દ્વ��� "કું	ન કું�)શ�� અન	 અમા	 આ
ક્રીમામા�� 9લિચેબીદ્ધ કું�)શ�� અન	 ત	ન	 પો) એક્ કુંહ)શ��, પોછી) આપોણી	 આન	 "કું	ન કું�)શ��, આ 9લિચે P મા��થે) ...  ત	થે), અમા	 y
coordinate પો� T!7 કું�)શ�� અન	 આ પો) વ�યુ કુંT� કું��, ત	થે) પો)થે) આપોણી	 બી	 9લિચે બીન�વ)શ��, એકું x દ્વ��� T!7 થેશ	
અન	 વ�યુ દ્વ��� T!7 કું�વ�મા�� આવશ	. પોછી), આપોણી	 ધ��)શ�� કું	 આપોણી	 આ કું�7 કુંયુ�` છી	, આપોણી	 ત	 જો કું�) શકું)એ છી)એ
જો	  આપોણી	 જાણી)એ છી)એ કું	 શરૂઆતમા�� જો n ��ગો n માયુ છી	. હવ	, આગો��� પોગો��� આ પો�ન��વર્તિતત કુંT� કું�વ�� છી	  અન	
ત	થે) જ્યુ��	 આપોણી	 પો�ન��વર્તિતત કુંT� કું�)એ છી)એ, કું��ણી કું	 આપોણી) પો�	 પો) x એ x coordinate દ્વ��� ત	ન	 T!7 કું�	
છી	, આપોણી	 જાણી)એ છી)એ કું	 જો	  �	ખો�ન	 આપોણી	 દ��વ� મા�!	 જોરૂ� છી	  ત	 ત	 છી	 જો	  પો) x ન	 બી	મા�� લિવભૌ�જીત કું�	 છી	  મા�ન
ભૌ�ગો�.  ત	થે),  આપોણી	 પો) એક્ન� માધ્યુબિંબીદ� પો� જોવ�ન) જોરૂ� છી	  અન	 પોછી)ન� બિંબીદ�થે) લિમા�પો�ઇન્!ન	 અ�ગો કું�)ન	  x
�કું�ન પો� એકું �	ખો� દ��)એ છી)એ.  ત	થે),  જ્યુ��	 આપોણી	 પો) એક્ જાણી)એ છી)એ ત્યુ��	 આ વ�ક્યુન) લિ"થેલિત લિનલિશ્ચેત
કું�વ�મા�� આવ	 છી	, જો	ન� અથે7 એ છી	 કું	 આપોણી	 બી	 બિંબીદ�ઓ વચ્ચે	 જાણી)એ છી)એ. યુ�દ ��ખો�, આપોણી	 ધ��)એ છી)એ કું	 મા�ન
એક્ કું�ઓર્ડિ�નb! પો� બી	 બિંબીદ�ઓ, મા�ન વ�યુ �કું�નમા�� કું�ઈ બી	 બિંબીદ�ઓ નથે). ત�, જો� હ� � ફક્ત માધ્યુમા મા9લ્યુ અથેવ� x ન)
માધ્યુમા�� મા9લ્યુ મા�!	 જો�ઉં છી� �, ત� ત્યુ�� એકું �	ખો� દ��	 છી	. હવ	, હ� � ધ��ણી� કુંરું� છી� �  કું	 ત	ઓ બી	 મા�ન ભૌ�ગો�મા�� ધ��ણી� કું�	 છી	 ,
કું��ણી કું	 માb પો) એક્ન) આ ક્ષમા લિમા�પો�ઇન્! કું�) છી	 . ત	થે),  મા��) પો�	 બી	 	! Q અન	 R છી	,  પો��ત� આ ડિ�કુંઝા7ન ચે���
��ખોવ� મા�!	 મા��	 એમા ધ��વ�ન) જોરૂ� છી	 કું	 ક્યુ9 x અન	 y બી�ન	મા�� T!7 થે�યુ છી	 અન	 ત	થે) આ� છી	 . ત	થે), મા��	 એ ધ��વ�ન)
જોરૂ� છી	  કું	 મા��) પો�	 એક્"ટ્રૅ	ક્! કું�વ� મા�!	ન� કું	!��કું કું�યુ7ક્ષમા �)ત છી	. આમા��ન) કું	!�)કું મા"યુ�ઓ, એક્ દ્વ��� T!7
કું�	�� પો�ઇન્!ન�� મા�ન ક્રીમા, y દ્વ��� T!7 કું�	��. ત	થે), માન	 કું�શળત�પો9વ7કું ક્યુ9 એક્ અન	 ક્યુ9 વ�યુ, આ� એક્ અન	 આ�
વ�યુ ગોણીત�) કું�વ�ન) જોરૂ� છી	. 
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ક્યુ9 એક્ અન	 ક્યુ9 વ�યુ �ળ છી	 , કું��ણી કું	 આ બીધ) વ"ત� પોહ	�� પો) એક્ હત) અન	 પોછી) આપોણી	 આ વ"ત� લિમા�પો�ઇન્!ન	
લિવભૌ�જીત કું�) હત).  ત	થે),  માધ્યુબિંબીદ�ન) ��બી) બી�જો�ન) દ�	કું વ"ત�  Q x છી	  અન	 માધ્યુબિંબીદ�ન) જોમાણી) બી�જો�એ દ�	કું વ"ત�
આ� x છી	. ત	થે), પો) એક્ન� એકું "કું	નમા�� હ� � અ�ધ) �)ત	 જાઉં છી� �  અન	 માb ક્યુ9 એક્ મા�� બીધ�� મા9કું) દ)ધ�� છી	 અન	 પોછી) અ�ધ�
મા�ગો\ હ� � બીધ�� આ� એક્ �મ્બી���મા�� મા�કું�� છી� � . હવ	, વ�યુ લિવશ	 શ��? હવ	, મા"યુ� એ છી	  કું	 હ� � આગોળ વધ) �હ્યા� છી� �  આ બી	
બિંબીદ�ઓ Q વ�યુમા�� છી	, પોછી) આ બિંબીદ� આ� વ�યુમા�� જાયુ છી	 કું��ણી કું	 પો) વ�યુમા�� એકું�દ� યુ�જોન�મા��, આ બીધ� વdલિશ્વકું "ત�	 y
�કું�ન દ્વ��� 9લિચેબીદ્ધ છી	. ત	થે), મા��	 આન	 આ� ત�ફ ખો	�વ� પો�શ	, પોછી) હ� � આન	 પો�છી� �  મા�કુંવ� મા��ગો�� છી� �  ... ત	થે), ફ�)
એકું પોછી) ફ�) �ભૌલિવત રૂ. તમા	 આન� ઉપોયુ�ગો કું	વ) �)ત	 કું�� છી�, પોછી)ન� એકું ક્યુ� છી	 અન	 બી)જો� � . ત	થે), જો	મા હ� � ઉપો� જાઉં
છી� �, કું	!��કું મા�દ્દા�ઓ ક્યુ9 વ�યુ અન	 કું	!��કું જોઈ �હ્યા� છી	. હવ	, હ� � કું	વ) �)ત	 નક્કું) કું�) શકું�� કું	 આ ઘણી) વ�� ન જાયુ, ત	થે) કું) એ
છી	  કું	 x ન�� આ લિવભૌ�જોન કુંયુ�7 પોછી), આપોણી	 આ લિવભૌ�જોન �	ખો� નfધ)એ છી)એ. ત	થે), આપોણી	 જાણી)એ છી)એ કું	 કુંયુ� x
કું�ઓર્ડિ�ન	શન Q થે) R ન	 અ�ગો કું�	 છી	. ત	થે), આપોણી	 પો) વ�યુ મા��ફત	 જોઈએ ત્યુ��	, આપોણી	 દ�	કું poi ન	 જો�ઈશ��nt અન	
જો�  x  �કું�ન આ લિમા�પો�ઇન્! કું�ત�� ઓછી� �  હ�યુ,  ત� ચે��� આ એક્ ક્યુ9 કુંહ)એ,  જો� ત	  x  ક્યુ� કું�ત�� ઓછી� �  હ�યુ,  ત�
આપોણી	 ત	ન	 ક્યુ9 વ�યુમા�� દબી�ણી કું�)એ,  જો� ત	  x એ x ક્યુ� કું�ત� મા�!� હ�યુ ત� આપોણી	 ત	ન	 આ� વ�યુ અન	 કું��ણી કું	 ત	
મા9ળભૌ9ત �)ત	 T!7 થે�યુ છી	, ત� અમા	 ક્યુ9 વ�યુ અન	 આ� વ�યુ પોણી T!7 કું�	� ક્રીમામા�� બીન�વ) �હ્યા� છી)એ. ત	થે), પો) વ�યુન�
"કું	ન તમાન	 ક્યુ9 વ�યુ અન	 આ� વ�યુ માળ	 છી	 . ત	થે), �	ખો��ડિકુંત માયુમા�� આપોણી	 આપો	� T!7 કું�	�) 9લિચે પો) એક્ અન	 પો)
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વ�યુ �ઈ શકું)એ છી)એ અન	 T!7 કું�	�) 9લિચેમા�� અ�ગો શ�કું� ક્યુ9 એક્,  ક્યુ9 વ�યુ,  ��બી) અધ7 આ�  x,  આ� વ�યુ મા�!	
જોમાણી) અધ7 મા�!	. 
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ત	થે), હવ	 જ્યુ��	 આપોણી	 નજીકુંન) જો��) પો) એક્, પો) વ�યુ �થે	 અમા��� એલ્ગો�ડિ�ધમાન	 કુંT� કું�)એ છી)એ ત્યુ��	 પો) વ�યુ
ત	 નજીકુંન� જો��)મા�� ક્યુ9 એક્, ક્યુ9 વ�યુ અન	 આ� એક્, આ� વ�યુ ��બી) અન	 જોમાણી) અધ7મા�� લિવભૌ�લિજોત કું�શ	. ત	થે),
અમા	 તમાન	 હ�મા	શ�� ધ��) �ઈએ છી)એ કું	 અમા	 આ વ���વ�� હ� કું�)શ��, ત્યુ�� અમાન	 *થે) નજીકુંન) અ�ત� માળશ	. હવ	, આપોણી	
ત	માન	 કું	વ) �)ત	 જો��વ�� ત	 લિવશ	 બિંચેત� કું�વ�ન) જોરૂ� છી	, આ બિંબીદ�ઓન) કું�ળજી કું	વ) �)ત	 ��ખોવ), જો	ન) અ�ત� અ�ત���ન	
પો	ન કું�	 છી	, જો	 બી	 ભૌ�ગોન	 અ�ગો કું�	 છી	. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દભૌ7 ��: 08:58)

ત	થે),  જો� આપોણી	 આ મા"યુ�ન	 ��બી) બી�જો�ન� બીધ� મા�દ્દા�ઓમા�� ��બી) બી�જો�એ હ� કું�)એ,  ત� હ� � અ�ત� �થે	 નજીકુંન�
જો��) ત�)કું	 નજીકુંન� જો��) ત�)કું	 ઓળખો) શકું�� છી� �. અન	 હવ	, જો� હ� � મા"યુ�ન	 હ� કું�)શ, હ� � અ�ત� �) આ� �થે	 જોમાણી	
જોમાણી) બી�જો�ન� જોમાણી� જોમાણી� ખો9ણી� ત�)કું	 ઓળખો)શ. ત	થે), હવ	 આપોણી	 આ ન�ન� અથેવ� આ બી�ન	મા�� � ધ��વ� છી�,
કું��ણી કું	 આ બીન્ન	 ન�ન� ન�ન� �ઘ�ત્તામા મા�!	 ઉમા	દવ�� છી	. અ�ત� ત	થે), હવ	 આપોણી	 પો�ઈન્! જો�ઈ �હ્યા� છી)એ જો	  �) ક્યુ�મા��
હ�ઈ શકું	 છી	 જો	  આ )મા� પો� �) ક્યુ� કું�ત�� ન�ન� છી	 . ત	થે), d ન	 d અન	 d R ન) ન્યુ9નતમા હ�વ) જો�ઈએ, ત	થે) આ બી�ન	ન)
ન�ન�� છી	, ત	થે) આ લિવલિશષ્ટ ઉદ�હ�ણીમા�� �) છી	 �) ક્યુ�. હવ	, દ�વ� છી	 કું	 જો� તમા	 આ ઝા�નમા�� જો�ઓ છી�, જો	 વત્તા� ઓછી� છી	 �)
અ�ત�થે) દ9� છી	, ત� જો� મા��) પો�	 આન) બીહ�� કું�ઈ બિંબીદ� હ�યુ અન	 જો� હ� � બી)જી ત�ફ કું�ઈ પોણી બિંબીદ� ત�ફ જો�ઉં, ત�
અહYથે) અહYન) અ�ત� કું) છી	 અન	 ત	થે) બી�ન	 બી�જો�એ થે��) અ�ત� છી	 , ત	 વધ� છી	 �) કું�ત��. ત	થે), ત	 �) ક્યુ� અન	 �) આ� ન)
ત��ન�મા�� વધ� છી	, ત	થે) ત	 એકુંદમા ન�ન� *થે) ન�ન� અ�ત� મા�!	 ઉમા	દવ�� હ�ઈ શકુંત� નથે). ત	થે), આ પ્રોકું��ન) વ"ત�ઓ
નકું�મા) છી	, કું�ઈ લિનદ\શકું કું�ઈ પોણી �)!)ન) શ�ધમા�� નથે) જો	  કું�ઈપોણી જો��) છી	 જો	ન) એકું અ�ત બિંબીદ� આ ઝા�નન) બીહ�� છી	 .
કું��ણી કું	, જો� ત	 ઝા�નન) બીહ�� હ�યુ, ત� ત	 ઓછી�મા�� ઓછી� બી) પ્� હ�ઈ શકું	 છી	 જો	  બી)જી બી�જો�થે) બી)જી બી�જો�થે) કું�ઈકું
દ9� છી	. ત	થે), ઝા�ન અન	 બી�ન	 બી�જો�ન� બિંબીદ�ઓન	 જો�વ� મા�!	 ત	 પો9�ત�� છી	. ત	થે), આપોણી	 ફક્ત લિવલિભૌન્ન બિંબીદ�ઓન	 ધ્યુ�નમા��
��ખોવ�ન) જોરૂ� છી	  જો	  આ વત્તા� ઓછી� વત્તા� અ�દ�ન) �	ખો� છી	 ,  આન) બીહ��ન) કું�ઈપોણી જો�� ��ઇનન) *થે) નજીકું
જો��) હ�ઈ શકુંત) નથે). 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દભૌ7 ��: 10:44)

ત	થે), ચે��� નજીકુંન� દ	ખો�વ કું�)એ, ત� આ મા��� પ્� ઓછી� છી	 , ચે��� આ ઓછી� છી	, આ વત્તા� �) છી	. હવ	, આપોણી	 શ��
કું�વ� જોઈ �હ્યા� છી)એ, આપોણી	 ત	ન	 2 વ�	 કુંદન� આ વગો7મા�� ભૌ�ગો કું�વ� જોઈ �હ્યા� છી)એ, ત	થે) મા��) પો�	 2 વત્તા� d થે) 2
હત). ત	થે), આ �પો9ણી7 વ"ત� �) �થે	, હ� � જોઈશ આ બીધ� પોગો���ન	 ધ્યુ�નમા�� ��. ત	થે), દ�વ� એ છી	 કું	 આવ� બીTક્ન) અ�દ�
મા��) પો�	 મા�!�ભૌ�ગો	 એકું બિંબીદ� હ�ઈ શકું	 છી	, મા��) પો�	 બી	 પો�ઇન્! હ�ઈ શકુંત� નથે). શ� મા�!	, કું��ણી કું	 બીTક્ન) અ�દ�ન�
*થે) દ9�ન� ભૌ�ગો લિત્રકું�ણીમા�� હ�યુ છી	 , ત	થે) આગોળન�� પોગો��� બીTક્મા�� હ�ઈ શકું	 છી	 , જો	 લિત્રકું�ણી ત�ફન� 2 પો�ઇન્! છી	. પો��ત�,
કુંદન� આ વગો7ન� લિત્રજ્યુ� લિદ્વ 2 ન) વગો7મા9ળ છી	, ત	થે) આ કું	!��કું બિંબીદ�ઓ 0.047 �) છી	. ત	થે), આ �) કું�ત�� ખોત ઓછી� �
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�) છી	,  પો��ત� ધ્યુ�ન ��ખો� કું	 આ ચે�� એકું જો માયુ	 યુ�ગ્યુ માયુ	,  ��બી	 અથેવ� જોમાણી	 અન	 ��બી	 અન	 જોમાણી	 બી�ન	 છી	,
આપોણી	 જાણી)એ છી)એ કું	 �ઘ�ત્તામા લિવભૌ�જોન એ છી	, ત્યુ�� ત્યુ�� વ�ક્યુન) એકું બી�જો�  પો� કું�ઈ બિંબીદ� નથે), �) કું�ત�� બી	 બિંબીદ�ઓ
નજીકું નથે), કું��ણી કું	 �) એ ન્યુ9નતમા �) ક્યુ� અન	 �) આ� છી	 ત	થે), આમા��ન� દ�	કું બીTક્મા�� આપોણી) પો�	 એકુંથે) વધ��	 બિંબીદ�
હ�ઈ શકું	 છી	  અન	 હવ	 આપોણી	 શ�ધ) �હ્યા� છી)એ કું�ઈપોણી બિંબીદ�એ. ત	થે),  આ બીTક્મા�� અહY એકું બિંબીદ� જો�ઓ, હવ	 એવ�
દ�વ� છી	 કું	 જો� માન	 અ�ત�ન) અ�દ� હ�વ�� હ�યુ ત�, હ� � ત	ન� લિવશ	 લિવચે��) શકું�� ત� તમા	 ક્યુ��થે) દ9� �હ	શ� અથેવ� દ9�ન� બીTક્મા��
જોઈ શકું� છી� ત	 બી�ક્ પો� જાઓ. ત	થે), તમા	 થે���� વધ��	 �વચે	ત થેઈ શકું� છી�, પો��ત� ત	 ચે�ક્કુંપોણી	 ત	 બી�ક્ કું�ત�� વધ�
હ�ઈ શકુંત�� નથે). ત	થે), જો� તમા��	 આ બીTક્મા��થે) જોવ�� પો�	 ત� મા9ળભૌ9ત �)ત	 જો� આપોણી	 આ અ�ત�થે) વધ� દ9� જોવ�ન�� હ�યુ
ત�,  ત	 દ9�થે) વધ� હશ	.  ત	થે),  દ�વ� એ છી	  કું	 આ અ�ત�ન) અ�દ�ન� કું�ઈ પોણી બિંબીદ� આગો�મા) 4 થે) 4 	ગોમા	ન્ટ્મા�� �હ	��
હ�વ� આવશ્યુકું છી	.  ત	થે),  આપોણી	 દ�	કું બિંબીદ�ન) મા�ત્ર 15 લિવરુંદ્ધ ત��ન� કું�વ) પો�શ	.  હવ	 અ�બીત્તા,  આપોણી	 ત	ન) ત��ન�
કું�)શ��,  ત	 એકું "કું	નથે) ન)ચે	થે) ઉપો�ન) ત�ફ જોશ	.  ત	થે),  આ ન)ચે	ન�� પો�ઈન્! હ�ઈ શકું	 છી	  જ્યુ��	 આપોણી	 ત	 અન	 ત	ન�
પોહ	�� ધ્યુ�નમા�� �ઈએ છી)એ. ત	થે), આપોણી	 ધ્યુ�નમા�� �ઈશ��, આપોણી	 આ "કું	નમા�� આ ક્રીમામા�� કું�)શ�� કું��ણી કું	 આપોણી	 ન	!મા��
જો�શ��. ત	થે), ત	થે), આપોણી	 આ બિંબીદ�ન	 આ 16 ચે�� વગો7ન) આપો�ન� પો�ઇન્ટ્ �મા	 ધ્યુ�નમા�� �	વ�ન) જોરૂ� છી	. ત	થે),
ત	 વ�"તવમા�� કું	!�� બિંબીદ�ઓ છી	 ત	ન�થે) ડિફક્ ન�બી� "વત�ત્ર છી	. 

("��ઇ�માયુન� �દભૌ7 ��: 13:09)

ત	થે), ઔપોચે�ડિ�કું �)ત	 આપોણી	 શ�� કું�)શ�� ત	 આપોણી) પો�	 છી	 અન	 આ બી�જો�  પો�	 આપોણી) પો�	 Q વ�યુ છી	 જો	  T!7 કું�	���
છી	 અન	 આ બી�જો�મા�� આપોણી) પો�	 RY છી	 જો	  T!7 કું�	� છી	, પો��ત� યુ�દ ��ખો� કું	 ત	 બી�ન	 T!7 કું�	�� છી	 . ત	થે), આપોણી	 એકું
પ્રોકું��ન�� માજો7  કું�)શ��, ત	થે) આપોણી	 ક્યુ9 વ�યુ અન	 આ� વ�યુ મા��ફત	 જોઈશ��, આપોણી	 ક્યુ9 વ�યુ અન	 આ� વ�યુ વચ્ચે	 T!7 કું�	�
વ�યુ ઓ�7�મા�� આગો���  એકું પો�દ કું�)શ��.  જો�  x  �કું�ન યુ�દ ��ખોત��  હ�યુ ત� આ x  ક્યુ9 મા9ળરૂપો	 પો�ઇન્! વત્તા� �) અન	
બી�દબી�કું) �)ન	 અ�ગો કું�	 છી	 . જો� x પો� પ્� �) અન	 x ક્યુ� બી�દબી�કું) �) વચ્ચે	ન� બિંબીદ�ન�� એક્ �કું�ન હ�યુ, ત� પોછી)
આપોણી	 9લિચે Y મા�� 9લિચે ઉમા	�શ��. ત	થે), એ વ�યુ હવ	 �	ખો� �	ખો�મા�� ક્યુ9 વ�યુ અન	 આ� વ�યુમા��થે) કું�ઢ	�� તલિળયુ	થે) ઉપો�ન�
આ પો	નન) અ�દ� પો�ઇન્!ન) T!7 કું�	�) 9લિચે હશ	. હવ	, આ 9લિચેન) અ�દ� હવ	 આ બીTક્) ઑ�7� કું�વ�મા�� આવશ	. ત	થે),
જો� હ� � ત	માન	 ફક્ત "કું	ન કુંરું� ત� માન	 ત	 માળશ	 કું	 હ� � આ બીધ� ... ત	થે), ત	ઓ �ભૌવતh 4 પો�ઈન્! હશ	 જો	  આ 4 બી�ક્મા��થે)
આવ	 છી	, 4 આ 4 બી�ક્મા��થે) અન	 બી)જો� � .  ત	થે),  હ� � આ 9લિચેમા�� આગો�મા) 15 મા�દ્દા�ઓન	 ચે�ક્કુંપોણી	 શ�ધ) શકું�� છી� �  અન	
આન) �થે	 ત��ન� કું�) શકું�� છી� �. ત	થે), આ �	ખો)યુ "કું	ન છી	. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દભૌ7 ��: 14:15)

ત	થે), બી)જા શબ્દ�મા�� કુંહ)એ ત� આપોણી) પો�	 આ ન)ચે	ન) એલ્ગો�ડિ�ધમા છી	 , ત	થે) અમા	 ધ��)એ છી)એ કું	 અમા	 કું�ઈ મા"યુ�
	! કું�) છી	. ત	થે), ત	 પો)ન	 બી	 નકું��મા�� લિવભૌ�લિજોત કું�વ�મા�� આવ્યુ� છી	 પો) એક્ અન	 પો) વ�યુ ત	ન	 x દ્વ��� T!7 કું��, ત	ન	
y દ્વ��� T!7 કું��. હવ	, જો� આપોણી) પો�	 3 થે) ઓછી� બિંબીદ�ઓ હ�યુ, ત� 3 પો�ઈન્! ઓછી�� હ�યુ, ત� આપોણી	 ફક્ત બ્રુ�!
ફ�7 દ્વ��� ત	ન	 નજીકુંન� જો��)ન) ગોણીત�) કું�)એ અન	 જોવ�બી આપો)એ. ત	થે), જોવ�બીમા�� જો��) પો�ન) અ�ત�, અ�ત� પો�ન�
બિંબીદ�ઓન� મા�વ	શ થે�યુ છી	,  જો� ત	  3  કું�ત� વધ��	 હ�યુ,  ત� પોછી) આપોણી	 આ પો�ન��વર્તિતત વ"ત� કું�)એ છી)એ.  ત	થે),
આપોણી	 પો) એક્ અન	 પો) વ�યુ થે) કુંહ્યા�� છી	  કું	 આપોણી	 ક્યુ� એક્, ક્યુ9 વ�યુ અન	 આ� એક્, આ� વ�યુ બીન�વ્યુ�� છી	 અન	 આ
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આપોણી	 કુંહ)એ છી)એ કું	 આપોણી	 �	ખો)યુ માયુ કું�) શકું)એ છી)એ. પોછી), આપોણી	 આ ઉકું	�, ક્યુ9 અન	 આ� ન) હ� મા"યુ�ન	
વ���વ�� ઉકું	�)એ છી)એ અન	 આમા��થે) બી	 અ�ત� �)એક્ અન	 �) આ� મા	ળવશ��, આપોણી	 d ન	 �) અન	 �) આ� ન) �ઘ�તમા
ગોણી)શ��. ત	થે), આન� ઉપોયુ�ગો કું�)ન	 આપોણી	 આ ઝા�નન	 ત	 ઝા�નન) અ�દ�ન� બીધ� બિંબીદ�ઓન) 9લિચે 	! કું�� અન	 પોછી) ત	
9લિચેન	 "કું	ન કું�શ	 જો	  ઝા�નમા�� છી	 જો	 પો�ઇન્! છી	, જો	 નજીકુંન� અ�ત�	 એ. એ છી	. હવ	, જો� �) એ ક્યુ� કું�ત�� વધ� હ�યુ ત�
�ઘ�તમા �) ક્યુ� અન	 �) આ�, ત� પોછી) કું�ઈપોણી યુ�ગોદ�ન આપોત�� નથે), પો��ત� જો� ત	 ઓછી� � હ�યુ ત� �ચે� જોવ�બી ત�)કું	 આપો	
છી	. ત	થે), આપોણી	 કું�� ત� ક્યુ� ક્યુ9ન	 ��બી) બી�જો�થે) ઉત્પોન્ન કું�	� ઉત્પો�દન અથેવ� જોમાણી) બી�જો�ન� ઉત્તા��ધ7 ઉત્પો�દન અથેવ�
ઝા�ન વચ્ચે	ન� અમા��� દ્વ��� ઉત્પોન્ન કું�	� જોવ�બીન	 આધ��	 પો�છી� ફ�વ�� પો�શ	. ત�, આ મા9ળભૌ9ત એલ્ગો�ડિ�ધમા છી	 જો	  તમા��	
થે���� વધ� કું�મા કું�વ�� પો�શ	 વ�"તવમા�� ત	 યુ�ગ્યુ �)ત	 કું�� કું��, પો��ત� આ એલ્ગો�ડિ�ધમાન� એકું�દ� મા�ળખો�� આપો	 છી	. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દભૌ7 ��: 15:43)

ત	થે), આપોણી) પો�	 લિબીન ડિ�કુંર્તિવ ભૌ�ગો છી	  જો	  પ્રોથેમા પો) અન	 પો) વ�યુન) પ્રો���લિભૌકું T!7ન) ગોણીન� કું�	 છી	 , આ એન ��ગો
એન !�ઇમા ફ�7 પો� ઓ�7� �	 છી	. કું��ણી કું	, !	ક્"! n ��ગો n માયુ T!7 કું�)ન	 પોછી) આ પો�ન��વર્તિતત વ"ત�ન	 	! કુંયુ�7 પોછી)
માગ્ર ડિ�કુંર્તિવ મા"યુ� n પો�ઈન્!ન	 n દ્વ��� 2 ન� બી	 ભૌ�ગોમા�� લિવભૌ�લિજોત કું�	 છી	. ત	થે), આપોણી) પો�	 પોડિ�લિચેત વ"ત� છી	
જો	  T ન) n એ 2 times T ન� n દ્વ��� 2 છી	. અન	 પોછી) કું��ણી કું	 તમા�મા માયુ 	ટિં!ગો અન	 આ બીધ� �યુ�જોન માયુ
�	ખો)યુ છી	, અમા��) પો�	 માજો7  T!7 મા�!	 બી��બી� પો�ન��વત7ન છી	. ત	થે), ત	થે), પો�ન��વર્તિતત ભૌ�ગો પોણી ઓ�7� n ��ગો n ત�)કું	
આપો	 છી	, ત	થે) આપોણી) પો�	 પ્રો���લિભૌકું Tર્ટિં!ગો તબીક્કું� છી	  જો	  n ��ગો n છી	, આપોણી) પો�	 એકું પો�ન��વQત્તા ભૌ�ગો છી	  જો	  n
��ગો n છી	 અન	 ત	થે), આ અલ્ગો�ડિ�ધમા એ n ��ગો n છી	. 
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ડિ�ઝા�ઇન અન	 એન�લિ�લિ ઓફ એલ્ગો�ડિ�ધમ્ (Design and Analysis of Algorithms)
પ્રો�ફ	� મા�ધવન મા�કું��દ (Prof. Madhavan Mukund)

ચે	ન્નઈ મા	થે	મા	ડિ!કું� ઇલિન્"!ટ્યુ�! (Chennai Mathematical Institute)

મા�ડ્યુ�� - 01

�	ક્ચે� - 39

ચે' ટ્રી)(Search Trees)

હવ	 આપણે	 ચે' ટ્રી)(Search Trees)  ન�માન) અન્યુ મા�લિહતી) મા�ળખું�� પ� ધ્યુ�ન આપ)એ છી)એ. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ' ��: 00:05)

તી	થે), શો�ધ વ5ક્ષો�ન	 પ્રો�ત્�લિહતી કું�વ� દ� આપણે	 ન)ચે	ન� ઉદ�હ�ણેન	 ધ્યુ�નમા�� �ઈએ. તી	થે), ધ��� કું	 તીમા	 એ� ટ્રી�ડિફકું કું�ટ્રી���
છી� અન	 તીમા	 એકું �ન �"તી�ન) ઍક્	ન	 લિનયુ�લિ:તી કું�� છી�, ફ્��ઇટ્ન	 જમા)ન અન	 !	કુંઓફ કું�વ�ન) જરૂ� છી	 . તી	થે), એ�
ટ્રી�ડિફકું કું�ટ્રી�� !�વ� અપ	લિક્ષોતી આગોમાન અન	 પ્રો"થે�ન માયુ લિવશો	 એ� ક્રા�ફ્!થે) લિવન�તી) પ્રો�પ્તી કું�	 છી	 અન	 આ લિવન�તી) �	ન્�મા
માયુ	 આવ	 છી	. તી	થે), એવ�� નથે) કું	 તી	ઓ વ�"તીલિવકું ઘ!ન�ન� માયુ મા�!	 આવ	 છી	 . તી	થે), અમાન	 પહ	�)વ�� 16:23 વ�ગ્યુ	
ચે	ન્ન�ઈમા�� ઉતી��ણે મા�!	 લિવન�તી) માળ) શોકું	 છી	  અન	 પછી)થે) અમાન	  16:12  વ�ગ્યુ	 !	કુંઓફ મા�!	 લિવન�તી) માળ) શોકું	 છી	  જ	
વ�"તીવમા�� અગો�ઉન) છી	.  અન	 પછી),  અમાન	 16:55 વ�ગ્યુ	 આગોમાનન) બી)જી મા�લિહતી) માળ) શોકું	 છી	 ,  પછી) 16:18 વ�ગ્યુ	
અન્યુ આગોમાનન) મા�લિહતી) અન	 લિનયુ�:ણે !�વ� �થે	ન) વ્યુEહ�ચેન�ન�� પ��ન કું�વ�ન�� મા�નવ�મા�� આવ	 છી	 ,  જ	ન� પ્રો���લિર્ભકું
ઉપયુ�ગો માયુ �થે	 ફ્��ઇ!ન	 પ્રો�થેલિમાકુંતી� આપવ�ન� છી	. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ' ��: 00:59)

તી	થે), આ અગ્રતી� કુંતી�� છી	, દ�	કું લિવન�તી) કુંતી��મા�� જાયુ છી	, પ��તી� તી	ન) આવશ્યુકુંતી�ન� આધ��	 તી	ન) પ્રો�ધ�ન્યુતી� હ�યુ છી	 . તી	થે),
અમા	 એકું લિમાલિન! લિહપ �જEઆતી આપ) શોકું)એ છી)એ અન	 જ� તીમા	 6 લિવન�તી)ન	 ક્રામામા�� ગો�ઠવ� છી� કું	 તી	 આવ	 છી	 , તી� અમા	
તી	ન	 �ઘ� લિહપમા�� શો�મા	� કું�)એ છી)એ, પછી) અમા	 જમાણે) બી�જ�એ જ�યુ	�) લિમાન) લિહપ મા	ળવ)શો��. અન	 તી	થે) આમા��, કું��ણે કું	
16:12 આ 6 ન) વચ્ચે	ન) Kથે) પહ	�) ઘ!ન� બીનશો	, તી	 આપમા	ળ	 રૂ! પ� જશો	 અન	 તી	 આપણે� મા�!	 ઉપ�બ્ધ થેશો	, પછી)
પ્રોડિક્રાયુ� મા�!	 આગોળ વધશો	 અન	 પછી) તી	 ઘ!ન�થે) 2 લિમાલિન! પહ	��. થેઈ શોકું	 છી	, અમા	 ઉ��નન	 મા�જE �) આપતી� ફ્��ઇ!ન	
લિગ્ન� મા�કું�)એ છી)એ. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ' ��: 01:42)

તી�,  મા�ન) �� કું	 અમા��) પ�	 આ વધ���ન) જરૂડિ�યુ�તી છી	,  ન ફક્તી પ્રો���લિર્ભકું ઇવ	ન્!ન	 પ્રો�થેલિમાકુંતી� આપવ�ન��  છી	,  પણે
આપણે	 કું	!��કું ન�ન� લિવમા�ન�ન	 !�ળવ� મા��ગો)એ છી)એ �ન મા�ગો' પ�  collusions  કું�ઈપણે શોક્યુતી�.  તી	થે),  અમા	 એમા
કુંહ)એ છી)એ કું	  �ન કું�વ� મા�!	ન�  2  લિવમા�ન�ન� ઉપયુ�ગો ઓછી�મા��  ઓછી�  3  લિમાલિન!ન� હ�વ� આવશ્યુકું છી	.  હવ	,  આ
ઉદ�હ�ણેમા�� આપણે	 જ�ઈ શોકું)એ છી)એ કું	 16:53 અન	 16:55 વ�ગ્યુ	 2 ઇવ	ન્ટ્ દ્વ��� લિનયુમાન�� ઉલ્��ઘન થે�યુ છી	. તી	થે),
શો�� થે�યુ છી	  તી	 છી	  કું	 આપણે	 16:55 પછી) લિવન�તી) કું�) કું	 અમા	 16:55 પછી) લિવન�તી) "વ)કું��)એ અથેવ� લિવન�તી) "વ)કું��)એ.
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આ બિંબીદ�એ, આપણે	 તીપ� કું�)શો�� કું	 તી	 હ��ન) બીધ) નજીવ) લિવન�તી) કું�તી� ઓછી�મા�� ઓછી� 3 લિમાલિન! છી	, જ� નહ) તી� અમા	
પ�ઈ�!ન	 �દ	શો મા�કું�વ� જ�ઈએ 16:55 કુંહ	વ�� શોક્યુ નથે),  તીમા��	 તીમા��� !	કુંઓફન	 ખું	�વ� અથેવ� ઉતી��ણે 16 �ધ)
કું�વ�� જ�ઈએ : 56 અથેવ� પછી)થે). હવ	, કુંમાન)બી	 લિહપ �	!� "ટ્રીક્ચે�મા�� આ કું�વ� મા�!	ન� કું�ઈ �ળ �"તી� નથે). તી	થે),
જયુ��	 16:55 લિહપમા�� ઉમા	�વ�મા�� આવ	 છી	, ત્યુ��	 તી	ન	 હ)પમા��ન� બીધ� ઘ!કું� �મા	 "કું	ન કું�વ�� પ�શો	 કું	 જ	થે) તી	 3 લિમાલિન!ન)
અ�દ� અથેવ� તી	મા��થે) કું�ઈ પણે અ�દ� હ�યુ.  તી	થે),  આ �	ખું)યુ "કું	ન હશો	,  તી	થે) અન્યુ તીમા�મા ઑપ�	શોન ��ગોડિ�ધલિમાકું મા�!	
લિહપ પ� શો�મા	� કું�� અન	 કું�ઢી) ન�ખું�. પ��તી�, જ� તીમા	 આ અવ��ધ ��દવ� મા��ગોતી� હ�વ કું	 જ	  એકુંબી)જાન� 3 લિમાલિન!ન)
અ�દ� લિહપમા�� તીત્વ� તી�ફ જાયુ, તી� અમા	 દ�	કું દ�ખું� કું�વ� મા�!	 વધ���ન) �	ખું)યુ માયુન� ખુંચે' ઉમા	�)શો�� અન	 આ પછી) આ
પ્રોકું��ન� �	!� મા�!	 એકું ઢીગો�� અલિવશ્વન)યુ બીનશો	. . 

("��ઇ�માયુન� �દર્ભ' ��: 03:10)

તી	થે),  આ પ્રોકું��ન) જરૂડિ�યુ�તીન) ગોણેતી�) કું�વ�ન) એકું �)તી એ પ���ગો�મા) અન	 અન�ગો�મા)ન) તીપ� કું�વ�ન� છી	 .  બી)જા
શોબ્દ�મા�� કુંહ)એ તી�, માEલ્યુ માEહન) Eલિચે આપ	� કું�ઈપણે માEલ્યુ મા�!	 આપણે	 નજીકુંન� ન�ન� માEલ્યુન� �દર્ભ'મા�� અગો�ઉન)
ગોણેતી�) કું�) શોકું)એ છી)એ અન	 પછી)ન� અન�ગો�મા) નજીકુંન� મા�!� માEલ્યુન) શો�� છી	. તી	થે), જ� તીમા	 ઉદ�હ�ણે તી�)કું	 16:18

જ�ઓ, તી� પછી)ન�� ન�ન�� માEલ્યુ અહR છી	, તી	થે) આ પ���ગો�મા) 16:12 છી	 અન	 પછી)ન�� મા�!�� માEલ્યુ અહR છી	, તી	થે) આ અન�ગો�મા)
છી	.  હવ	,  એવ�� ��ગો	 છી	  કું	 પEવ'ગો�મા) અન	 અન�ગો�મા) વચ્ચે	ન) વ5ક્ષોન) �ચેન�ન� �દર્ભ'મા�� લિહપમા�� કું	!��કું ��� �બી�ધ� છી	 .
પ��તી�, જ� તીમા	 ઉદ�હ�ણે મા�!	 અ�ગો માEલ્યુ જ�ઓ છી�, 16:53 તી� આપણે	 જ�શો�� કું	 પ���ગો�મા) વ5ક્ષોન) જ� દ) જ� દ) શો�ખું�મા��
�હ	 છી	  અન	 અન�ગો�મા) તી	 જ શો�ખું�મા�� �હ	 છી	 .  તી	થે),  લિહપ અન	 પEવ'ગો�મા)ન� વ5ક્ષોન) મા�ળખું� અન	 ઉત્ત��લિધકું��) �બી�ધ
વચ્ચે	ન) કું�ઈ )ધ) �બી�ધ નથે), જ	ન) અમાન	 જરૂ� છી	. જ� કું	, જ� આપણે	 પ���ગો�મા) અન	 ઉત્ત��લિધકું��)ન) ગોણેતી�) કું�)
શોકું)એ,  તી� ધ્યુ�ન આપવ�ન) માહત્વપEણે' બી�બીતી,  પછી) આપણે	 આ મા"યુ�ન	 હ� કું�) શોકું)એ છી)એ.  કું��ણે કું	,  એકું વ��
આપણે	 અન�ગો�મા) અથેવ� પ���ગો�મા) જ�વ�� જ�ઈએ અન	 અમાન	 કું�ઈકું એવ�� ��ગો	 છી	 જ	  3 લિમાલિન!ન) અ�દ� છી	, તી� અમા	 તી	ન	
ઠ)કું કું�) શોકું)એ છી)એ, ચે	તીવણે)ન	 ર્ભE� કું�) શોકું)એ છી)એ અન	 તી	 એ�ક્રા�ફ્!ન	 �કું	તી આપ) શોકું)એ છી)એ કું	 લિવન�તી) બી�ધ થેઈ
નથે). 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ' ��: 04:30)

તી	થે),  જ� તીમા	  આ મા�લિહતી)ન	  જાળવ) ��ખુંવ� મા��ગોતી� હ�,  તી� આપણે	  અત્યુ�� �ધ)  જ�યુ	�) લિવલિવધ �	!�  "ટ્રીક્ચે��ન	
અજમા�વ) જ�ઓ અન	 જ�ઓ.  તી�,  આપણે) પ�	 અચે�ક્કું એ�	,  T!' કું�	� એ�	 અન	 લિમાન હ)પ્ છી	,  હવ	 આ ચે�ક્કું
મા�ળખું��મા�� આપણે	 )ધ) કું�ઢી) ન�ખું� લિમાન) અથેવ� �)�)! મા	ક્ પ� નજ� ��ખુંતી� નથે). પ��તી�, બી	 જ� દ� જ� દ� ઓપ�	શોન્
જ	 ઓછી�મા�� ઓછી� અન	 માહત્તમા અન	 એકું જ	 તીકું'ન	 તીદ્દન અ�ગો �)તી	 કું�ઢી) ન�ખું	 છી	 તી	ન) તીપ� કું�	 છી	 . તી	થે), લિમાલિન અન	
મા	ક્ �ધ) જ	!�� માહત્તમા અન	 માહત્તમા જવ� મા�!	,  તી	 "પષ્ટ છી	  કું	 શ્રે	ષ્ઠ �	!� મા�ળખું�� એ�	ન	 T!' કું�	��� છી	,  કું��ણે કું	 આ
માEલ્યુ� એ�	ન� અત્યુ�તી અ�તી� પ� છી	. Kથે) ખું��બી ખું��બી ક્રામા��ડિકુંતી એ�	 છી	, કું��ણે કું	 તી	 ગોમા	 ત્યુ�� હશો	 અન	 બી�ન	 �	ખું)યુ માયુ
તી�ફ જ�શો	 અન	 પછી) અમા��) પ�	 �ઘ� ઢીગો�� અથેવ� માહત્તમા ઢીગો�� છી	 તી	ન� પ� આધ�� ��ખું)ન	, તી	મા��થે) એકું ��� છી	
અન	 બી)જ� ખું��બી છી	. તી	થે), એકું લિમાલિન! લિહપમા�� આપણે	 �ઘ�તીમા રુ! �થે	 શો�ધ) શોકું)એ છી)એ, માહત્તમા ગોમા	 ત્યુ�� હ�ઈ શોકું	
છી	  અન	  તી	  જ �)તી	  માહત્તમા લિહપમા��,  માહત્તમા રૂ! પ� હશો	,  �ઘ�ત્તમા ગોમા	  ત્યુ��  હ�ઈ શોકું	  છી	 .  તી	થે),  જ� તીમા	  આગોળન�
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ઓપ�	શોન� 	! જ�ઓ છી�,  તી� આ શો�મા	� છી	  અન	 કું�ઢી) ન�ખું�,  હવ	 અહR તી	 તી��ણે આપ	 છી	  કું	 કું�ઈ અનT!' કું�	� એ�	
શો�મા	� કું�વ� મા�!	 �રુ� છી	, કું��ણે કું	, આપણે	 તી	ન	 અ�તીમા�� ડિ!કું કું�) શોકું)એ છી)એ. કું�ઢી) ન�ખુંવ� મા�!	, આપણે	 એ�	થે) પ��
થેવ�� પ�શો	 અન	 માEલ્યુન	 જ�ઈએ છી)એ અન	 તી	ન	 દE� કું�વ�� પ�શો	, તી	થે) તી	 �)લિનયુ� માયુ �	શો	. T!' કું�	�� એ�	મા�� બી�ન	 ધ)મા��
�હ	શો	, કું��ણે કું	 આપણે	 ક્યુ�� તી� યુ�ગ્યુ "થે�ન	 શો�મા	� કું�વ�� પ�શો	, જ	મા કું	 શો�મા	� T!'મા�� અથેવ� જ્યુ��	 અમા	 કું�ઢી) ન�ખું)એ
છી)એ ત્યુ��	 અમાન	 એ�	ન	 �કું�ચેવ�� પ�શો	 જ	  �	ખું)યુ માયુ �	શો	. હવ	, આપણે	 જાણે)એ છી)એ કું	 એકું લિમાલિન! લિહપમા�� શો�મા	�
�ઘ�ગોણેકું છી	, કું�ઢી) ન�ખું� પણે �ઘ�ગોણેકું છી	 જ� કું	 તી	 લિમાલિન!	 કું�ઢી) ન��ખું	 છી	 . તી	થે), આન	 બી	 પગો��� ર્ભ��ગો) શોકું�યુ છી	 , તી	થે)
વતી'મા�ન ન્યુEનત્તમા એકું�દ� મા�ઇન 1 પ� અપ�	! કું�� અન	 પછી) કું�ઢી) ન�ખું�.  તી	થે),  તીમા	 વતી'મા�ન કિંકુંમાતીન	 કું�ઢી) શોકું� છી�
જ	ન	 તીમા	 કું�ઢી) ન�ખુંવ� મા��ગો� છી�, તી	ન	 ફ�)થે) 	! કું�� માEલ્યુ છી	, તી	થે) તી	 ન્યુEનતીમા બીન	 છી	, તી	 ડિકું"�મા�� જ્યુ��	 તીમા	 ન�ન�
માEલ્યુ પ� અપ�	! કું�� ત્યુ��	 જ�યુ��, તી	 રૂ! �ધ) ફ	��શો	. અન	 પછી), જ� તીમા	 લિમાલિન!ન	 કું�ઢી) ન�ખું� તી� તી	 માEલ્યુ અદૃશ્યુ થેઈ
જાયુ છી	  અન	 તી	થે) અમા	 ��ગો n ન� બી	 પગો��ઓમા�� અ�કું��કું �)તી	 અ� કું�)શો��,  તી	થે) આપણે	 તી	ન	 કું�ઢી) ન�ખું)શો��,  તી	થે)
એકું�દ�	 તી	 ��ગો n છી	. અન	 હવ	 આપણે	 T!' કું�	�) Eલિચેમા�� પ���ગો�મા) અન	 ઉત્ત��લિધકું��)ન	 કુંહ્યું�� છી	  કું	 તી	ઓ ગો�ઠવણે કું�	 છી	 ,
તી	થે) આ બી�ન	 તીતી કું�માગો)�) છી	 . બી)જી બી�જ� , કું�ઈ ન�મા વગો�ન) Eલિચેમા�� આપણે	 �પEણે' એ�	ન	 જ�વ�� જ�ઈએ અન	 અમા	
એકું લિહપમા�� પણે કુંહ્યું�� હતી�� કું	, આપણે	 "કું	ન કું�વ�� પ�શો	. કું��ણે કું	, કું�ઈ ચે�ક્કું ઓ�'� નથે) કું	 જ	મા�� લિહપબી�ધ તીત્વ�ન	 લિહપમા��
�ગ્રલિહતી કું�વ�મા�� આવ	. 

("��ઇ�માયુન� �દર્ભ' ��: 06:59)

તી	થે),  આપણે	 આજ	  અન	 બી�યુન�) શો�ધ વ5ક્ષો� અન	 લિદ્વ�ગો) શો�ધ વ5ક્ષોમા�� જ�વ�ન�� ચે��� ��ખું)એ છી)એ,  આપણે	 દ�)�
કું�વ� જઈ �હ્યું� છી)એ કું	 આ તીમા�મા કું�માગો)�) વ�"તીવમા�� �ઘ�ગોણેકું છી	, જ� કું	 આપણે	 લિદ્વ�ગો) શો�ધ વ5ક્ષોન	 જાળવ) ��ખું)એ
��) �ચેન� �થે	. અન	 આપણે	 શો�ધ ન�માન� ઑપ�	શોનન	 પણે જ�શો��, જ	 માEલ્યુ મા�!	 શો�ધ	 છી	 અન	 આ પણે �ઘ�ગોણેકું હશો	.
તી	થે), અમા	 બી�યુન�) શો�ધ વ5ક્ષોમા�� આ બીધ� 7 ઑપ�	શો�ન	 ઑલિપ્!મા�ઇઝા કું�) શોકુંશો�. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ' ��: 07:27)

તી	થે), લિદ્વ�ગો) વ5ક્ષો ફક્તી એકું વ5ક્ષો છી	 જ	  રુ! �થે	 છી	 જ	મા�� દ�	કું ન��મા�� 1, 2 અથેવ� 3 બી�ળકું� હ�યુ છી	, ઢીગો�� એકું ખુંEબી
જ ખું� પ્રોકું��ન� લિદ્વ�ગો) વ5ક્ષો છી	, જ	ન	 આપણે	 ઉપ� ર્ભ�� જમાણે	 ��બી	થે) જમાણે	, પ��તી� �મા�ન્યુ �)તી	 લિદ્વ�ગો) વ5ક્ષોન)
કું�ઈ માયુ�'દ� હ�તી) નથે). તી	થે), આપણે) પ�	 દ�	કું ન�� પ� માEલ્યુ� છી	 અન	 અમા	 મા�ન)શો�� કું	 ફક્તી પ	�	ન્! પ�	થે) જતી� બી�ળકું
પ�	 જવ�ન� મા�ગો' નથે), પણે બી�ળકું પ�	 પ	�	ન્!  પ�	 જવ�ન� પણે અમા��� મા�ગો' છી	 . તી	થે), દ�	કું ન�� જ	  આપણે	 ધ��ણે
કું�વ� જઈ �હ્યું� છી)એ તી	ન� મા�!	 એકું બિં�કું હશો	 પ	�	ન્!, ��બી�� બી�ળકું અન	 યુ�ગ્યુ બી�ળકું, આ બિં�ક્ કુંદ�ચે ગો�મા થેઈ શોકું	 છી	,
પ��તી� જ� તી	 ત્યુ�� છી	 તી� તી	 :ણે	યુ છી	. તી	થે), આપણે	 વ5ક્ષોન	 ન)ચે	 અથેવ� ન)ચે	 ન)ચે	 બી	 ન��� તી�ફ લિનદ̂શો કું�) શોકું)શો��. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ' ��: 08:10)

તી	થે),  ફક્તી પડિ�ર્ભ�ષા�ન� �દર્ભ'મા�� રુ! Kથે) વધ� ન�� છી	 , તી	ન�મા�� કું�ઈ લિપતી5 નથે),  પણે' એ કું�ઈ ન�� છી	  જ	  કું�ઈ બી�ળકું�
નથે) અન	 કું�ઈ પણે બિંબીદ�એ, જ� તીમા	 ન�� જ�ઓ , તી� તી	 તી	ન� પ	�	ન્! છી	 અન	 તી	 બી�ળકુંન	 છી��) દ	 છી	 અન	 તી	 યુ�ગ્યુ બી�ળકું
છી	. 
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("��ઇ�માયુન� �દર્ભ' ��: 08:28)

તી	થે), હવ	 આપણે	 લિદ્વ�ગો) વ5ક્ષો �ઈએ છી)એ અન	 આપણે	 માEલ્યુ�ન) અવ��ધ ��વ)એ છી)એ. તી	થે), એકું લિહપમા�� યુ�દ ��ખું�
કું	 આપણે	 Kપ્રોથેમા મા�ળખું�ગોતી લિ"થેલિતી મા�જબી એકું વ5ક્ષો પ� ઉપ�થે) ન)ચે	 ��બી	થે) જમાણે	 ર્ભ�) દ)ધ�� છી	 અન	 પછી) અમા	 કુંહ્યું��
કું	, ત્યુ�� એકું ઢીગો�� લિમા�કુંતી છી	 જ	  માહત્તમા ઢીગો�� અથેવ� �ઘ� ઢીગો�� કુંહ	 છી	 , ક્યુ�� તી� ન�� તી	ન� કું�તી�� મા�!� છી	 તી	 2 બી�ળકું�
છી	 અથેવ� તી	 2 બી�ળકું� કું�તી� ન�ન) છી	. તી	થે), તી	માન) પ�	 મા�ળખું� પ� લિમા�કુંતી છી	 અન	 તી	 માEલ્યુ પ�ન) �પલિત્ત હતી), તી	થે)
તી	ઓ એકુંબી)જા પ્રોત્યુ	 આદ� �થે	 કું	વ) �)તી	 ગો�ઠવ�યુ છી	 . તી	થે), લિદ્વ�ગો) શો�ધ વ5ક્ષોમા��, લિદ્વ�ગો) વ5ક્ષોન) માન"વ) �ચેન� હ�ઈ
શોકું	 છી	 કું	 માEલ્યુ� ચે�ક્કું �)તી	 ગો�ઠવવ�મા�� આવ	 છી	 . તી	થે), દ�	કું ન�� મા�!	 માEલ્યુ વ) �થે	, v ન� બીધ� ન�ડ્, v કું�તી�� ન�ન�,
��બી) ઉપ ટ્રી)મા�� છી	 અન	 વ) કું�તી�� મા�!� બીધ� માEલ્યુ� અલિધકું ઉપ ટ્રી)મા�� છી	 . અન	 આપણે	 �મા�ન્યુ �)તી	 આપણે	 ધ��)શો�� કું	 કું�ઈ
��લિપ્�કું	! માEલ્યુ� નથે). 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ' ��: 09:20)

તી	થે), ઉદ�હ�ણે તી�)કું	, જ� તીમા	 રુ! ન�� 5 જ�ઓ છી�, તી� 5 ન� ��બી� ઉપ ટ્રી)મા�� 1 થે) 4 માEલ્યુ� શો�મા	� છી	  જ	  આ વ5ક્ષોન�
બીધ� ગો��ઠ� 5 કું�તી�� ન�ન� છી	. 

(�દર્ભ'આપ� "��ઇ� !�ઇમા: 09:26)

અન	 જમાણે� પ	!� વ5ક્ષોમા�� 8 અન	 9 શો�મા	� છી	, હવ	 આ તી	 લિમા�કુંતી છી	 જ	  માગ્ર વ5ક્ષોમા�� વ���વ�� �તી�ષા�યુ છી	. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ' ��: 09:33)

તી	થે), જ� તીમા	 ન�� 2 ન	 ઉદ�હ�ણે તી�)કું	 જ�ઓ છી�, તી� તી	 બી�ળકું છી��) દ)ધ�� છી	, બી�કું) પ	!� વ5ક્ષો� ફક્તી એકું જ ન�� 1 છી	 જ	
2 ન) રુ!વ�ળ� વ5ક્ષો કું�તી�� ન�ન� છી	 અન	 તી	 યુ�ગ્યુ છી	 વ5ક્ષો� માEલ્યુ 4 જ	 યુ�ગ્યુ છી	 તી	 2 કું�તી�� મા�!) છી	, આ ઉપ ટ્રી) કું�તી�� 2 ન)
મા�:� એકુંમા�: છી	. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ' ��: 09:49)

એ જ �)તી	, જ� તીમા	 8 મા�� 8 ન) �બી� વ5ક્ષોમા�� 8 કું�તી� વધ� મા�: એકું જ માEલ્યુ જ�ઓ તી� તી	ન�� માEલ્યુ 9 છી	 અન	 તી	 પછી)થે)
આપણે	 જમાણે) ઉપ ટ્રી)મા�� જઈએ છી)એ અન	 આપણે) પ�	 ��બી) ઉપ ટ્રી) ખું��).  તી	થે),  આપણે	 આ પ્રોકું��ન� અ�તી�ન	
લિહપમા�� લિવપ�)તી કું�) શોકું)એ છી)એ, આપણે) પ�	 એકું તીફ�વતી હ�ઈ શોકું	 છી	, પ��તી� આપણે) પ�	 મા�ન મા�ન લિમા�કુંતી છી	
જ	  પ	!� વ5ક્ષોમા��ન� કું�ઈપણે ન�� પ� છી	,  ન�� કું�તી� ન�ન� બીધ� માEલ્યુ ��બી) બી�જ�  છી	,  અન	 બીધ) કિંકુંમાતી� વધ� મા�!) છી	.
જમાણે) બી�જ�એ. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ' ��: 10:13)
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તી	થે), �મા�ન્યુ �)તી	 આપણે	 તી	ન	 એકું બિં�કું મા�ળખું�� તી�)કું	 અમા�મા�� માEકું)શો��, જ્યુ�� આપણે) પ�	 દ�	કું ન�� માEલ્યુ કું�તી�� અન્યુ 3
ક્ષો	:� �થે	 હશો	. તી	થે), અમા	 પ	�	ન્! તી�ફ ધ્યુ�ન દ�યુ�` છી	, ��બી) તી�ફ લિનદ̂શો કું�	�� અન	 યુ�ગ્યુ બી�ળકું તી�ફ ધ્યુ�ન દ�યુ�` છી	. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ' ��: 10:31)

તી	થે), પ્રોથેમા વ"તી� જ	  આપણે	 લિદ્વ�ગો) શો�ધ વ5ક્ષો �થે	 કું�) શોકું)એ તી	 છી	 તી	 Eલિચેબીદ્ધ ક્રામામા�� માEલ્યુ� છી	 તી	 Eલિચેબીદ્ધ કું�વ�ન��
છી	, આન	 ઑ�'� ટ્રી�વ'� કુંહ	વ�મા�� આવ	 છી	 . તી	થે), ઓ�'� ટ્રી�વ'� ડિ�કુંર્સિવ ટ્રી�વ'� છી	  તી	 વ5ક્ષો દ્વ��� ચે��વ�ન� મા�ગો' છી	 .
તી	થે),  આપણે	 પ્રોથેમા ��બી� ઉપ ટ્રી) દ્વ���,  પછી) વતી'મા�ન ન�� અન	 પછી) જમાણે	 બી વ5ક્ષોથે) પ�� થે�યુ છી	.  ઉદ�હ�ણે
તી�)કું	, જ� તીમા	 ઓ�'� ટ્રી�વ'� અહR કું�� છી�, તી� અમા	 રુ! પ� પ્રો���ર્ભ કું�)એ છી)એ અન	 પછી) આપણે	 પહ	�� �)ફ્ ઉપ�
ઝા�� પ� ચે��વ�� પ�શો	, તી	થે) અમા	 ��બી) બી�જ�એ ચે��)એ છી)એ. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ' ��: 11:03)

અન	 પછી), ફ�) એકુંવ�� આપણે	 વ5ક્ષોન) ��બી) બી�જ�એ જવ�� જ�ઈએ, જ	થે) તીમા	 ��બી) બી�જ�એ જશો�. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ' ��: 11:07)

અન	 હવ	, ત્યુ�� કું�ઈ ��બી	 બી�ળકું નથે), તી	થે) હવ	 અમા	 છી�પશો	. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ' ��: 11:10)

અન	 બી	કુંઅપ ખું	��, કું��ણે કું	 કું�ઈ યુ�ગ્યુ બી�ળકું નથે), હવ	 આપણે	 2 લિપ્રોન્! કું�)એ છી)એ 

("��ઇ�માયુન� �દર્ભ' ��: 11:15)

અન	 જમાણે) ઉપ ટ્રી) પ� જાઓ અન	 હવ	 ફ�)થે) કું��ણે કું	  4 પ�	 ��બી	 અથેવ� જમાણે	 બી ટ્રી) નથે),  તી	થે) છી�પશો	 અન	
બીbકુંઅપ �	શો	. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ' ��: 11:20)

અન	 કું��ણે કું	 આપણે	 પહ	��થે) જ મા�પ્તી કું�)એ છી)એ તી	 જ રુ!ન� અ�તી આવશો	. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ' ��: 11:26)

શો�� આપણે	 5 પ	!� વ5ક્ષો તી�ફ જવ�ન�� છી)નવ)શો��, ત્યુ��બી�દ ત્યુ�� ��બી	 ઉપ ટ્રી) 8 છી�પશો	 અન	 જમાણે) ઉપ ટ્રી) પ� જશો	. 
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("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ' ��: 11:30)

અન	 અ�તી	, છી�પશો	 9. 

("��ઇ�માયુન� �દર્ભ' ��: 11:33)

તી	થે), આ ગો�ણેધમા'ન	 કું��ણે	 તી	ન	 જ�વ�ન�� �ળ છી	, આપણે	 જાણે)એ છી)એ કું	 ��બી) બી�જ�ન) દ�	કું વ"તી� તી	 માEલ્યુ કું�તી� ઓછી)
છી	 અન	 જમાણે) બી�જ�ન) દ�	કું વ"તી� માEલ્યુ કું�તી�� મા�!) છી	 . તી	થે), આ એકું પ�ન��વતી'ન જ	વ�� છી	, આ એકું અથે'મા�� ઝા�પ) T!'ન��
લિવર્ભ�જન મા�ન છી	. તી	થે), આપણે	 પહ	��થે) જ ન�ન� વ	લ્યુ�ન�� વ	લ્યુ�ઓ ��બી	 કું�) દ)ધ) છી	. તી	થે), જમાણે) બી�જ�એ મા�!�
માEલ્યુ� છી	  અન	 જ� તીમા	 આ પ�!cશોબિંનગોન	 વ���વ�� Eલિચેબીદ્ધ કું�વ� મા�!	 અન��� છી� તી� અમા	 કું�)શો��; દ	ખું)તી) �)તી	, T!'
કું�	�� એ�	મા�� માEલ્યુ� મા	ળવ�. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ' ��: 11:59)

તી	થે), હવ	 એકું વ5ક્ષોન) શો�ધ કું�) �હ્યું� છી	 , બી�યુન�) શો�ધ વ5ક્ષોમા�� માEલ્યુ બી�યુન�) શો�ધ જ	વ�� છી	 . યુ�દ ��ખું�, લિદ્વ�ગો) શો�ધમા��
તીમા��) પ�	 એકું એ�	 છી	 અન	 પછી) અમા	 લિમા�પ�ઇન્! પ� પ્રો���ર્ભ કું�)એ છી)એ અન	 પછી) જ� તીમાન	 તી	 માળ	 તી� તીમા	 હ� કુંહ)
શોકું� છી�; નબિંહતી�, જ� તી	 ન�ન�� હ�યુ તી� તીમા	 જાઓ અન	 ��બી) બી�જ�  જાઓ; અન્યુથે�, એકું મા�!� આપણે	 જમાણે) તી�ફ જ�એ
છી	. તી	થે), અમા��) પ�	 ખુંEબી જ મા�ન વ"તી� છી	 , તી	થે) આપણે	 ઝા��મા�� માEલ્યુ વ) શો�ધવ� મા��ગો)એ છી)એ, જ� વ5ક્ષો અ"પષ્ટ
છી	, તી� આપણે	 કુંહ)એ છી)એ કું	 તી	 ત્યુ�� નથે), તી	થે) અમા	 ખું�!� પ�છી� ફયુ�' છી	. જ� વતી'મા�ન ન�� માEલ્યુ ધ��વ	 છી	, તી� બી)જી
તી�ફ આપણે	 તી	ન	 "થે�ન��તીડિ�તી કુંયુ�' છી	  અન	  2  પ�તી કું�)એ છી)એ,  જ� તીમા	 તી	ન) "થે�પન� ન કું�) હ�યુ તી�,  ત્યુ��બી�દ
આપણે) પ�	 એકું વ5ક્ષો છી	, આપણે	 જ�વ�� જ�ઈએ કું	 માEલ્યુ વતી'મા�ન માEલ્યુ કું�તી�� ન�ન� છી	 , તી	 ન�ન� છી	 આપણે	 વ���વ�� ��બી	
શો�ધ)એ અન	 તી	ન) �થે	 જ	  પણે શો�ધ)શો�� તી	 પ�છી� �  મા	ળવ)એ ત્યુ�� આપણે	 �ચે�� કુંહ)એ, તી	 ત્યુ�� નથે) માળ્યુ�� જ	  આપણે	 વ5ક્ષોન	
કુંહ)એ છી)એ; અન્યુથે�, અમા	 વ���વ�� જમાણે) શો�ધ કું�)એ છી)એ, તી	થે) આ ખુંEબી મા�ન લિદ્વ�ગો) શો�ધ છી	. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ' ��: 12:59)

હવ	, બી�ઈન�) શો�ધન) જ	મા તીમા	 આન�� પ�ન��વર્સિતીતી �"કું�ણે કું�) શોકું� છી�, તી	થે) તીમા	 રૂ! પ� પ્રો���ર્ભ કું�� અન	 તી	!�� ���બી�
માયુ �ધ) તીમા	 પ�થે પ� લિવશ્વ� કું�શો� નહR. તી	થે), વતી'મા�ન માEલ્યુ� આપણે	 �ચે� પ�છી� આપ)એ છી)એ; નબિંહતી�, તીમા	
��બી) તી�ફ જતી� હતી�, તીમા	 વ�"તીવમા�� રૂ! પ� પ્રો���ર્ભ કું�� છી� અન	 તીમા	 જ	  પ�થેન	 માEલ્યુ આપ) શોકું� તી	 શો�ધ) કું�ઢી� તી	 છી	 .
અન	 પછી) જ્યુ��	 તીમા	 પહeચેશો� ત્યુ��	 ન�� હ�વ, બી)જી તી�ફ જ� તીમા	 કું�ઈ બિંબીદ� �ધ) પહeચે� છી� જ્યુ�� તીમા	 આગોળ વધ)
શોકુંતી� નથે), જ� તીમા	 ન�ડ્થે) બીહ�� ન)કુંળ્યુ�, જ� તીમા	 બીધ) �)તી	 ન)ચે	 આવ� અન	 પછી) કુંહ� કું	 ત્યુ�� કું�ઈ એક્"!fશોન નથે),
જ્યુ�� હ� � તી	 શો�ધ) શોકું�� પછી) અમા	 પણે ��લિક્ષોતી થેઈશો��. તી	થે), આ શો�ધન�� �ળ પ�ન��વર્સિતીતી અન	 પ�ન��વર્સિતીતી �"કું�ણે છી	. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ' ��: 13:34)
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તી	થે), આગો�મા) બી	 ઑપ�	શોન શો�મા	� છી	 અમા	 તીમા��) શો�ધ �ઘ�તીમા અન	 માહત્તમા કું�વ� મા��ગો)એ છી)એ. તી	થે), ટ્રી)મા�� ન્યુEનતીમા
ન�� ��બી) બી�જ�ન� ન�� છી	, અન્યુ વTડ્'મા�� તી	 ન�� છી	 જ	  તીમા	 જાઓ છી�, અન	 જ� તીમા	 ફક્તી ��બી) બી�જ�એ જ અન��)
શોકું� છી�. તી	થે), આ ડિકું"�મા�� ��બી) બી�જ�  5 જવ� મા�!	 હ� � 3 થે) જાઉં છી� �, 3 થે) 3 જાઉં તી� હ� � 1 જાઉં છી� �  અન	 પછી) ��બી)
બી�જ�  જઈ શોકુંતી� નથે), તી	 એકું જ ન)ચે	 છી	, તી	 જમાણે) તી�ફ છી	, પણે ઓછી�મા�� ઓછી� � નથે). ��બી�� એકું વ5ક્ષો પ� ન્યુEનતીમા તીત્વ
હ�વ� જ જ�ઈએ, કું��ણે કું	 જ	  કું�ઇકું કું�તી�� ન�ન� છી	 તી	 2 �હ	શો	, તી	થે) જ� હ� � ��બી) ન જઈ શોકું�� તી� તી	 1 કું�તી� ઓછી� �  નથે).
તી	થે), વ5ક્ષોન�� ��બી	 Kથે) માEલ્યુ શો� મા�!	 છી	 �ઘ�ત્તમા હશો	. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ' ��: 14:14)

તી	થે),  આપણે	 તી	ન	  �ળતી�થે) શો�ધ) શોકું)એ છી)એ,  હવ	  આપણે	 આન� ઉપયુ�ગો �મા�ન્યુ �)તી	  વ5ક્ષો� ખું��) ન હ�વ�ન��
મા�નતી�, તી	 થે���� કું�કિં�ગો �ળ બીન�વ	 છી	. તી	થે), વ5ક્ષો� ખું��) ન હ�વ�ન�� મા�નતી� આપણે	 કું�ઈ ખું� લિ"થેલિતી તીપ�વ�ન) જરૂ�
નથે) અન	 જ્યુ��	 તી	 ખું��) નથે), ત્યુ��	 તી	 ખું��) છી	. તી	થે), આપણે	 મા�ન)એ છી)એ કું	 તી	 ખું��) નથે), તી	થે) જ� આપણે	 ��બી)
બી�જ�  જઈ શોકું)એ તી� આપણે	 કું�) શોકું)એ છી)એ, તી	થે) જ� !) !T! બી�કું) હ�યુ તી� ન� હ�યુ તી� આ �ઘ�ત્તમા માEલ્યુ છી	 અન	
આપણે	 અન્યુથે� પ�છી� ફ��, આપણે	 વ���વ�� ��બી) બી�જ�ન� ન્યુEનતીમા માEલ્યુ મા�!	 શો�ધ કું�)એ છી)એ. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ' ��: 14:47)

અન	 ફ�) એકુંદમા �ળ પ�ન��વર્સિતીતી �"કું�ણે છી	,  આપણે	 વતી'મા�ન વ"તી�થે) પ્રો���ર્ભ કું�)એ છી)એ અન	 આપણે	 જ	!��� કું�)
શોકું)એ ત્યુ�� �ધ) ��બી) બી�જ�એ જતી� �હ)શો��. તી	થે), જ્યુ�� �ધ) આપણે	 તી	 નહ) કું�)એ અન	 જ્યુ��	 આ બિંબીદ� �ધ) પહeચે)એ
ત્યુ��	 !) !T! બી�કું) કું	મા નથે),  આપણે	 આ �Eપથે) બીહ�� આવ)એ અન	 તીમા	 આ બિંબીદ�એ વ	લ્યુ� પ�તી કું��,  તી	થે) અહRથે)
આપણે	 5 !) ��! ��બી	થે) શોરૂ કું�)શો�� 3, !) ��! ��બી	 1 છી	, !) ��! ��બી	 છી	. તી	થે), આ બિંબીદ�એ આપણે	 બી�ધ કું�)એ છી)એ,

તી	થે) !) 1 તી�ફ પ�ઇન્! કું�	 છી	, તી	થે) !) ��! વ	લ્યુ� 1 છી	 અન	 આ વળતી� દ્વ��� માEલ્યુ છી	 , તી	થે) આપણે	 �ઘ�ત્તમા શો�ધ) શોકું)એ
છી)એ. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ' ��: 15:14)

તી	થે), માપ્રોમા�ણેતી� મા�જબી માહત્તમા, વ5ક્ષો પ� Kથે) વધ� યુ�ગ્યુ માEલ્યુ છી	, કું��ણે કું	 તીમા	 જમાણે) બી�જ�એ જાઓ છી�, તી� તીમા	
વધ� મા�!� થેઈ શોકું� છી�, જ� તીમા	 વધ� યુ�ગ્યુ �)તી	 જઈ શોકુંતી� નથે), તી� તી	 ન�� કું�તી�� મા�!�� નથે). તી�, અહR 5 થે) આપણે	 7
થે) 9 અન	 9 પ� જઈ શોકું)એ છી)એ, તી	 Kથે) મા�!�� માEલ્યુ છી	, કું��ણે કું	 આગો�મા) ન�� જ	  વ5ક્ષોન) ન)ચે	 9 કું�તી� ન)ચે	 હ�વ�
છીતી�� તી	 ��બી) બી�જ�થે) છી	  અન	 તી	થે) 9 કું�તી� ઓછી� �  છી	. તી	થે),  આપણે) પ�	 પ્રોમા�ણે ડિ�કુંર્સિવ �લ્યુ�શોન મા	ક્વ�, જ�
જમાણે) બી�જ�  ન હ�યુ તી� આપણે	 જમાણે) બી�જ�એ તીપ� કું�)શો�� તી� જમાણે) બી�જ�  ન હ�યુ તી� આપણે	 માહત્તમા માEલ્યુ પ�તી
કું�)શો��, પછી) આપણે	 વ���વ�� માહત્તમા મા�!	 અલિધકું�� શો�ધ કું�)શો��. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ' ��: 15:46)
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અન	 ફ�)થે) તી	ન�� પ�ન��વર્સિતીતી �"કું�ણે, આપણે	 ફક્તી જમાણે) બી�જ�ન� ચે	ઝા પ�ઇન્!ન	 અન��)એ છી)એ. તી	થે), જ્યુ�� �ધ)
જમાણે) !) ��! જમાણે) નહ) હ�યુ ત્યુ�� �ધ) આપણે	 !) થે) !) ��! જમાણે) તી�ફ જઈએ છી)એ અન	 જયુ��	 આપણે	 માહત્તમા
વ	લ્યુ� ઉપ� આગોળ વધ) શોકુંતી� નથે),  તી	થે) આપણે	 તી	 વ	લ્યુ� પ�તી કું�)એ છી)એ.  તી	થે),  આ બિંબીદ�એ આપણે	 શો�ધ વ5ક્ષોમા��
ન્યુEનતીમા અન	 માહત્તમા શો�ધ) કું�ઢ્યુ� છી	. તી	થે), આ :ણે કું�યુ'વ�હ) અમા	 કું�) છી	, હવ	 જ� તીમાન	 યુ�દ છી	 કું	 અમા	 પEવ'ગો�મા) અન	
અન�ગો�મા) છી	. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ' ��: 16:20)

તી	થે), ચે��� પહ	�� અન�ગો�મા)ન	 જ�ઈએ, તી	થે) યુ�દ ��ખું� કું	 x મા�� અન�ગો�મા)Eલિચે, આગો�મા) માEલ્યુ હ�વ�ન�� મા�નવ�મા�� આવ	
છી	, તી	 Eલિચે પછી) x પછી)ન�� Kથે) ન�ન�� માEલ્યુ છી	 . તી	થે), જ� આપણે	 T!' કું�	� ક્રામામા�� તી	 છી�પ)શો��, તી� તી	 તી	 માEલ્યુ હશો	 જ	  x
ન) જમાણે) બી�જ�એ દ	ખું�શો	 અન	 ક્રામામા�� વ5ક્ષોન) ઓ�'� ટ્રી�વ'� T!' કું�	� ક્રામામા�� માEલ્યુ�ન	 છી�પ	 છી	 . તી	થે), તી	 અ�કું��કું છી	
જ	  x પછી) તી�તી જ છી�પશો	. તી	થે), આપણે	 જાણે)એ છી)એ કું	 જ	  ક્રામામા�� કું�મા કું�	 છી	 , તી	 ��બી) પ	!� વ5ક્ષોન	 છી�પ	 છી	 પછી) તી	 x
ન	 છી�પ	 છી	, પછી) તી	 યુ�ગ્યુ પ	!� વ5ક્ષોન	 છી�પ	 છી	 . તી	થે), જ� તીમા	 x પછી) તી�તી જ આવવ� મા��ગોતી� હ�, તી� તી	 અહR પ્રોથેમા માEલ્યુ
હશો	. તી	થે), જમાણે� પ	!� વ5ક્ષોમા�� Kથે) ન�ન�� માEલ્યુ, બી)જા શોબ્દ�મા��, �ચે� ઉપ ટ્રી)ન) �ઘ�ત્તમા અન	 આપણે	 પહ	��થે) જ એકું
વ5ક્ષોન) ન્યુ�નતીમા ગોણેતી�) કું	વ) �)તી	 કું�વ) તી	 જાણે)એ છી)એ, પ��તી� તી	 શોક્યુ છી	 કું	 આપણે	 માEલ્યુન� અન�ગો�મા)ન) �થે	 અલિધકું��
બી વ5ક્ષો નથે), તી� પછી) આપણે	 શો�� કું�)એ છી)એ. 

("��ઇ�માયુન� �દર્ભ' ��: 17:16)

તી	થે), પ્રોથેમા લિન�)ક્ષોણે એ છી	 કું	 જ� માEલ્યુન� કું�ઈ ઉપ ઉપ�� નથે), તી� તી	 ઉપ તી	 વ5ક્ષોન� માહત્તમા હ�વ� આવશ્યુકું છી	. તી	થે), આ
ડિકું"�મા�� આપણે	 માEલ્યુ x ન	 જ�ઈએ છી)એ, તી	મા�� કું�ઈ ઉપ ઉપ�� નથે), તી	થે) તી	 માહત્તમા ઉપ ટ્રી) છી	. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ' ��: 17:29)

તી	થે), આપણે	 આ બી ટ્રી)ન	 પ્રોથેમા ઓળખુંવ�� પ�શો	, તી	થે) આપણે	 પ	!� વ5ક્ષોન	 કું	વ) �)તી	 ઓળખું)એ, જાગોશો	 અન	 શો�ધ)શો�� કું	
આ બી વ5ક્ષો કું	વ) �)તી	 જ���યુ	� છી	. તી	થે), આપણે	 જમાણે) તી�ફન� પ�ઈન્!'ન� અન�ક્રામા	 x ન	 ત્યુ�� મા	ળવ)એ છી)એ. તી	થે),
અમા	 તી	 જમાણે) તી�ફન� પ�ઇન્!�ન	 પ�છીળથે) અન��	 છી	 અન	 જ્યુ��	 આપણે	 ��બી	 લિનદ̂શોકુંન�� અન��ણે કું�)એ છી)એ, ત્યુ��	
આપણે	 જાણે)એ છી)એ કું	 આપણે	 આ ઉપ ટ્રી)મા��થે) બીહ�� આવ્યુ� છી)એ. તી	થે), તી	થે) તી	 ન�� ન)ચે	 ઉપ ઉપ ટ્રી)ન� રુ! હ�વ�
જ�ઈએ, તી	 ��બી) ઉપ ટ્રી) છી	, તી	થે) તી	 આગો��� માEલ્યુ છી	. તી	થે), આ �પEણે' ���, બ્��કું બી ટ્રી) છી�પવ�મા�� આવશો	 અન	 x
�થે	 મા�પ્તી થેયુ	� !E�કું� ક્રામામા��, પછી) રુ! છી�પવ�મા�� આવશો	 આથે) આ ન�� છી	  જ	  આપણેન	 અન�ગો�મા) તી�)કું	 �	બી� કું�	
છી	. તી�, તી	થે), એ તી	 ન�� છી	 જ	ન	 આપણે	 x મા�!	 ફળતી�મા�� લિનયુ�ક્તી કુંયુ�` છી	. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ' ��: 18:10)

તી	થે), અહR આ મા�!	ન� એકું �ળ "યુ��� કું�� છી	, તી	થે) આપણે	 ન�� !)ન� અન�ગો�મા)ન	 શો�ધવ� મા��ગો)એ છી)એ. હવ	, જ� આ
ન��ન� યુ�ગ્યુ પ�ઇન્!� હ�યુ, તી� બી)જી તી�ફ જમાણે) બી�જ�ન� વ5ક્ષોન�� જમાણે� માEલ્યુ પ�છી� �  માળ	 છી	 , જ� તી	ન) પ�	 યુ�ગ્યુ ન
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હ�યુ તી�, પછી) આપણે	 આગોળ વધવ�� જ�ઈએ અન	 ર્ભ�ગો જ્યુ�� બીદ��વ� તી	 પ્રોથેમા "થે�ન	 જ�ઈએ. તી	થે), આપણે	 !) �થે	
પ્રો���ર્ભ કું�)એ છી)એ અન	 પછી) આપણે	 ગોણેતી�) કું�)એ છી)એ કું	 તી	 પ	�	ન્! છી	 જ	ન	 આપણે	 હવ	 y કુંહ)એ છી)એ. તી	થે), જ્યુ��
�ધ) આ ડિદશો� �ચે�� છી	, આપણે	 આગોળ વધ) �હ્યું� છી)એ અન	 આપણે	 એકું વધ� લિપતી5 પ� જઈએ છી)એ અન	 આપણે	 !)
ઉપ� જઈએ છી)એ, તી	થે) આ �Eપમા�� અહR જ	  ચે��) �હ્યું�� છી	. તી	થે), આપણે	 !) અન	 વ�યુ ખું	�)એ છી)એ અન	 પછી) કું�ઈકું
માયુ	 આપણે	 move તી�ફ જઈએ છી)એ અન	 વ�યુ આ �)તી	 જશો	. તી	થે), તી	 વ�યુ ��! બી�કું) �હ	શો	 અન	 તી	થે), આ વ�યુ હવ	
આ માEળ ન�� !)ન�� અન�ગો�મા) છી	  અન	 પછી) એકું લિવલિશોષ્ટ કું	 છી	  જ્યુ�� આપણે	 !�ચે પ� પહeચે) ગોયુ� છી)એ અન	 આપણે	
ક્યુ��	યુ જમાણે) તી�ફ વળ્યુ�� નથે) અન	 તી	 જ લિ"થેલિતીમા�� આપણે	 તીમા	 વ5ક્ષોમા�� એકું�દ� માહત્તમા માEલ્યુથે) શોરૂ કુંયુ�` છી	 , તી	 ડિકું"�મા��
આપણે	 ત્યુ�� �ધ) પહeચે)એ છી)એ તી	 પછી) તી	મા�� કું�ઈ ફળ નથે), આપણે	 ફક્તી પ�છી� જઇશો��. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ' ��: 19:19)

તી	થે),  ચે��� આપણે	 આ લિવલિશોષ્ટ વ"તી�ન	 જ�ઈએ,  તી	થે)  3 ઘ!ન�ઓ મા�!	 યુ�ગ્યુ બી વ5ક્ષો અલિ"તીત્વમા�� છી	  અન	 આ ન�ન��
માEલ્યુ 4 છી	. તી	થે), 1 ન) Kથે) ન�ન) ફળતી� મા�!	 માEલ્યુ� 2, તી	થે) તી	 7 મા�!	 અન�ગો�મા) છી	, આ ઉપ ટ્રી)મા�� �ઘ�તીમા માEલ્યુ 8 છી	.
તી	થે), 8 એ અન�ગો�મા) અથેવ� 7 છી	, તી	થે) તીમા��� માEળ ઉપ�યુમા��થે) આ બીધ� માEળ કું	મા��થે) બીહ�� આવ	 છી	 , કું	મા કું	 તીમા��)
પ�	 યુ�ગ્યુ પ	!� વ5ક્ષો છી	. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ' ��: 19:42)

બી)જી બી�જ� , જ� તીમા��) પ�	 યુ�ગ્યુ બી ટ્રી) ન હ�યુ તી� ઉદ�હ�ણે તી�)કું	 તીમા	 2 શોરૂ કુંયુ�,̀ પછી) તીમા	 જાગો) અન	 તી	 જમાણે)
બી�જ�એ તીમા	 જ્યુ�� ફ	�વ� છી�, ત્યુ�� તીમાન	 ��ગો	 છી	 કું	 3 તીતી છી	 અથેવ� 4 થે) તીમા	 જાગો5તી થે�ઓ છી� અન	 તીમા	 ખુંEબી જ માયુ
પ�� કું�� છી� તી	 તીમાન	 જણે�યુ છી	 કું	 5 અન�ગો�મા) છી	. એ જ �)તી	, હ� � 8 મા�!	 તીમા	 તી�તી જ જમાણે	 ચે��� કું��, તી	થે) 9 તીતી
અન	 છી	લ્�	 છી	, 9 મા�!	 તીમા	 આવશો	 અન	 તીમા	 

((માયુન��દર્ભ' ��: 20:02))

આ ન�ન� કું	. તી	થે), 9 કુંહ	શો	 કું	 ત્યુ�� કું�ઈ અન�ગો�મા) નથે), કું��ણે કું	 તી	 શોક્યુ એ!��� મા�!�� માEલ્યુ છી	. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ' ��: 20:09)

તી	થે), પ���ગો�મા) મા�!	 પડિ�લિ"થેલિતી માપ્રોમા�ણે છી	 , તી	થે) જ� આપણે) પ�	 ��બી� ઉપ ટ્રી) હ�યુ, તી� પ���ગો�મા) આમા�� માહત્તમા
માEલ્યુ છી	. તી	થે), આપણે	 ��બી	 ન)ચે	 જઈએ અન	 પછી) આપણે	 બીધ� જ �)તી	 જમાણે) બી�જ�એ જઈએ અન	 જ� આપણે) પ�	
��બી�� ઉપ ટ્રી) ન હ�યુ તી� તી	ન� અથે' એ છી	 કું	 તી	 પહ	��થે) જ �ઘ�તીમા માEલ્યુ પ	!� વ5ક્ષો� છી	 . તી	થે), આપણે	 ��બી	 પ�ઇં!'ન� આ
અન�ક્રામાન	 અન��)ન	 પ�છીળ ચે��)એ છી)એ,  જ્યુ�� �ધ) આપણે	 બી)જી �)તી ચે��� ન કું�)એ ત્યુ�� �ધ) આ ન�� આપણે	
પ���ગો�મા) બીન)એ છી)એ. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ' ��: 20:41)
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તી	થે),  ઉદ�હ�ણે તી�)કું	 જ� તીમા	 આ માEલ્યુ� જ�ઓ જ	ણે	 ઉપ વ5ક્ષો� છી��) દ)ધ� છી	 ,  તી�  5 મા�!	 આપણે	 ��બી) ઉપ ટ્રી) ન)ચે	
જઈએ છી)એ અન	 આપણેન	 યુ�ગ્યુ માEલ્યુ  4 છી	  જ	  4 છી	.  તી	થે), 4  છી	  પ���ગો�મા)  5 છી	,  તી	વ) જ �)તી	  2 એ 3 અન	  8 ન��
પ���ગો�મા) 9 ન�� પ���ગો�મા) છી	, હવ	 આપણે) પ�	 આ બી)જ� �  માEલ્યુ છી	. તી	થે), જ	  આપણે	 ઉદ�હ�ણે તી�)કું	 છી��) શોકુંતી� નથે),
આપણે	 તી	ન	 છી��) શોકુંતી� નથે) 2, આપણે	 તી	ન	 છી��) શોકુંતી� નથે) 4, આપણે	 તી	ન	 છી��) શોકુંતી� નથે) 7, તી	ન	 છી��) શોકુંતી� નથે)
8. 

("��ઇ�માયુન� �દર્ભ' ��: 21:09)

તી�, શો�� કું�વ�� અમા	 આ ડિકું"�ઓમા�� કું�)એ છી)એ ઉદ�હ�ણે તી�)કું	 આપણે	 2 ન	 શોરૂ કુંયુ�`, અન	 પછી) આપણે	 ઉપ� જવ�ન�
પ્રોયુ� કું�)એ છી)એ અન	 જ્યુ�� આપણે	 જમાણે) તી�ફ વળ)એ છી)એ ત્યુ�� અમાન	 માળ	 છી	 . તી	થે), અમા	 અહR આવ)એ છી)એ
અન	 જ� તીમા	 જાઓ છી�, તી� અમા	 શો�ધ) કું�ઢી)એ છી)એ કું	 કું�ઈ એકું પ���ગો�મા) છી	 જ	  4 થે) આવ	 છી	 અન	 તી	થે) અમા�રુ� �ક્ષ્યુ
જમાણે) બી�જ�એ જવ�ન�� છી	  અન	 પછી) જ્યુ�� આપણે	 પ���ગો�મા) શો�ધ)એ તી� ��બી) તી�ફ વળ)એ. તી	થે), આ :ણે ન�ડ્ન)
��બી) બી�જ�એ તી�તી જ ચે��� કું�� અન	 પછી) 8 આપણે	 જમાણે) બી�જ�એ જઈએ અન	 જ્યુ�� આપણે	 ��બી) તી�ફ વળ)એ
છી)એ ત્યુ�� આપણે	 પ���ગો�મા) શો�ધ)શો��. તી�, આ �)તી	, પ���ગો�મા) કું�મા કું�	 છી	, તી	 તીતી કું�યુ' મા�!	 બી��બી� પ્રોમા�ણે છી	. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ' ��: 21:46)

તી�, હવ	 ચે��� જ�ઈએ કું	 વ	લ્યુ� કું	વ) �)તી	 દ�ખું� કું�વ), ચે' ટ્રી)મા�� વ	લ્યુ� )ધ�� વ	લ્યુ� શો�મા	� કું�વ�� જ�ઈએ, યુ�દ ��ખુંવ�� એ
મા�: એકું જ જગ્યુ� છી	  કું��ણે કું	 વ5ક્ષો ક્રામામા�� Eલિચેબીદ્ધ છી	. !E�કું� યુ�દ). તી	થે), હવ	 આ માEલ્યુન	 ઉમા	�તી� પછી), તી	ન	 	કુંન્�મા��
!E�કું� Eલિચે આપવ) આવશ્યુકું છી	, તી	થે) તી	 એવ�� કુંહ	વ�ન�� છી	  કું	 !E�કું� Eલિચેમા�� માEલ્યુ શો�મા	� કું�વ� મા�!	 તી	 ફક્તી એકું જ "થે�ન છી	.
તી	થે), !E�કું� Eલિચેમા�� દ�ખું� થેવ� જ	વ�� છી	 , લિવ�યુ કું	 તી	ન	 વ5ક્ષોન	 �!કુંવ� મા�!	 તી	 યુ�ગ્યુ "થે�ન શો�ધવ�� પ�	. તી	થે), જ્યુ��	 આપણે	
આ ટ્રી�વ'� ક્રામામા�� કું�)એ ત્યુ��	, જ્યુ��	 અમા	 તી	ન	 Eલિચેબીદ્ધ કું�)શો�� ત્યુ��	 તી	 યુ�ગ્યુ ક્રામામા�� હશો	. અન	 તી	 તી��ણે આપ	 છી	  કું	
માEળર્ભEતી �)તી	 આપણે	 શો�ધવ�� જ�ઈએ કું	 તી	 ક્યુ�� શો�ધવ�� જ�ઈએ અન	 જ� તી	 હ�જ� ન હ�યુ, તી� અમા	 આ શો�ધ ક્ષો	:� દ્વ���
ઉમા	�)શો��. તી	થે), ઇન્"!ન્ટ્ મા�!	 જ� તીમા	 21 શો�મા	� કું�વ� મા��ગો� છી�, તી� આપણે	 વ5ક્ષો ન)ચે	 ચે��તી� જઇશો�� અન	 આપણે	 તી	
"થેળ શો�ધ)શો�� જ્યુ�� આપણે	 21 મા	ળવવ�� જ�ઈએ. તી	થે), તી	 52 કું�તી� ન�ન) છી	, આપણે	 ��બી) બી�જ�એ જઈએ, 37 કું�તી�
ન�ન) અન	 ��બી) બી�જ�એ જઈએ. , 16 થે) મા�!� આપણે	 ઠ)કું જઈએ છી)એ અન	 પછી) આપણે	 શો�ધ) કું�ઢી)એ કું	 28 ન� તી	
21 ન) કું�ઈ કિંકુંમાતી નથે), કું��ણે કું	 ત્યુ�� બી�કું) નથે), તી	થે) આ ��બી) બી�જ�એ હ�વ�� જ�ઈએ, તી	થે) તી	 28 ઉમા	�)શો��. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ' ��: 22:45)

હવ	, ઇન્"!ન્ટ્ મા�!	 જ� આપણે	 65 શો�મા	� કું�વ� ઈચ્છી)એ, તી� પછી) આપણે	 52 થે) જઇશો�� અન	 હવ	 તી	 74 છી	, આપણે	
��બી) તી�ફ જ�શો��, જ્યુ�� તી	 ��બી) બી�જ�  નથે). તી	થે), અમા	 દ�ખું� કું�)શો�� 

((માયુ:22:59 ન� �દર્ભ' ��)),

203



તી	થે) તી	 વ5ક્ષોમા��ન) કું�ઈપણે લિ"થેલિતીમા�� થે�યુ છી	 ,  જ	  28 મા), 28 જ	વ� પ��દ�� ન�� પ� હ�વ�� જરૂ�) નથે) અન	 તી	 ન)ચે	  21

શો�મા	� છી	. . પ��તી�, 74 ન	 યુ�ગ્યુ બી�ળકું હતી�, પ��તી� અમા	 તી	મા�� કું�ઇકું શો�મા	� કુંયુ�,̀ કું��ણે કું	 ��બી�� બી�ળકું 

((માયુન��દર્ભ': 23:11)).

હવ	, આપણે	 કુંહ) શોકું)એ કું	 પહ	�	થે) જ ત્યુ�� છી	  તી	 માEલ્યુ શો�મા	� કું�વ�ન� પ્રોયુ� કું��, મા��� પ્રો�મ્પ્!મા�� ઇન્"!ન્!� મા�!	  91

શો�મા	� કું��.  તી	થે),  આપણે	  91  મા�!	  શો�ધ) �હ્યું� છી)એ અન	 તી	ન	  શો�ધ) શોકું)એ,  તી	થે) આપણે	  91  ન) દ�ખું� કું�વ�ન)
અથે'ઘ!ન કું�)શો�� જ	  કું�ઈકું કું�	 છી	  તી	ન	 ખું�	� પહeચે��) નથે), કું��ણે કું	 આપણે	 પહ	�� કુંહ્યું�� હતી�� કું	 આપણે	 ��લિપ્�કું	! વ	લ્યુ�ઝા
કું�વ� નથે) મા��ગોતી�.  તી	થે), જ્યુ��	 આપણે	 શો�મા	� કું�)એ છી)એ ત્યુ��	 અમા	 શો�ધવ� મા�!	 પ્રોયુ� કું�)એ છી)એ કું	 ��� ક્ષો	:�
શો�મા	� છી	 કું	 નહR, જ� ફળ થે�યુ તી� અમા	 કું�ઈ પણે કું�)એ નહR. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ' ��: 23:35)

તી	થે), આ કું�વ� મા�!	 આ ખુંEબી �ળ �)કુંર્સિવ �)તી છી	 , તી	થે) K પ્રોથેમા આપણે	 એકું ખું� કું	 છી	 જ	 તી	 વ5ક્ષો� ખું��) છી	 , પછી)
આપણે	 ફક્તી નવ� ન�� બીન�વ)એ અન	 તી	 ન�� તી�ફ ધ્યુ�ન દ���. તી	થે), આ એકું અ�ગો ન�� છી	  જ	ન�� માEલ્યુ ફક્તી વ�ચેકું છી	,
બી�કું)ન� બીધ�ન	 જમાણે	 ��બી) અન	 જમાણે) બી�જ�  છી	 , બી)જી તી�ફ જ� આપણે	 તી	ન	 શો�ધ)એ તી�, આપણે	 કું�ઇ પણે નથે) કું�તી�,
હવ	 અમાન	 તી	 માળ્યુ�� નથે). તી	થે), હવ	 જ� વ	લ્યુ� ન�ન) હ�યુ તી� વ	લ્યુ� જ� વતી'મા�ન ન�� અન	 જ� આપણું� બી�ળકું બી�કું) નહR
હ�યુ, તી� આપણે	 વ�"તીવમા�� દ�ખું� કું�)એ છી)એ. જ� આપણે	 ��બી	 જવ�� પ�	 અન	 ��બી) બી�જ�  ન જઈએ, તી� આપણે	 ��બી)
બી�જ�એ નવ� ન�� બીન�વ)શો�� અન	 તી	 ન�� પ�ઇન્! બીન�વ)શો�� જ	 તી	 પ	�	ન્! છી	 . તી	થે), આપણે	 અહR નવ� ન�� બીન�વ)એ છી)એ
અન	 આપણે	 કુંહ)એ છી)એ કું	 તી	 પ	�	ન્! છી	 . તી	થે), !) ��! ��બી ��! પ	�f! !) છી	 ; અન્યુથે�, આપણે	 ફક્તી 2 વ�� શો�મા	� કું�)એ
છી)એ.  તી	થે),  જ� તીમા��) પ�	 ��બી) બી�જ�  હ�યુ તી� આપણે	 વ���વ�� દ�ખું� કું�)એ,  જ� આપણે) પ�	 ��બી	 ન હ�યુ તી�
આપણે	 વ) �થે	 ન�� બીન�વ)એ, આ વ�"તીવમા�� શો�મા	� ઓપ�	શોન છી	 અન	 અમા	 તી	ન	 લિપતી5 દ્વ��� તી�ફ દ��)એ છી)એ. તી	વ)
જ �)તી	, જ� આપણે	 જમાણે) બી�જ�  જવ� મા��ગો)એ છી)એ અન	 કું�ઈ અલિધકું�� નથે), તી� આપણે	 તી	ન	 જમાણે) બી�જ�એ શો�મા	�
કું�)એ છી)એ અન	 અમા	 તી	 પ�તી�ન�� પ�તી�ન�� લિનદ̂શો કું�)એ છી)એ કું	 તી	 પ	�	ન્! છી	; અન્યુથે�, આપણે	 વ���વ�� જમાણે) બી�જ�એ
શો�મા	� કું�)એ છી)એ, તી	થે) ખુંEબી )ધ� આગોળન� ફ�ક્શોનમા�� શો�મા	� છી	. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ' ��: 24:51)

તી�,  આપણે	 ન�� કું	વ) �)તી	 કું�ઢી) શોકું)એ,  તી	થે) કું�ઢી) ન��ખું	 છી	,  પ��તી� આપણે	 વ	લ્યુ� વ) આપ્યુ� છી	  જ	  આપણેન	 વ5ક્ષોમા�� વ)
શો�ધ) કું�ઢી	 છી	, તીમા��	 તી	મા�� �હ	�� ન��ન	 �)�)! કું�વ�� જ પ�શો	. તી	થે), માEળર્ભEતી કું	 કું	 જ	 હ	ન્�� કું�વ� મા�!	 ખુંEબી જ �ળ છી	
તી	 છી	 ન�� એ �)ફ ન�� છી	 , કું��ણે કું	 પછી) આપણે	 તી	ન	 કું�ઢી) શોકું)એ છી)એ અન	 પછી) તી	 તીલિળયુ	 આવ	�� ઝા��ન) મા�:�મા�� પ�	
છી	.  તી	થે),  ઇન્"!ન્ટ્ મા�!	 જ� તીમા	  65 કું�ઢી) ન�ખુંવ� મા��ગોતી� હ�,  તી� અમા	  65 ન	 શો�ધવ� મા�!	 તી	ન	 ��બી) અન	 જમાણે)
પ�થે�ન	 અન��વ�ન) �મા�ન્યુ પદ્ધલિતી દ્વ��� શો�ધ)શો��. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ' ��: 25:24)
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અન	 ત્યુ��બી�દ તી	 એકું �)ફ ન�� છી	, આપણે	 ફક્તી આ ન��ન	 વ5ક્ષોમા��થે) દE� કું�) શોકું)એ છી)એ અન	 કું�ઇ પણે થે�યુ નહR, તી	
મા�ન્યુ શો�ધ �હ	  છી	.  હવ	,  કું	!�)કુંવ�� કું�ઢી)  ન�ખું	� ન��મા��  ફક્તી એકું જ બી�ળકું હ�ઈ શોકું	  છી	,  દ�ખું�� તી�)કું	,  આપણે	
લિવચે��)એ છી)એ કું	 74 ન	 કું�ઢી) ન�ખું)એ છી)એ. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ' ��: 25:35)

તી�, આપણે	 74 �ધ) ન)ચે	 આવ)શો��, હવ	 આપણે	 આ ન��ન	 �)�)! કું�વ� મા��ગો)એ છી)એ, પ��તી� તી	 યુ�ગ્યુ બી�ળકું છી	  , પ��તી�
હવ	 આપણે	 શો�� કું�) શોકું)એ, તીમા	 આ બી�ળકુંન	 પ્રો�ત્�હન આપ) શોકું� છી�, તી	થે) આપણે	 ફક્તી એ!��� જ કુંહ) શોકું)એ કું	 આ
બિં�કું )ધ) આન) તી�ફ 91 �ધ) જાયુ છી	. 

("��ઇ�માયુન� �દર્ભ' ��: 25:51)

તી	થે), તીમા	 મા�: તી	 ન��ન	 વચ્ચે	 દE� કું�� અન	 ન��ન� અન�ગો�મા)ન	 )ધ� જ 52 જ��� જ	 કું�ઢી) ન�ખુંશો	. તી	થે), જ� આમા�� કું�ઈ
એકું જ મા"યુ� નથે), તી� હવ	 બી�ળકુંન	 કું�ઢી) ન�ખું� તી�, બી�ળકુંન	 2 કું�ઢી) ન��ખું� 2 બી�ળકું� તી�)કું	. તી	થે), તીમા	 લિવચે��) �હ્યું�
છી� કું	 તીમા	 કું�ઢી) ન�ખું� 37 તી	 આ છી	. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ' ��: 26:12)

તી	થે),  આપણે	 37 ન	 ઓળખું)એ છી)એ 37 ન	 અહR જવ�� જ�ઈએ,  અમા	 માન"વ) �)તી	 વ5ક્ષોન	 ફ�)થે) ગો�ઠવ) શોકુંતી� નથે),
કું��ણે કું	 આપણે) પ�	 2 બી�ળકું� હશો	 અન	 આપણે	 નથે) જાણેતી� કું	 લિવચે��� �થે	 શો�� કું�વ��. તી	થે), હવ	 એકું વ્યુEહ�ચેન� કું	 જ	
કું�મા કું�	 છી	 તી	 37 ન	 દE� કું�વ� અન	 તી	ન	 "થે�ન��તીડિ�તી કું�વ� મા�!	 �પEણે' બીન�વવ�ન�� છી	 , તી	 પ���ગો�મા) અથેવ� અન�ગો�મા) છી	 .
તી	થે), આપણે	 મા�ન)એ છી)એ કું	 આપણે	 તી	ન	 ઓળખું)એ છી)એ તી	 પEવ^ન) �થે	 પE��ગો�મા) છી	  તી	 યુ�દ ��ખુંશો	 કું	 તી	મા�� Kથે)
મા�!� ન�� હશો	 જ	 ઉપ ઉપ�� છી��શો	. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ' ��: 26:40)

તી	થે), અહR તી	 28 થેશો	, તી	થે) આપણે	 શો�� કું�)શો��, આપણે	 28 ન	 આ ન�� પ� કું�પ) કું�)શો�� જ	 કું�ઢી) ન�ખુંવ�� છી	. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ' ��: 26:43)

તી	થે), 37 ન�� કું�ઢી) નખું�યુ� છી	, તી	 માEલ્યુ 28 દ્વ��� બીદ��ઈ ગોયુ�� છી	, હવ	 માEલ્યુ કું	મા મા�ન્યુ છી	, કું��ણે કું	 આપણે	 !E�કું� ગો�ળ�ન	
�ચેવવ� મા��ગો)એ છી)એ. તી	થે), જ� આપણે) પ�	 !E�કું� માEલ્યુ�ન) Eલિચે હ�યુ અન	 હ� � અહR કું�ઈકું કું�ઢી) ન��ખું�, તી� પછી) શો��
થે�યુ છી	  તી	 છી	  કું	 બીધ�� જ પ���ગો�મા)ન� હકુંમા�� છી	. તી	થે), માf માEળર્ભEતી �)તી	 આ બિંબીદ�એ પEવ'ગો�મા) ખું	ડ્યુ�� છી	, જ્યુ�� !E�કું� ક્રામામા��
આ ઘ!કું� વચ્ચે	ન� ક્રામા �ચેવ�. તી	થે), અહR પ���ગો�મા) ખું	�વ��, હ� � તી	માન) ઊંચે�ઈ પ� જ	  કુંઈ પણે છી	 તી	 બી��હ	ધ�) આપ�� છી� � ,
પછી) આ ન�� મા�!� છી	 અન	 ��બી) બી�જ�ન) બીધ) વ"તી� આ ન�� પછી) ન�ન�� �હ	 છી	 , કું��ણે કું	 તી	 Kથે) મા�!�� માEલ્યુ હતી��. હવ	
અ�બીત્ત, મા��) પ�	 28 પ� બી	 કું�પ) છી	, તી	થે) માન	 તી	 28 ન	 દE� કું�વ�મા�� આવ) હતી), તી� પછી) હ� � ��બી) ઉપ ટ્રી) પ� ધ્યુ�ન
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કું	લિન્mતી કું�)શો અન	 હ� �  આ પ���ગો�મા) માEલ્યુ કું�ઢી) ન�ખું)શો.  પ��તી�,  પ���ગો�મા) માEલ્યુન) ��) વ"તી� એ છી	  કું	  તી	  Kથે) વધ�
માEલ્યુવ�ન છી	,  યુ�ગ્યુ માEલ્યુન� અથે'  એ છી	  કું	  તી	  એકું પણે'  છી	  અથેવ� તી	  મા�: બી�ળકું જ બી�કું)  છી	 .  તી	થે),  અમા	 આ બી	
ડિકું"�ઓમા��ન� એકું �ળ કું	મા�� પ�છી� આવ્યુ� છી)એ.  તી	થે),  આપણે	 આ બી�ન	 ડિકું"�ઓમા��ન� એકુંન� ઉપયુ�ગો કું�વ�ન�
પ���વ�ન	 કું�ઢી) ન�ખું) શોકું)એ છી)એ, કું�� તી� તી	 એકું પ�ન બીનશો	, જ� હ� � પણે આ 21 ન� પ્રોચે�� કું�વ� જઇ �હ્યું� છી� �. 

("��ઇ�માયુન� �દર્ભ' ��: 27:46)

તી	થે), આ ડિકું"�મા�� 21 જમાણે) તી�ફ માળશો	, તી	થે) �મા�ન્યુ �)તી	 કું�ઢી) ન�ખુંવ�� એ પEવ'ગો�મા)ન	 વતી'મા�ન માEલ્યુ તી�ફ ખું	�વ�ન��
અન	 પછી) ��બી) ઉપ ટ્રી)મા�� પ���ગો�મા) કું�ઢી) ન�ખુંવ�� શો�મા	� છી	. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ' ��: 27:58)

તી	થે), તી	 કું��ન� ���બી� ર્ભ�ગો છી	, કું��ણે કું	 અમા	 ઘણે� ડિકું"�ઓમા�� છી)એ, તી	થે) તીમા	 ખું��) બીધ� જ વ5ક્ષો� ખું��) કું�� છી� તી	
મા�!	 આપણે	 કુંશો�� પણે કું�ઢી) ન�ખું)શો�� નહR. જ� વતી'મા�ન ન�� પ� માEલ્યુ ધ��વતી) બી)જી બી�જ�  લિવરુદ્ધ ન હ�યુ તી� તી	 વ) નથે),
તી	થે) જ� તી	 ખુંતી ઓછી) હ�યુ,  તી� તી	 ��બી) બી�જ�એ કું�ઈકું છી	  જ	  આપણે	 ત્યુ��થે) કું�ઢી) ન�ખું)એ છી)એ,  જ� તી	 કું�કું �)તી	
વધ��	 હ�યુ તી� ત્યુ�� જમાણે) બી�જ�  કું�ઈકું છી	 ત્યુ��થે) કું�ઢી) ન�ખું�, તી	થે) આ બી�ન	 પ�ન��વર્સિતીતી કું	� છી	. તી	થે), જ� તી	 ખુંતી �)તી	
ગ્ર)!� કું�તી� ઓછી� �  ન હ�યુ અન	 તી	 બી��બી� મા�ન હ�વ�� જ�ઈએ અન	 અમાન	 કું	!��કું વ�"તીલિવકું કું�ઢી) ન�ખુંવ�� પ�શો	. તી	થે),
હવ	 આપણે) પ�	 આ :ણે કું	� છી	. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ' ��: 28:28)

તી	થે), પ્રોથેમા કું	 વ�"તીવમા�� બી	 ડિકું"�ઓમા�� તીE!) જાયુ છી	 , જ� તી	 પ��દ�� હ�યુ તી� તી	 પ��દ�� હ�ઈ શોકું	 છી	 કું��ણે કું	 તી	 રુ! છી	 ,
રુ! અન	 તી	 મા�: એકું ગો��ઠ છી	. તી	થે), આપણે	 તી	 હ	જ અ�ગો �)તી	 વતી'શો��, તી	થે) આપણે	 કુંહ)શો�� કું	 જ� તી	ન� પ	�	ન્! ન હ�યુ તી�
તી	 માEળ છી	,  પછી) માEલ્યુન	 કું�ઢી) ન�ખુંવ�� તી	 ખું�	ખું� વ5ક્ષોન	 ખું��) બીન�વ	 છી	 .  તી	થે),  આપણે	 ફક્તી ખું��) વ5ક્ષોન) નળ) અન	
વળતી� મા�!	 !) �)	! કું�)શો��. જ� બી)જી તી�ફ, તી	 એકું પ��દ��ન) ન�� છી	  જ	  તી	ન� બી�ળકું� નથે), તી� પછી) આપણે	 શો�� કું�)એ
છી)એ તી	 છી	 કું	 અમા	 ફક્તી પ	�	ન્! માEલ્યુન	 લિન��લિબીતી કું�)ન	 કું�ઢી) ન�ખુંવ�ન� પ્રોયુ� કું�)એ છી)એ. તી	થે), હ� � અહR આવ) �હ્યું� છી� �
અન	 આ મા��� પણે' ન�� અન	 હ� � તી	ન	 કું�ઢી) ન�ખુંવ� મા��ગો� છી� �, તી� પછી) હ� � જ�ઉં છી� �  અન	 પછી) હ� � માEળર્ભEતી �)તી	 આન� યુ�ગ્યુ
લિનદ̂શોકું લિન�મ્યુ�, જ	 આ બિં�કુંન) આવશ્યુકુંતી� છી	 અન	 કુંહ	 છી	 કું	 કું�ઈ અલિધકું�� નથે) પ�ઇન્!�. તી	થે), જ� વતી'મા�ન ન�� તી	ન�
��બી� બી�ળકુંન� છી	 તી� પ	�	ન્! �થે	ન� ��બી� બી�ળકુંન	 કુંહ્યું�� છી	 કું	 તી	 પ	�	ન્! છી	 . નબિંહતી�, પ	�	ન્! �થે	 યુ�ગ્યુ બી�ળકુંન	 ન� કુંહ	 છી	,
તી	થે) આ કું�', કું	!��કું કુંચે�� બીન�વ� કું��ણે કું	 આ ન�� હવ	 વ5ક્ષોથે) ��ર્ભ છી	 તી	 એકું ��ર્ભ છી	 . પ��તી�, અમા	 મા�ન)એ છી)એ
કું	 આ પ�નnપ્રો�પ્તી થેવ�� જ�ઈએ અન	 અમા	 તી	ન� લિવશો	 બિંચેતી� કું�તી� નથે), જ� તીમા	 કું�ઈ ર્ભ�ષા� પ�દ�ન	 જ�ઈ �હ્યું� હ�યુ, તી�
તીમા��	 આ "!�� પ� પ�છી� ફ્રી) "પ	 પ� ખુંEબી કું�ળજી ��ખુંવ) પ�શો	. પ��તી�, એવ) બી)જી ર્ભ�ષા�મા�� જ	મા�� કુંચે�� �ગ્રહ છી	, તી	
આપમા	ળ	 પ�ન"થે�'લિપતી થેશો	 અન	 કુંચે�� �ગ્રહ એકું કું�તી� વધ� માયુ �	શો	, પ��તી� મા�દ્દ� એ છી	 કું	 આપણે	 તી	ન	 ફ�)થે) 	! કું�)ન	
તી	ન	 દE� કું�) �હ્યું� છી)એ, પ	�	ન્! ત્યુ�� હ�વ�ન�� ધ્યુ�ન દ��	 છી	, તી	થે) આ પ��દ��ન�� કું	 છી	 . 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ' ��: 29:54)
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તી	થે),  �)ફ કું	મા�� લિવચે��ણે� કું�)એ,  હવ	 ચે��� આપણે	 કું	ન	 ધ્યુ�નમા�� �ઈએ જ� હ� � એકું મા�: બી�ળકું �થે	 ન��ન	 કું�ઢી)
ન�ખું)શો.  તી	થે),  પહ	�� કું	 આપણે	 જ�ઈશો��,  જ્યુ��	 આપણે	 ન��ન	 �)�)! કું�વ�ન� પ્રોયુ� કું�) �હ્યું� છી)એ કું	 જ	મા�� ફક્તી
��બી) ઉપ ટ્રી) છી	. તી	થે), ��બી	 નહ), બી��બી� લિન� છી	, તી	થે) આપણે	 K પ્રોથેમા શો�� કું�)એ છી)એ તી	 આપણે	 ��બી) અન�ગો�મા)ન)
નકું� કું�)એ છી)એ. તી	થે), આમા�� તી	ન� પ	�	ન્! ક્યુ��કું છી	, તી	થે) જ� આ ��બી�� બી�ળકું )ધ) પ	�	ન્! તી�ફ દ��	. તી	થે), !) ��! ��બી��
��! પ	�f! !) !T! પ	�f!ન્! છી	, તી� પછી) આપણે	 તીપ� કું�)એ છી)એ અન	 અમા	 નક્કું) કુંયુ�` છી	  કું	 આ ��બી�� પ	�	ન્! અથેવ� ��બી��
બી�ળકું અથેવ� પ	�	ન્! જ	 યુ�ગ્યુ છી	. તી	થે), આપણે) પ�	 ન��ન) ધ��ણે� છી	 કું	 તી	 ��બી) બી�જ�એ બી	ઠ	�) છી	 તી	 પ	�	ન્! છી	 , જ� !)
��! પ	�f! બી�કું) હ�યુ તી� તી	 છી	, તી� પછી) આપણે	 શો�� કું�)એ છી)એ તી	 છી	 કું	 આપણે	 આ મા�દ્દ� )ધ� બીન�વ્યુ� છી	. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ' ��: 30:54)

હવ	, જ� તી	 આન� જ	વ�� ન હતી��, પ��તી� તી	 બી)જી �)તી હતી), તી� આ કુંઈ પ	�	ન્!ન�� યુ�ગ્યુ બી�ળકું બીનશો	, તી� જમાણે) બી�ળકુંન	
)ધ) વ�તી કું�વ) જ�ઈએ નહR, પ	�	ન્!ન� �ચે� બી�ળકું હવ	 મા��� ��બી� બી�ળકું છી	 . તી	થે), આ વ"તી�ન	 દE� કું�વ� મા�!	ન� મા�ગો'
અન	 બી�ળકુંન	 પ્રો�ત્�લિહતી કું�વ�ન� તી	 �"તી� છી	, તી	 મા�: બી�ળકું જ છી	, જ� તી	 મા�: યુ�ગ્યુ બી�ળકું છી	 તી� આપણે	 માપ્રોમા�ણેતી�
કું�) શોકું)એ છી)એ. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ' ��: 31:14)

તી	થે), આપણે	 પહ	�� યુ�ગ્યુ બી�ળકું �ઈએ અન	 પછી) ફ�) શોરૂ કું�)એ કું	 તી	 પ	�	ન્! છી	  જ	  તીમા��� પ�તી�ન� પ	�	ન્! છી	  અન	 ત્યુ��
પછી) કું	ન� આધ��	, અમા	 આ બિંબીદ�એ આ બિંબીદ�એ આ બીન�વ્યુ�� છી	  આન) જ	મા તી	થે), ��બી) બી�જ�ન� !) ��! પ	�f! !) !T!
જમાણે) છી	, જમાણે) બી�જ�ન� !) ��! પ	�f! !) !T! બી�કું) છી	 . તી	થે), જ� મા��) પ�	 ફક્તી એકું જ બી�ળકું હ�યુ તી� વ5ક્ષોમા��થે)
અ�કું��કું �)તી	 જ� આપણે	 ન��ન	 દE� કું�)એ. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ' ��: 31:47)

અન	 છી	લ્�	, જ� આપણે) પ�	 બી	 બી�ળકું� �થે	 ન�� હ�યુ, તી� આપણે	 શો�� કું�)એ છી)એ જ� આપણે	 પહ	�� પ�વ'ગો�મા)ન	 વ)
પ� ગોણેતી�) કું�)એ અન	 પછી) કુંહ્યું�� કું	 વતી'મા�ન ન�ડ્ એ પ���ગો�મા) માEલ્યુ છી	  અન	 હવ	 આપણે	 જાણે)એ છી)એ કું	 આ માEલ્યુ
��લિપ્�કું	! છી	. તી	થે), આપણે	 ��બી) બી�જ�એ જઈએ છી)એ અન	 કું�ઢી) ન�ખુંવ�મા�� આવ	 છી	 યુ�દ છી	 કું	 જયુ��	 આપણે	 અહR કું�ઢી)
ન�ખ્યુ�, ��બી) બી�જ�એ આપણે	 જ	  જાણે)એ છી)એ તી	 કું�ઢી) ન�ખુંવ�� એ માહત્તમા વ	લ્યુ� છી	 . તી	થે), તી	થે) તી	 ક્યુ�� તી� કું�ઈ બી�ળકું�
હશો	 નહR તી	 એકું પ�ન હશો	 અથેવ� તી	 એકું� બી�ળકું હશો	. તી	થે), તી	 આ કું	મા�� પ�છી� આવશો	 નહR તી	 પહ	��ન� બી	 કું	�મા�� જ
અ!કું) જશો	 અન	 તી	  ફળતી�પEવ'કું કું�ઢી) ન�ખુંવ�મા��  આવશો	.  તી	થે),  ત્યુ��  ફ�)થે) કું�ઈ મા"યુ� નથે) જ	  ફક્તી ફ�)થે) કું�ઢી)
ન�ખુંવ�ન�� છી	. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ' ��: 32:22)
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તી	થે), આ બીધ� ઓપ�	શોન્ કું	 જ	ન	 આપણે	 વણે'વવ�� પ�શો	 હવ	 એકું જ પ�થે પ� ચે���. તી	થે), આમા��ન) કું�ઈપણે કું�માગો)�)મા��
Kથે) ખું��બી કું	 �કું�� એ વતી'મા�ન આપ	�� વ5ક્ષોન) ઊંચે�ઈ છી	 .  અન	 જ� આપણે	 કું�ઈ પ્રોકું��ન) �તી�લિ�તી વ5ક્ષોન	 જાળવ)
��ખું)એ છી)એ જ	મા કું	 આપણે	 જ�યુ	�) ગો�મા), તી� આ બી�જ�ઓમા�� ઊંચે�ઈ �ઘ�ગોણેકું છી	 . તી	થે), આપણે) પ�	 n ન� ગો��ઠ�
છી	 ઓ�'� ��ગો n છી	. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ' ��: 32:48)

તી	થે), તીમા	 આગો�મા) �	ક્ચે�મા�� �તી��ન કું	વ) �)તી	 જાળવવ�� તી	 જ�શો�, પ��તી� ધ��) �હ્યું� છી)એ કું	 આપણે	 જ	  �તી��ન જાળવ)
��ખ્યુ�� છી	  તી	મા�� આપણે	 જાળવ) ��ખું)એ છી)એ, આપણે	 જ	  પ્રો�પ્તી કુંયુ�` છી	  તી	મા�� ફળ થેયુ� છી	 , તી	 પ્રો�પ્તી કું�વ� મા�ગો	 છી	  જ	
આપણે	 જ�ઈએ છી	 આ બીધ� 7 ઑપ�	શોન એકું�થે	 કું�યુ'ક્ષોમા બીનશો	 અન	 હવ	 ��ગો એન !�ઇમા છી	 . કું��ણે કું	, તી	મા��ન� પ્રોત્યુ	કું
વ5ક્ષોન	 વ5ક્ષોન� �"તી� ઉપ� અથેવ� ન)ચે	 એકું ટ્રી�વ'�મા�� પ્રો�પ્તી કું�) શોકું�યુ છી	. 
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ડિ�ઝા�ઇન અન	 એન�લિ�લિ ઓફ એલ્ગો�ડિ�ધમ્ (Design and Analysis of Algorithms)
પ્રો�ફ	� મા�ધવન મા�કું��દ (Prof. Madhavan Mukund)

ચે	ન્નઈ મા	થે	મા	ડિ!કું� ઇલિન્"!ટ્યુ�! (Chennai Mathematical Institute)

મા�ડ્યુ�� - 02

�	ક્ચે� - 40

�તુ�લિ�તુ ચે( ટ્રી*(Search Trees)

અગો�ઉન� �	ક્ચે�મા��, આપણે	 ચે( ટ્રી*(Search Trees) પ� કું�યુ(વ�હી* જો�વ*. અમા	 દ�વ� કું�*એ છી*એ કું	 આ કું�યુ(ક્ષમા હીતુ� કું	
અમા	 �તુ��ન જાળવ* શકું*એ. તુ	થે*, ચે��� જો�ઈએ કું	 આપણે	 ચે( ટ્રી*(Search Trees)ન	 �તુ�લિ�તુ કું	વ* �*તુ	 ��ખી* શકું*એ. 

("��ઇ�માયુન� �દર્ભ( ��: 00:12)

તુ	થે*, યુ�દ ��ખી� કું	 આપણે	 આ 7 ઑપ�	શ�ન	 જો�ઈ �હ્યા� છી*એ, અમા	 મા:લ્યુ શ�ધવ� મા�!	 ક્ષમા છી*એ, તુમા	 મા:લ્યુ� શ�મા	�
કું�વ� અન	 કું�ઢી* ન�ખીવ� મા�!	 ક્ષમા છી�, તુમા	 પણે ગોણેતુ�* કું�વ� મા�!	 ક્ષમા છી� ન્યુ:નતુમા અન	 વ<ક્ષમા�� માહીત્તમા મા:લ્યુ અન	
આપ	� મા:લ્યુન� પ���ગો�મા* અન	 અન�ગો�મા* પણે શ�ધ* કું�ઢી� અન	 અમા	 દ�વ� કું�	� આ તુમા�મા ઓ�(� ��ગો n હીશ	 જો� ટ્રી	
�તુ�લિ�તુ હી�યુ. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ( ��: 00:34)

આમા, આ �*તુ	 આપણે	 જો	  બધ� ઓપ�	શન� અમા�મા�� મા:ક્યુ� છી	, તુ	 એકું જો મા�ગો( ઉપ� ચે��શ	 અન	 તુ	થે* જો ?થે* ખી��બ
કું	 વ<ક્ષન* ઊંચે�ઇ હીશ	 અન	 આપણે� �તુ�લિ�તુ વ<ક્ષન* ઊંચે�ઇ હીશ	. વ<ક્ષન� કુંદમા�� હી�મા	શ�� �ઘુ�ગોણેકું બનશ	. તુ	થે*, આજો	 આ
પ્રોવચેનન� ઉદ્દે	શ માજાવવ�ન� છી	, �તુ��ન કું	વ* �*તુ	 જાળવવ�� તુ	 વ<ક્ષન	 વધ	 છી	 અન	 �કું�ચે�યુ છી	. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ( ��: 00:54)

તુ	થે*,  ત્યુ�� વ<ક્ષ� એકું વ<ક્ષમા�� �તુ��નન* ઘુણે* જો� દ* જો� દ* મા�ન્યુતુ�ઓ છી	,  તુ	થે* આવશ્યુકુંપણે	 �તુ��ન આપણે	 તુ	ન	 ર્ભ?લિતુકું
�તુ��નન* જો	મા લિવચે��*એ. તુ	થે*, જો� તુમા	 જો:ન� શE�*ન� વન"પલિતુ લિવક્રે	તુ� પ�	 જાઓ છી�, જ્યુ��	 તુ	ઓ પ�	 આ પ્રોકું��ન��
�તુ��ન હીશ	 અન	 પછી* તુમા	 કું�ઈ પણે બિંબદ�એ ઇચ્છી� છી� કું	 જો� તુમા	 તુ	ન� દ્વ��� એકું વ<ક્ષ ધ��વ� છી� તુ� તુ	 મા:ળ છી	 , બ�ન	
બ�જો�  �તુ�લિ�તુ હી�વ* જો�ઈએ, તુ	 મા�ન હી�વ�� જો�ઈએ . તુ	થે*, �તુ��નન* ?થે* *ધ* કુંલ્પન� એ છી	 કું	 બ�ન	 બ��બ� છી	 કું	
��બ* બ�જો�  ન���ન* �ખ્યુ� દ�	કું ન�� મા�!	 જોમાણે* બ�જો�  ન���ન* �ખ્યુ� જો	!�* છી	. પછી*, તુ	 જો�વ�ન�� �ળ છી	  કું	 જ્યુ��	
તુમા	 �પ:ણે( લિદ્વ�ગો* વ<ક્ષ� મા	ળવ� છી�, તુ� ઉદ�હી�ણે તુ�*કું	 તુમા��* પ�	 એકું વ<ક્ષ હી�ઈ શકું	 છી	 જો	ન�� આ મા�ળખી�� છી	 અથેવ�
જો� તુમા	 તુ	ન	 એકું વધ� "તુ�ન� લિવ"તુ�� કું�� છી�,  તુ� ��બ* બ�જો�ન� દ�	કું ન�� મા�!	 તુમા��	 જોમાણે* બ�જો�  ,  પ��તુ� પછી* તુ	
�તુ�લિ�તુ પણે હી�વ�� જો�ઈએ, તુ	થે* તુમા��	 આન	 પ:ણે(પણે	 પ:ણે( કું�વ�� આવશ્યુકું છી	 . તુ	થે*, તુમા��* પ�	 3 "તુ�� �ધ*ન�� વ<ક્ષ હી�ઈ
શકું	 છી	  જો	  �પ:ણે( રૂપ	 ર્ભ��ઈ ગોયુ�� છી	  અથેવ� 4 "તુ� �ધ* અન	 તુ	થે* આગોળ છી	. તુ	થે*, જો� તુમા	 આ ચે�ક્કું મા�પ �તુ��ન
મા��ગો� છી�,  તુ� તુ	 ખી:બ પ્રોલિતુબ�લિધતુ છી	.  તુ	થે*,  તુમા��* પ�	 થે����  વધ��	 �ગોમાતુ� હી�ઈ શકું	 છી	 ,  તુમા	 કુંહી* શકું� છી� કું	 અમા	
બ��બ� મા�ન નથે*  બનવ� મા��ગોતુ�  હી�ઈએ,  અમા	 ઇચ્છીતુ�  હી�ઈએ કું	  તુ	  ?થે*  વધ�  બ�ધ હીશ	,  પછી* તુમા	  આ જો	વ�
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ઇન્"!ન્ટ્ મા�!	 મા�ળખી�� ધ��વ* શકું� છી�, જ્યુ�� તુમા��* પ�	 ફક્તુ ��બ* બ�જો�  અથેવ� તુમા��* પ�	 આ બિંબદ�એ ��બ	 અન	
જોમાણે	 તુમા��* પ�	 ફક્તુ એ�	 છી	 . આ મા�નકું મા�ળખી�ઓ, જો	  હીવ	 પ:ણે( બ�યુન�* વ<ક્ષ� નથે*, આ લિવચે��મા�� �તુ�લિ�તુ થેઈ
જાયુ છી	. તુ	થે*, આ આપણેન	 વધ� �વચે*કુંતુ� આપ	 છી	 અન	 આપણે	 આ �*તુ	 વધ� વ<ક્ષ� મા	ળવ* શકું*એ છી*એ, પ��તુ� ઇન્ટ્(
અન	 ડિ�લિ�ટ્ કું�*એ છી*એ તુ	મા આ લિમા�કુંતુન	 વધતુ* જોતુ* ��ખીવ� મા�શ્કું	� છી	 . તુ	થે*, આપણે	 �તુ��નન* જો� દ* જો� દ* કુંલ્પન�
મા�!	 જોઈશ��. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ( ��: 02:25)

આપણે	 જો	 �તુ��નન� ઉપયુ�ગો કું�*શ�� તુ	 કુંદન� �દર્ભ(મા�� નથે*, પ��તુ� ઊંચે�ઈન� �દર્ભ(મા�� છી	. તુ	થે*, આપણે	 કુંહી*શ�� કું	 ઊંચે�ઈ
અ�ખ્યુ ગો��ઠો� મા:ળથે* એકું પ��દ�� �ધ* છી	 . ઉદ�હી�ણે તુ�*કું	, જો� મા��* પ�	 એકું વ<ક્ષ જો	વ� દ	ખી�યુ છી	 , તુ� અહીN ઊંચે�ઈ 1,

2, 3, 4 છી	 કું��ણે કું	 આ મા�ગો( પ� આપણે* પ�	 4 ન�� છી	. તુ	થે*, ઊંચે�ઈ 4 બન* જાયુ છી	, તુ	 ગો��ઠો�ન* દ્રલિPએ મા�પવ�મા��
આવ	� ?થે* ���બ* પ�થેન* ��બ�ઈ છી	 ,  કું��ણે કું	  આપણે	 ગો��ઠો�ન* દ્રલિPએ મા�પ*એ છી*એ તુ	  કું��ણે છી	 ,  પછી* આપણે	
હી	��ઈથે* ર્ભ	દ કું�* શકું*એ છી*એ, ફક્તુ ઝા��મા��થે* ખી��* વ<ક્ષ જો મા:ળ છી	 . જો� તુમા	 ડિકુંન��*ઓન� મા�પદ��મા�� મા�પ્યુ� હી�, તુ�
ફક્તુ રુ!વ�ળ� વ<ક્ષન* ઊંચે�ઇ  0  હીશ	,  કું��ણે કું	 ત્યુ��  કું�ઈ ડિકુંન��*ઓ નથે* અન	 તુ	થે* ખી��* વ<ક્ષ હીશ	.  જો� આપણે	 તુ	ન	
ન�ડ્ન� �દર્ભ(મા�� મા�પ*એ તુ� ખી��* વ<ક્ષન* ઊંચે�ઈ  0 હી�યુ છી	  અન	 વ<ક્ષ �થે	 મા�ત્ર વ<ક્ષન* ઊંચે�ઇ  1 હી�યુ છી	.  તુ	થે*,
આપણે	 આ બ�ન	ન	  અ�ગો કું�* શકું*એ છી*એ.  અન	  હીવ	  કુંદન* લિ"થેલિતુન* અગો�ઉન* ��હીતુન	  ધ્યુ�નમા��  ��ખી*ન	,  ઊંચે�ઈ
�તુ��ન વ<ક્ષ એકું હીશ	  જ્યુ��  ��બ�ન* ઊંચે�ઈ અન	 જોમાણે	ન* ઊંચે�ઈ મા�!�ર્ભ�ગોન� કું�તુ��  અ�ગો હીશ	.  હીવ	,  તુ	 પ�છી�*
વ"તુ�મા�� વધ� હીળવ� છી	. ઉદ�હી�ણે તુ�*કું	, હીવ	 અ�બત્ત, હી� � આ જો	વ� ઊંચે�ઈ �તુ��ન વ<ક્ષથે* પ્રો���ર્ભ કું�* શકું�� છી� � . અન	 પછી*,
હીવ	 હી� � આન	 એકું ઊંચે�ઈ �તુ��ન વ<ક્ષ બન�વવ� મા�!	 જો��* શકું�� છી� �  અન	 હીવ	 આ ઊંચે�ઈ છી	 3 વ<ક્ષ હી� � ઊંચે�ઇ 2 વ<ક્ષ �થે	
જો���ઇ શકું�� છી� �  અન	 આ જો	વ� દ	ખી�તુ� ઊંચે�ઈ �તુ��ન વ<ક્ષ બન�વ* શકું�� છી� �. તુ	થે*, ��બ* ઉપ ટ્રી*ન* ઊંચે�ઈ 3 છી	, જોમાણે*
ઉપ ટ્રી*ન* ઊંચે�ઇ  2  છી	,  આમા�� વ���વ�� ��બ* ઉપ ટ્રી*ન* ઊંચે�ઈ  2  છી	,  જોમાણે*ન* ઊંચે�ઈ એ ઉપ ટ્રી*  1  છી	  અન	 તુ	થે*
આગોળ. તુ	થે*, અમા��* પ�	 એવ* વ"તુ�ઓ હી�ઈ શકું	 છી	 જો	  તુફ�વતુ છી��* દ	 છી	, તુ	થે* ત્વડિ�તુ કુંદ મા�!	 અહીN કુંદ 4 છી	 અન	
કુંદ  2  છી	.  પણે,  તુમા	 ગોણેતુ�* કું�* શકું� છી� કું	 આ ડિકું"�મા�� કુંદ પણે ઊંચે�ઈમા�� ઘુ�તુ��કું હીશ	 અથેવ� ઉંચે�ઇ કું�શ	 કુંદમા��
��ગોડિ�ધલિમાકું હી�વ��. તુ	થે*, આ વ<ક્ષ�ન	 એ.વ*.એ�. વ<ક્ષ� કુંહી	વ�મા�� આવ	 છી	, જો	ન�� ન�મા બ	 ��કું�ન� ન�મા પ�થે* બન�વવ�મા��
આવ્યુ�� છી	, જો	માણે	 "વતુ�ત્ર �*તુ	 તુ	માન	 એકું વ્યુલિક્તુ એડ્�	લ્-વ	લ્કું* (Adelson-Velsky) અન	 "વતુ�ત્ર �*તુ	 �	લિન્� તુ�*કું	
ઓળખી�વ્યુ� હીતુ�.  તુ	થે*,  એ.વ*.એ�.  વ<ક્ષ એકું ઊંચે�ઇ �તુ�લિ�તુ વ<ક્ષ છી	  જો	  કુંહી	 છી	  કું	 દ�	કું ન�� પ� ��બ	ન* ઊંચે�ઈ અન	
જોમાણે	�* ઉપ ઝા��ન* ઊંચે�ઇ મા�!�ર્ભ�ગો	 1 થે* અ�ગો હી�યુ છી	. 

("��ઇ�માયુન� �દર્ભ( ��: 04:53)

તુ	થે*, ચે��� આપણે	 જો�ઈએ ઊંચે�ઈ વચ્ચે	ન* મા�ત્ર� જો ઢી�ળન* વચ્ચે	ન� તુફ�વતુ, તુ	થે* આપણે* લિચેત્ર�મા�� અ�તુર્જ્ઞા�(ન છી	. તુ	થે*,
જો� તુ	 અ�તુ��ન હી�યુ તુ� વ"તુ�ન* ��વ�� કું�વ�મા�� આવ	 છી	 , તુ	થે* આ �*તુ	 અથેવ� આ �*તુ	 �ધ* આપણે	 આવ* શકું*એ,

તુ	થે* આપણે	 આ ઢી�ળન	 બ���વ* શકું*એ.  તુ	થે*,  આપણે	 કુંહી*એ કું	 આ ઢી�ળ ��બ* મા�પન* ઊંચે�ઈન* ઊંચે�ઈ છી	,  તુ	થે*
��બ*ન* ઊંચે�ઈ જોમાણે*ન* ઊંચે�ઈ કું�તુ�� ઓછી* છી	, પછી* તુમા��* પ�	 હીકું���ત્માકું ઢી�ળ છી	. જો� ��બ*ન* ઊંચે�ઈ જોમાણે*ન*
ઊંચે�ઈ કું�તુ�� મા�!* હી�યુ, તુ� તુમા��* પ�	 જોમાણે* બ�જો�  છી	, તુમા��* પ�	 નકું���ત્માકું ઢી�ળ હી�યુ તુ	ન� કું�તુ�� ��બ	 ન�ન� છી	 ,
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��બ	 જોમાણે	થે* વધ��	 તુમા	 હીકું���ત્માકું ઢી�ળ છી�. તુ	થે*, �તુ�લિ�તુ વ<ક્ષમા�� ઊંચે�ઈન� તુફ�વતુથે* �પ:ણે( મા:લ્યુ 1 હી�વ�� આવશ્યુકું
છી	, તુમા��* પ�	 મા�ત્ર વ<ક્ષન* ત્રણે શક્યુ ઢી�ળ�વ હી�ઈ શકું	 છી	, કું�� તુ� ત્યુ�� કું�ઈ ઢી�ળ મા�ન નથે* અથેવ� તુ	 1 અથેવ� વત્ત� 1
ન* વ"તુ* છી	. હીવ	, જો� તુમા	 ખી:બ જો �ળતુ�થે* દ�*� કું�* શકું	 છી	  કું	 જો� વતુ(મા�ન મા:લ્યુ ઢી�ળન� કું	!��કું ઓછી� 1 વત્ત� 1
છી	, જ્યુ��	 તુમા	 ન��ન	 કું�ઢી* ન�ખી� છી�, ત્યુ��	 તુમા	 1 થે* 1 ઊંચે�ઈન	 ઘુ!��* શકું� છી�. તુ	થે*, ઉંચે�ઇ તુફ�વતુ 1 થે* 2 અથેવ�
જ્યુ��	 તુમા	 વધશ� તુમા	 ઊંચે�ઈન� તુફ�વતુ કું�* શકું� છી�,  ફ�*  1 થે* 2 �ધ* જોઈ શકું� છી�.  તુ	થે*,  એકું જો શ�મા	� અથેવ�
એકું� લિવતુ�ણે પછી* નવ* ઢી�ળ મા�!� ર્ભ�ગો	 1 અથેવ� વત્ત� 2, બ�દબ�કું* 2 અથેવ� વત્ત� 2 હી�ઈ શકું	 છી	. તુ	થે*, આપણે	 શ��
મા�પ્તુ કું�*શ��  તુ	  કું�વ� મા�!	  આપણે	 જો	  કું�વ�ન� પ્રોયુ� કું�*શ��  તુ	 છી	  કું	  જ્યુ��	 પણે આપણે	 કું�ઈ દ�ખી� અથેવ� કું�ઢી*
ન�ખી*એ ત્યુ��	 આપણે	 તુ�ત્કું�લિ�કું વ<ક્ષન	 ફ�*થે* કું�વ�ન� પ્રોયુ� કું�*શ��.  તુ	થે*,  મા�ઇન 2 અથેવ� પ્� 2 મા��થે* એકું જો
મા�શ્કું	�* ઊર્ભ* થેશ	 તુ	 ક્યુ��	યુ ખી:બ ખી��બ અ�તુ��ન બનશ	 નહીN અન	 અમા	 તુ�તુ જો બ	�	ન્ન	  1  થે* વત્ત�  1  �ધ*મા��
પ�નY"થે�લિપતુ કું�*શ��. તુ	થે*, તુમા	 આ �*બ	�	બિંન્ગો કું�શ�, અમા	 આ �*બ	�	બિંન્ગો તુલિળયુ	 પણે કું�*શ��. અપ, તુ� શ�� થે�યુ છી	 અમા	
એકું શ�મા	� કું�*શ��, જો� તુમાન	 યુ�દ છી	  કું	 અમા	 ન*ચે	 જોઈએ છી*એ અન	 અમાન	 શ�મા	� કું�વ� મા�!	 "થે�ન માળ	 છી	 . તુ	થે*, આ
બિંબદ�એ આપણે	 નવ� ન�� ઉમા	�*એ,  તુ	થે* હીવ	 આ બિંબદ�એ કું	!��કું અ�તુ��ન હી�ઈ શકું	 છી	,  તુ	થે* આપણે	 તુ	ન	 ઠો*કું કું�*એ,

પછી* આપણે	 આ પ�થે ઉપ� જોઈશ�� અન	 આપણે	 ત્યુ�� જોઈશ�� અન	 અહીN પ�થેન	 ઠો*કું કું�*શ��, પ��તુ� આ માયુ	 તુમા	 ધ��	શ� કું	
ન*ચે	ન�� વ<ક્ષ �તુ�લિ�તુ છી	. તુ	થે*, જ્યુ��	 પણે આપણે	 �Zજોન* બહી��ન� ઢી�ળન	 ફ�*થે* બ�ધ કું�*એ છી*એ, ત્યુ��	 તુમા	 એમા મા�નશ�
કું	 ન*ચે	ન�� પ	!� વ<ક્ષ� પહી	��થે* �તુ�લિ�તુ છી	, કું��ણે કું	 આ �તુ��ન અમા	 જો�ઈશ�� તુ	 તુલિળયુ	 કું�વ�મા�� આવશ	. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ( ��: 06:59)

તુ	થે*, અહીN એકું �મા�ન્યુ પડિ�લિ"થેલિતુ છી	 કું	 અમા	 એકું જો ઓપ�	શન પછી* પહી[ચે*શ�� જો	  �તુ��નન	 દ:� કું�	 છી	. તુ	થે*, આપણે*
પ�	 ન�� હી�ઈ શકું	 છી	 જો	 "��પ પ્� 2 અથેવ� બ�દબ�કું* 2 ધ��વ	 છી	, તુ� ચે��� આપણે	 પ્� 2 બ�દ 2 ન	 માપ્રોમા�ણેતુ�
તુ�ફ વળ*એ. તુ	થે*, આપણે* પ�	 ન�� છી	 જો	ન	 આપણે	 એક્ કુંહી*એ છી*એ જો	મા�� ઢી�ળ વત્ત� 2 છી	 અન	 તુ	ન� અથે( શ�� છી	, તુ	
��બ	 વ<ક્ષ અન	 જોમાણે� વ<ક્ષ ધ��વ	 છી	 . આ �*તુ	, ��બ� વ<ક્ષન* ઊંચે�ઇ જોમાણે* વ<ક્ષન* ઊંચે�ઇ કું�તુ�� 2 વધ� છી	, યુ�દ ��ખી� કું	
આ ઢી�ળ જોમાણે* કું	 ��બ* બ�જો�ન* જોમાણે� અથેવ� ��બ	 છી	, તુ	થે* એચે પ્� 2 ઓછી� એચે હીશ	 2. હીવ	, વ���વ�� આપણે	
ધ��	 છી	  કું	 અહીN અન	 અહીNન* બધ* ઢી�ળ�વ વધ� વત્ત� 1 અથેવ� બ�દબ�કું* 1 છી	. તુ	થે*, આપણે	 ધ��* �હ્યા� છી*એ કું	 આન*
ન*ચે	ન* દ�	કું વ"તુ� લિનલિ\ચેતુ કું�વ�મા�� આવ* છી	 અન	 x પ�ન� આ પ	!� વ<ક્ષમા�� ફક્તુ એકું જો �તુ��ન છી	. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ( ��: 07:50)

તુ	થે*, હીવ	 ��બ* બ�જો�  ઊંચે* એચે પ્� 2 હી�વ�થે*, તુ	ન* ઊંચે�ઈ ઓછી�મા�� ઓછી* 2 હી�ઈ શકું	 છી	, એચે ઓછી�મા�� ઓછી� �
ન�ન� હી�ઈ શકું	 છી	,  તુ	થે* તુ	ન* ઊંચે�ઈ ઓછી�મા�� ઓછી*  2  હી�ઈ શકું	 છી	,  તુ	થે* અહીN ઓછી�મા�� ઓછી�  1  ન�� છી	.  મા���
માતુ�બ એ છી	 કું	 અહીN ઓછી�મા�� ઓછી� 2 ન��� છી	, તુ	થે* અમા��* પ�	 ઓછી�મા�� ઓછી� 1 ન�� છી	. તુ	થે*, આપણે	 તુ	ન	 રુ!
કું�*ન	 લિવ"તુ<તુ કું�*શ�� અન	 રુ! �મા�ન્યુ �*તુ	 2 પ	!� વ<ક્ષ�મા�� હીશ	, તુ	થે* હીવ	 આ માગ્ર વ"તુ� ઊંચે�ઈ h પ્� 2 છી	. તુ	થે*, હીવ	
આપણે	 આ નવ� ન�� જો�ઈશ�� જો	  આપણે	 અપ	લિક્ષતુ છી	. તુ	થે*, આ ઢી�ળ ઓછી� 1 0 અથેવ� વત્ત� 1 છી	 અન	 અમા	 કું	!��કું
તુલિળયુ	 �*બ	�	બિંન્ગો કું�વ� જોઈ �હ્યા� છી*એ, અમા	 તુ	 બધ�� ન*ચે	 ધ��* �હ્યા� છી*એ તુ	 કું	 છી	 . તુ	થે*, હી� � વ�યુ ન* ઢી�ળ શ�� છી	 તુ	ન�
આધ��	 કું	!��કું કું	 લિવ\�	ષણે કું�વ� જોઈ �હ્યા� છી� �. 
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("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ( ��: 08:41)

તુ	થે*, ચે��� ? પ્રોથેમા પડિ�લિ"થેલિતુન	 જો�ઈએ જ્યુ�� y ન* ઢી�ળ 0 અથેવ� વત્ત� 1 છી	, તુ	થે* જો� તુ	 0 અથેવ� વત્ત� 1 ન� અથે(
છી	 તુ� આન� અથે( એ છી	 કું	 આખી* વ"તુ� h plus 2 હીતુ* જો	મા��થે* 1 ન�� અહીN છી	, તુ	થે* તુ	 બ�કું* છી	 બ�ળકું ઓછી�મા�� ઓછી� �
એચે પ્� 1 હી�વ�� જો�ઈએ અન	 કું��ણે કું	 તુ	 ઢી�ળ 0 અથેવ� વત્ત� 1 છી	, યુ�ગ્યુ બ�ળકું ક્યુ�� તુ� H વત્ત� 1 છી	, ઢી�ળ 0 હી�યુ
અથેવ� તુ	 ઢી�ળન	 ઢી��કું* દ	 છી	 પ્� 1 છી	. તુ	થે*, હીવ	 આ વતુ(મા�ન લિ"થેલિતુ છી	 કું��ણે કું	 અમા��* પ�	 અ�તુ�લિ�તુ ન�� x �થે	 તુ	
બધ��  �તુ�લિ�તુ છી	.  પ��તુ�  આપણે	  ફક્તુ એવ* પડિ�લિ"થેલિતુમા��  આવ* ગોયુ� છી*એ કું	  જ્યુ��  આપણે	  પ�છીળન* પડિ�લિ"થેલિતુન��
લિવ\�	ષણે કું�વ�ન� પ્રોયુ� કું�*એ છી*એ. તુ	થે*, x ન	 પ્� 2 ન�� �તુ�લિ�તુ અ�તુ��ન માળ્યુ�� છી	  અન	 તુ	ન� ન*ચે	 આપણે* પ�	
શ�મા	� છી	  કું	 કું	મા તુ	  0 અથેવ� વત્ત� 1 છી	.  તુ	થે*,  હીવ	 આપણે	 આ પડિ�ભ્રમાણે કું�*એ છી*એ,  તુ	થે* આપણે	 આ વ<ક્ષ �ઈએ
છી*એ અન	 આપણે	 વ�યુ દ્વ��� તુ	ન	 અ!કું*એ છી*એ અન	 અમા	 વ"તુ�ઓ ફ�*થે* જો��	 છી	 . તુ	થે*, આ પડિ�ભ્રમાણેમા�� જ્યુ��	 તુમા	
વ�યુ દ્વ��� તુ	ન	 અ!કું* જાઓ છી�, ત્યુ��	 x ન*ચે	 આવ	 છી	  અન	 હીવ	 આપણે	 આ પ	!� વ<ક્ષ� પ� ધ્યુ�ન આપ*એ છી*એ, તુ	થે*
આપણે* પ�	 3 પ	!� વ<ક્ષ� છી	, અમા��* પ�	 TLL, TLR અન	 TR છી	. તુ	થે*, TR એ x ન* જોમાણે* બ�જો�એ છી	 અન	 તુ	 y
ન* જોમાણે* બ�જો�  પણે છી	, તુ	થે* તુ	 બ�ન	ન� અલિધકું�� છી	, !* ન* ��બ* બ�જો�એ x ન* જોમાણે* બ�જો�  છી	, !*એ�એ� y ન*
��બ* બ�જો�એ છી	, x ન* ��બ* બ�જો�એ છી	 . 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ( ��: 09:57)

તુ	થે*, જો� તુમા	 ત્યુ�� જાઓ છી� તુ� અમાન	 ��ગો	 છી	 કું	 !*આ� બ�ન	ન* જોમાણે* બ�જો�  છી	 , !*એ�આ� વ�યુન* જોમાણે* બ�જો�એ
��બ* બ�જો�એ છી	  અન	 !*એ�એ� બ�ન	ન* ��બ* તુ�ફ છી	. તુ	થે*, અમા	 આ વ<ક્ષ� અ!કું* ગોયુ� છી*એ, તુ	થે* હીવ	 અમા	 ચેકું�*
શકું*એ તુ	 બધ� મા:લ્યુ�ન	 હી��મા�� એકું ચે( ટ્રી*(Search Trees) મા"યુ� તુ�*કું	 �ગોડિઠોતુ કું�વ�મા�� આવશ	. પ��તુ�, હીવ	 જો� તુમા	
ઢી�ળ�વ પ� નજો� ન�ખી�,  તુ� આપણે	 આ ઢી�ળ�વન	 વ���મા�� મા	ળવ* છી	,  આપણે	 જાણે*એ છી*એ કું	 !*એ�એ�ન* એચે
પ્� 1, !*એ�આ� એ એચે પ્� 1 અથેવ� એચે અન	 !*એચે છી	. તુ	થે*, આન� અથે( એ છી	 કું	 જો� હી� � આ બિંબદ�એ આ બધ*
ઊંચે�ઇ પ� જો�ઉં છી� �, તુ� તુ	 ક્યુ�� તુ� એચે પ્� 1 અથેવ� માહીત્તમા એચે પ્� 2 છી	, તુ	થે* આ એચે પ્� 2 અથેવ� એચે
પ્� 1 છી	. જો� તુ	 એચે પ્� 2 છી	, તુ� પછી* વ�યુ પ� ઉંચે�ઇ ઢી�ળ 1 ન* બ�દબ�કું* છી	, જો� તુ	 એચે પ્� 1 હી�યુ તુ� બ�ન	
બ�જો�ઓ પ� એચે વત્ત� 1 "�� પ� વ�યુ 0 છી	 અન	 જો� તુમા	 x ન	 જો�ઓ છી�, તુ� આપણે* પ�	 h plus 1 છી	 અન	 અહીN
આપણે* પ�	 h છી	, તુ	થે* તુફ�વતુ 0 છી	. અથેવ� વત્ત� 1. તુ	થે*, એક્ હીવ	 �તુ�લિ�તુ છી	, વ�યુ �તુ�લિ�તુ છી	 અન	 ધ��ણે� દ્વ���
અન�કું:�નપ:વ(કું બધ� ગ્ર	 પ	!� વ<ક્ષ� �તુ�લિ�તુ છી	. તુ	થે*, એકું જો પડિ�ભ્રમાણેથે*, આપણે	 વ<ક્ષન	 ફ�*થે* બ�ધ કું�* દ*ધ� છી	. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ( ��: 10:55)

તુ	થે*, ત્ર*જી પડિ�લિ"થેલિતુ એ છી	 કું	 તુ	 0 અથેવ� વત્ત� 1 નથે*, પ��તુ� "��પ મા�ઇન  1 છી	. તુ	થે*, આપણે	 કું	 �થે	 પહી	��થે*
જો વ્યુવહી�� કુંયુc છી	 જ્યુ�� 0 અથેવ� પ્� 1 શક્યુતુ� છી	. તુ	થે*, જો� તુ	 1 ઓછી� છી	, તુ� એન� અથે( એ છી	 કું	 જોમાણે	 બ વ<ક્ષ
આગો�મા* ��બ� ઉપ ટ્રી* કું�તુ�� ખીતુ ���બ* હી�વ* આવશ્યુકું છી	. તુ	થે*, આખી* વ"તુ� ફ�*થે* યુ�દ ��ખીવ* એ છી	 કું	 એચે પ્� 2
ઊંચે* ધ��ણે� છી	, કું��ણે કું	 આખી* વ"તુ� વત્ત� 2 છી	, તુ	થે* આખી* વ"તુ� h પ્� 2 છી	 અન	 આ વ"તુ� h છી	. હીવ	, આ એચે
પ્� 2 હીવ	 તુ	 વ�યુન�� લિવર્ભ�જોન કું�	 છી	 અન	 બ�કું*ન��, એચે પ્� 1 જોમાણે* તુ�ફ આવવ�� આવશ્યુકું છી	 અન	 1 ��બ* બ�જો�એ
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આપણે	 ધ��ણે� દ્વ��� ઢી�ળ મા	ળવ*એ છી*એ,  આપણે	 મા�ન*એ છી*એ કું	 ઢી�ળ�વ ઓછી� છી	.  તુ	થે*,  હીવ	 આપણે	 જોઈ �હ્યા�
છી*એ આ ન��ન	 લિવ"તુ<તુ કું�વ� મા�!	 હીવ	 તુ	 એહી પ્� 1 છી	, તુ	થે* અહીN ઓછી�મા�� ઓછી� 1 ન�� પણે એકું �"તુ� છી	 જો	  0
ન* ઓછી�મા�� ઓછી* રુ! ન�� છી	. તુ	થે*, આપણે	 રુ! ન��ન	 એક્પ�ઝા કું�*શ�� કું��ણે કું	 આપણે	 પહી	�� y ખી�લ્��� પ�ડ્યુ�� હીતુ��. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ( ��: 11:48)

તુ	થે*,  હીવ	 આપણે	 આ  TLR  ન	  2  પ	!� વ<ક્ષ�  TLRL  �થે	 ઝા	� તુ�*કું	  લિવતુ�વ*એ છી*એ.  તુ	થે*,  આ :ચેવવ�ન��  મા�નવ��
જો�ઈએ કું	 આપણે	 તુ	માન� મા:ળ વ<ક્ષન	 જોઇએ અન	 ��બ	 જોમાણે	 જાઓ અન	 ��બ* બ�જો�  જાઓ, તુ	થે* !*એ�આ�એ� ��બ*
બ�જો�  જાઓ, જોમાણે	 જાઓ, જોમાણે* બ�જો�  જાઓ. તુ	થે*, તુ	 TLRR છી	, તુ	થે* તુ	 પ	!� વ<ક્ષ� મા�!	 �કું	તુ છી	, તુ	થે* આખી* વ"તુ�
એચે પ્� 1 હીતુ*. તુ	થે*, આ એચે પ્� 1 ક્યુ�� તુ� બ�જો�  આવ* શકું	 છી	 , તુ	થે* આ એચે છી	 અથેવ� એચે ઓછી� 1 અથેવ�
આ એચે છી	. અથેવ� એચે અવતુ�ણે 1 વ�"તુવમા�� તુ	મા��થે* એકું હી�વ�� જો જો�ઈએ. કું��ણે કું	, આપણે	 બ�ન	 ઓછી� 1 ઓછી� છી	,
તુ� આખી* વ"તુ� એચે પ્� 1 હી�ઈ શકું	 નહીN. તુ	થે*, ઓછી�મા�� ઓછી� � 1 એચે છી	 અન	 તુ	 �તુ�લિ�તુ છી	 , તુ	થે* માન	 ખીબ� નથે* કું	
તુ	 કુંઈ �*તુ	 છી	, પ��તુ� ઓછી�મા�� ઓછી� આમા��ન* એકું ટ્રી	 છી	. હી� � બ*જાન	 h અથેવ� h મા�ઇન 1 મા	ળવ* શકું�� અન	 તુ	 શબ્દ
હીશ	 તુ	 કું�ઈ વ��ધ� નહીN. તુ�, હીવ	 મા��* પ�	 બ	 પગો��ન* પ્રોડિક્રેયુ� છી	 જો	  હી� � કું�*શ, હીવ	 હી� � મા�ન ��!	શન કું�*શ, પણે ��બ*
બ�જો�  આ બ	 ન���ન� મા�વ	શ કું�શ	. તુ	થે*, હી� � z દ્વ��� અહીN આ પ	!� વ<ક્ષ�ન	 અ!કું*શ. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ( ��: 12:50)

તુ	થે*, જો� હી� � આ પ	!� વ<ક્ષ� �ગો�વ*શ તુ� શ�� થે�યુ છી	 કું	 ન*ચે	 આ 3 વ<ક્ષ� માન	 ફ�*થે* જો���યુ� છી	 અન	 આપણે	 બ�ન	ન	 યુ�ગ્યુ
�*તુ	 ફ�*થે* જો��વ�� પ�શ	,  !*.એ�.એ�.  બ�ન	ન* ��બ* બ�જો�એ બ*! છી	.  અન	 ઝા	� !*એ�આ�આ�,  વ�યુ અન	 ઝા	� અન	
!*એ�આ�એ� બ�ન	ન* જોમાણે* બ�જો�એ છી	  અન	  1 ન* જોમાણે* બ�જો�એ છી	.  અન	 હીવ	,  જો� તુમા	 પ�છી� જાઓ અન	 બધ*
ઊંચે�ઈઓ તુપ��, તુ� તુમાન	 ��ગો	 છી	 કું	 y પ� માન	 ક્યુ�� ઊંચે�ઈ છી	  0 અથેવ� મા��* પ�	 ઊંચે�ઈ વત્ત� 1 છી	. હીવ	, જો� હી� � z
ન	 જો�ઉં તુ� ��બ�� બ�જો�  બ�જો�  હીવ	 એચે પ્� 1 છી	 અન	 જોમાણે� હી�થે બ�જો�  h અથેવ� h ઓછી� 1 છી	. તુ�, જો� એચે h
plus 1 છી	 અન	 આ h છી	 માન	 પ્� 1 માળ	 છી	, જો� તુ	 એચે પ્� 1 હી�યુ તુ� આ એચે મા�ઇન 1 માન	 પ્� 2 માળશ	.
તુ	થે*, આ પ્રોડિક્રેયુ�મા�� હીવ	 મા��* પ�	 એક્ નથે* જો	  અ�તુ�લિ�તુ હીતુ�� અન	 અ"થે�યુ* રૂપ	 બન�વ	�� તુ	 ઝા	� છી	  જો	  �ર્ભવતુY
અ�તુ��ન છી	.  તુ	થે*,  હી� � ખી�તુ�*પ:વ(કું કુંહી* શકુંતુ� નથે* કું	 તુ	 અ�તુ��ન છી	,  પ��તુ� તુ	 અ�તુ��ન હી�ઈ શકું	 છી	,  કું��ણે કું	 માન	
ખીબ� નથે* કું	 h શ�� છી	  અન	 જો	  h ઓછી� 1 છી	, પ��તુ� આ મા�ત્ર માધ્યુવતુe પગો��� છી	, તુ	થે* હીવ	 માZ જો	  કુંયુ�f છી	, તુ	થે* અગો�ઉ
આપણે	 જો	  કુંયુ�f તુ	,  આપણે	 અહીN ��બ* ��!	શન પ� કું�*શ��.  તુ	થે*,  હી� �  x પ� જોમાણે* ફ	�વણે* દ્વ��� આન	 અન��વ� જોઈ
�હ્યા� છી� �. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ( ��: 14:08)

તુ	થે*, આપણે	 �ખી�ણેન	 ઝા	� અપ કું�*એ, x વધ	 છી	  x જાયુ છી	  અન	 હીવ	 ફ�*થે* આપણે	 4 વ<ક્ષ� અ!કું*એ છી*એ અન	 ત્યુ��
અ!કું* જોવ�ન� એકુંમા�ત્ર �"તુ� છી	, તુ	 ચેકું�* શકું	 છી	  કું	 તુ	 પ�છી� �  જોશ	 અન	 તુપ� કું�શ	 તુ	માન* અ!કું*. તુ	થે*, !*એઆ�આ�
ઝા	� અન	 એક્ કું�તુ�� મા�!�� હી�વ�� જો જો�ઈએ, !*એ�એ� વ�યુ અન	 ઝા	� કું�તુ� ન�ન* હી�વ* આવશ્યુકું છી	 . અન	 હીવ	 અમા��*
પ�	 ખી:બ જો �ખી* પડિ�લિ"થેલિતુ છી	 કું	 જો� તુમા	 y ન* ઢી�ળ જો�ઓ છી�, તુ� તુ	 0 અથેવ� તુ	 વત્ત� 1 હી�ઈ શકું	 છી	 કું��ણે કું	 આ h

213



અવતુ�ણે 1 હી�ઈ શકું	 છી	.  જો� તુમા	  x ન	 જો�ઓ તુ� તુ	  1 ઓછી� થેઈ શકું	 છી	  ,  કું��ણે કું	 આ h ઓછી� 1 હી�ઈ શકું	 છી	  આ
ચે�ક્કુંપણે	 એચે છી	 અથેવ� આપણે	 0 હી�ઈ શકું*એ છી*એ. પ��તુ�, આ બધ* વ"તુ� ચે�ક્કુંપણે	 એચે પ્� 1 છી	 કું��ણે કું	 મા��*
પ�	 કુંદ એચે ન� ઓછી�મા�� ઓછી� 1 પ	!� વ<ક્ષ છી	, આ �પ:ણે( વ"તુ� ફ�*થે* વત્ત� 1 છી	, કું��ણે કું	 મા��* પ�	 કુંદ એચે ન�
ઓછી�મા�� ઓછી� 1 પ	!� વ<ક્ષ છી	  અન	 તુ	થે*, 0 પ� z પ� ઢી�ળ 0 છી	.  તુ	થે*,  ત્રણે	યુ ગો��ઠો�  x, y અન	 z બ�ન	 યુ�ગ્યુ �	ન્જોમા��
ઢી�ળ�વ ધ��વ	 છી	 અન	 તુ	થે* હી� � ફ�*થે* �તુ��ન �ગ્રલિહીતુ કું�*શ. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ( ��: 14:59)

તુ	થે*, આ ����શ મા�!	 આપણે	 જો	  કુંહ્યા�� છી	  તુ	 �રૂ છી	  કું	 જો� આપણે* પ�	 વત્ત� 2 હી�યુ, તુ� આપણે	 x ન* ��બ* બ�જો�એ
બ�ળકુંન	 y કુંહી*શ��, જો� y ન* ઢી�ળ 0 અથેવ� 1 હી�યુ તુ� આપણે	 ફ	�વ*શ�� x પ� જોમાણે* બ�જો�એ, જો� y પ� ઢી�ળ અવતુ�ણે
1 હી�યુ તુ� પહી	�� તુ	ન	 ફ	�વ� અન	 પછી* આપણે	 વ�યુ ફ	�વ�. ક્યુ��કું કું	 આપણે	 x પ� ફ	�વ�, પ��તુ� પ્રોથેમા આપણે	 વ�યુ�ઓન	 1
થે* ઓછી� ગો�ણે�મા�� ફ	�વ* દ*ધ*. હીવ	, તુ	 ચે��� થેશ	 કું	 જો� તુમા��* પ�	 અન્યુ 	! કું	 છી	, તુ� અન્યુ આત્યુ�લિતુકું જ્યુ�� x પ�
"�� ઢી�ળ�વ� 2 છી	,  તુ� પછી* માપ્રોમા�ણે લિચેત્ર,  તુ	થે* આપણેન	 જોમાણે* બ�જો�  ખી�લ્�* કું�વ* પ�શ	, તુ	થે* હી� � તુ	ન	  y કુંહી*શ.

તુ	થે*, મા:ળર્ભ:તુ બ	લિઝાક્ ઓપ�	શન એ છી	 કું	 જો� y ન* અવતુ�ણે 1 અથેવ� 0 ન* ન*ચે	 હી�યુ તુ� તુ	 માપ્રોમા�ણેતુ� યુ�દ કું�	 છી	,
તુ� પછી* આપણે	 એકું ��બ* બ�હ્યા પડિ�ભ્રમાણે x કું�*શ��. નબિંહીતુ�, આપણે	 y પ� યુ�ગ્યુ પડિ�ભ્રમાણે પ્રોથેમા કું�*શ��, જો� વ�યુ પ�
ઢી�ળ વત્ત� 1 હી�યુ અન	 પછી* આપણે	 ��બ� પડિ�ભ્રમાણેન	 જો કું�*શ��. તુ	થે*, અમા	 તુ	માન� ઓછી� 2 કું	ન	 લિવગોતુવ�� ન જો�ઈએ,

પ��તુ� તુ	 જો�વ�ન�� �ળ છી	 કું	 તુ	 પ્� 2 કું	મા�� માપ્રોમા�ણે છી	. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ( ��: 15:58)

તુ�, તુમા	 આ ��!	શન કું	વ* �*તુ	 કું�� છી�, તુમા	 આ લિચેત્ર� ક્યુ��થે* દ��* શકું� છી� અન	 બહી�� ન*કુંળ	 છી	 . તુ	થે*, તુમા	 ફક્તુ બધ�� જો
ન�મા� આપ�, તુ	થે* આપણે	 કુંહી*એ છી*એ કું	 આપણે	 આ x ન	 y ઉપ� ફ	�વવ� મા��ગો*એ છી*એ, હીવ	 આપણે	 અહીN મા:ળ યુ�દ
��ખી*એ છી*એ. તુ�, આપણે	 ન��મા�� ફ	�ફ�� કું�* શકુંતુ� નથે*, જો	  t એ 2 તુ�ફ છી	, તુ	થે* આપણે	 યુ�દ ��ખી*એ છી*એ કું	 t ન*
કિંકુંમાતુ આપણે	 અહીN મા:લ્યુન	 યુ�દ કું�*એ છી*એ. તુ	થે*, આપણેન	 આ ન�મા x અન	 y ન* જોરૂ� છી	  જો	મા�� તુ	 શ�મા	� છી	  અન	
પછી* આ ત્રણે	યુ વ<ક્ષ� TLL, TLR અન	  TR તુ�ફ લિનદhશ કું�	 છી	  અન	 પછી* અમા	 તુ	ન	 ફ�*થે* કુંન	ક્! કું�*એ છી*એ.  તુ	થે*,
આપણે	 જો	 કું�*એ છી*એ તુ	 આપણે	 પહી	�� આ મા:લ્યુન	 y દ્વ��� બદ�*એ છી*એ, તુ� આપણે	 શ�� કું�*એ છી*એ તુ	 છી	 કું	 આપણે	
આ ન��ન	 જોમાણે* બ�જો�એ આવ*એ અન	 આપણે	 તુ	ન	 x થે* મા:લ્યુ આપ*એ તુ	 ફ�*થે* 	! કું�*એ. તુ	થે*, આપણે	 અહીN એકું
એક્ મા�ક્યુ� છી	 અન	 આપણે	 ત્યુ�� તુ	 ન[ધ્યુ�� છી	  અન	 પછી* ��બ* બ�જો�એ !�પ ન�� ન*ચે	 અ!કું* ગોયુ� છી	 . અમા	 !*.એ�.એ�.

મા:કું*એ છી*એ અન	 જોમાણે� જોમાણે* બ�જો�  TLR જો� ��બ* બ�જો�એ જોમાણે* બ�જો�એ જોમાણે	 નવ� જોમાણે� ન�� ન*ચે	 છી	.
તુ	થે*, તુમા	 મા�ત્ર આ પ્રોકું��ન� પ�ન: જો���ણે કું�� છી� જો	મા કું	 તુમા	 જો���ણે છી��વ�� અન	 ફ�* જો���ણે કું�� છી� અન	 મા�ત્ર અમા	
બધ� ન�મા� ટ્રી	કું ��ખી	 છી	. તુ	થે*, તુ	 બધ�� અન:કું�ળ છી	 અન	 બ��બ� હી:કું છી	. તુ	થે*, તુ	 ખી:બ જો �ળ છી	, તુ	થે* તુમા	 ન[ધ્યુ�� છી	 કું	 આ
પ્રોકું��ન�� તુતુ 	! ઑપ�	શનમા�� આમા��થે* કું	!��કું ��બ	 અન	 જોમાણે	 પ�ઇન્!� �મા	� છી	 .  તુ	થે*,  તુ	 વ<ક્ષન� કુંદન	 ધ્યુ�નમા��
�	શ	, તુ	 ખી:બ જો "થે�લિનકું કું�માગો*�* છી	. તુ	થે*, આપણે	 આન	 એકું તુતુ એકુંમા ઑપ�	શન તુ�*કું	 કું�* શકું*એ છી*એ. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ( ��: 17:25)
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અન	 ��બ* બ�જો�ન* મા�ન વ"તુ�,  અમા	 ન�મા� આપ*એ છી*એ અન	 આપણે	 આ અપ�	! કું�*એ છી*એ તુ	 બ��બ� આપણે	
પહી	�� કુંયુ�f છી	. તુ	થે*, ફ�*થે* આ ઓપ�	શન્ન� તુતુ 	! છી	 જો	 ��બ* બ�જો�  ફ	�વશ	. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ( ��: 17:38)

તુ	થે*, હીવ	 તુ	 બ	 ��!	શન ધ��વ	 છી	, તુ� પછી* �*બ�	બિંન્ગો 	! શ�� કું�	 છી	, �*બ	�	બિંન્ગો 	! કું�	 છી	 કું	 જો� મા��* પ�	 ન�� છી	 જો	
પ્� 2 ધ��વ	 છી	, તુ� હી� � ખી�લ્�* કું�*શ કું	 તુ	 બ�ળકું બ�કું* છી	 અન	 હી� � તુ	ન	 તુપ��� છી� �  ઢી�ળ, જો� તુ	 ઢી�ળ�વ 1 ન* વ!�ણે� છી	, તુ�
પ્રોથેમા ત્યુ�� હી� � ��બ�� ફ	�બદ� કું�*શ અન	 પછી* ર્ભ�	 હી� � !�ચે પ� જોમાણે* ફ	�બદ�* કું�*શ. માપ્રોમા�ણેતુ�ન� ડિકું"�ઓમા��, જો�
મા��* પ�	 !�ચેન* મા�ત્ર� 2 ન* મા�ત્ર� હી�યુ, તુ� તુ	 એકું યુ�ગ્યુ બ�ળકું હીશ	 અન	 પછી* જો� તુ	 વત્ત� 1 તુ�*કું	 હીશ	 ત્યુ��	 હી� � અહીN
પ્રોથેમા જોમાણે* પડિ�ભ્રમાણે તુ�ફ આગોળ વધ�� છી� �  અન	 પછી* ર્ભ�	 હી� � ��બ* બ�જો�ન� ��!	શન કુંરુ� !�ચે. તુ	થે*, �*બ	�	બિંન્ગો એ
આ બ	 પગો��� છી	 અન	 પડિ�ભ્રમાણે આ અન્યુ પગો���ઓન�� લિનમા�(ણે કું�	 છી	, તુ	થે* મા:ળર્ભ:તુ �*તુ	 �*��	બિંન્ગો આપ	�� ન�� પ� તુ	
ન�� પ� તુતુ �ખ્યુ�બ�ધ ઓપ�	શન્ છી	. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ( ��: 18:24)

તુ	થે*,  હીવ	 આપણે	 જો	  કું�*એ છી*એ તુ	 દ�	કું વખીતુ	 આપણે	 આપણે� વ<ક્ષમા�� પડિ�વતુ(ન ��વ*એ છી*એ જો	  ન��ન* ઢી�ળન�
�તુ��નન	 અ� કું�* શકું	 છી	, અમા	 �તુ��ન કું�*એ છી*એ. તુ	થે*, જ્યુ��	 આપણે	 આપણે� પહી	��ન� કું��મા�� દ�ખી� કું�વ� મા�!	,
જ્યુ��	 આપણે	 વ<ક્ષન� ��બ� ર્ભ�ગોમા�� ફ�* વળ	���  શ�મા	� કુંયુ�f  હીતુ��,  અમા	 પ�નર્જીલિવતુ કુંયુ�f છી	,  તુ	વ* જો �*તુ	 આપણે	 વ<ક્ષન�
જોમાણે	 શ�મા	� કું�*એ છી*એ જો	 અમા	 �*બ��ન્ કુંયુ�f છી	, અમા	 ફક્તુ આ �*બ��ન્ કું�� �જો:  કું�*એ છી*એ અન	 ન[ધ એ છી	 કું	
આ આ ન�� મા�!	 તુતુ કું�માગો*�*.  તુ	થે*,  તુમા	 પ�થે �થે	 આ બધ* �*તુ	 કું�શ�.  તુ	થે*,  આ તુતુ �ખ્યુ�ન� ઓપ�	શન્મા��
��ગો એન વખીતુ કું�શ	, તુ	થે* તુ	 આપણે� ઑપ�	શનન* અલિમ્પ્!�ડિ!કું જોડિ!�તુ�ન� �દર્ભ(મા�� કું�ઈપણેન	 અ� કું�શ	 નહીN, તુ	
દ�	કું ન�� મા�!	 તુતુ માયુ �ચે��નન* �ઘુ�ગોણેકું �ખ્યુ� હીશ	. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ( ��: 19:04)

�*�*! �થે	 તુ	 જો છી	, જ્યુ�� ઉપ� આપણે	 પ�ન��વતુ(ન કું�*એ છી*એ તુ	 કું�ઢી* ન�ખી*એ છી*એ. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ( ��: 19:10)

અન	 પછી* ત્યુ�� એકું કું	 હીતુ� જ્યુ�� અમા	 માહીત્તમા મા:લ્યુ અથેવ� પ���ગો�મા* કું�ઢી* ન�ખ્યુ��, તુ	થે* ફ�*થે* અમા	 પ�નર્વિવચે�� કું�*એ
છી*એ. તુ	થે*, આપણે	 વ<ક્ષન* મા�ળખી��ન	 અ� કું�તુ* વખીતુ	 શ�મા	� અન	 શ�મા	� કું�* શકું*એ છી*એ તુ	 અમા	 મા�ત્ર ખી�તુ�* કું�*એ
છી*એ કું	 અમા	 તુ	 વ<ક્ષન	 ફ�*થે* બ�ધ કું�* દ*ધ* છી	 

((માયુન��દર્ભ(: 19:22)).
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("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ( ��: 19:23)

તુ	થે*, એકું મા�દ્દે� છી	  કું	 આપણે	 આ બ�બતુમા�� �વચે	તુ �હી	વ�� જો�ઈએ, તુ	થે* અમા	 કુંહ્યા�� કું	 આપણે	 આ બધ� �*બ	�	બિંન્ગો કું�વ��
પ�શ	. તુ	થે*, જો� તુમા	 �*બ	�	બિંન્ગો પ� પ�છી� જાઓ છી�, તુ� �*બ	�	બિંન્ગોન	 ઢી�ળ અન	 ઢી�ળન* ગોણેતુ�* કું�વ�ન* જોરૂ� છી	 જો	
આપણે	 જોમાણે* બ�જો�ન* ��બ� મા�ળન* ઊંચે�ઇન* ઊંચે�ઈન	 વ્યુ�ખ્યુ�લિયુતુ કું�* છી	. હીવ	, ફ્��યુ પ� ઊંચે�ઈન* ગોણેતુ�* કું�વ*
શક્યુ છી	,  વ<ક્ષન* ઊંચે�ઈ વ���વ�� ગોણેતુ�* કું�વ�મા�� આવ	 છી	,  જો� તુ	 ન હી�યુ તુ� તુ	ન* ઊંચે�ઇ  0  હી�યુ છી	;  અન્યુથે�,  તુમા	
વ���વ�� ��બ	ન* જોમાણે* બ�જો�ન* જોમાણે* બ�જો�ન* ગોણેતુ�* કું�� છી� અન	 પછી* આ ન�� મા�!	 એકું�ઉબિંન્!ગો કું�� છી�,  તુમા	
તુ	મા�� એકું ઉમા	�� છી�. તુ	થે*, તુમા	 માહીત્તમા બ	 પ	!� વ<ક્ષ� �� અન	 એકું ઉમા	��, પ��તુ� આ દ�ર્ભ�(ગ્યુ	 વ<ક્ષમા��ન� દ�	કું ન��ન* તુપ�
કું�વ* શ�મા	� છી	. તુ	થે*, આ વ<ક્ષન� કુંદન� ક્રેમામા�� પ્રો�યુ�લિગોકું હીશ	. તુ�, આ અમા�કું અથે(મા�� ઘુ�ષણે�ત્માકું કું�માગો*�* હીશ	 તુ	ન� પ�
આધ�� ��ખી*ન	 મા��� અથે( પ�થેન* �ખી�માણે*મા�� થે�યુ છી	, તુ	થે* અમા	 ��લિગોન ઓપ�	શન કું�વ�ન� પ્રોયુ� કું�* �હ્યા� છી*એ,

આ ઓ�(� એન ઓપ�	શન હીશ	. તુ	થે*, આ બધ�� કું�યુ(ક્ષમા �*તુ	 કું�વ�ન� આપણે� બધ� પ્રોયુ�� હીત્યુ� કું�શ	, કું��ણે કું	 ઊંચે�ઈન*
ગોણેતુ�* કું�વ� મા�!	 આપણે	 ખી�	ખી� આખી� વ<ક્ષન	 જો�વ�� જો�ઈએ જો	 આપણે	 કું�વ� નથે* મા��ગોતુ�. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ( ��: 20:28)

પ��તુ�,  આપણે	 તુ	ન* ઊંચે�ઈન� વતુ(મા�ન મા:લ્યુન	 જાળવ* ��ખી*ન	 અન	 પછી* દ�	કુંન	 અપ�	! કું�*ન	 આન* આપ� જોઈ
શકું*એ છી*એ. તુ	થે*, અમા��* પ�	 વધ���ન* વ"તુ�ઓ છી	, તુ	થે* આપણે* વ<ક્ષ ન��મા�� છી	, આપણે* પ�	 હી��મા�� મા:લ્યુ, પ	�	ન્!,

��બ	 અન	 જોમાણે	 છી	. તુ	થે*, હીવ	 આપણે	 ફક્તુ એકું વધ� ફ*લ્� ઉમા	�*એ છી*એ, તુ	થે* જ્યુ��	 પણે આપણે	 કું�ઈપણે �*બ	�	બિંન્ગો
કું�*એ છી*એ,  ત્યુ��	 આ વ<ક્ષન* ઊંચે�ઈ વતુ(મા�ન ન��ન	 બદ�* શકું	 છી	.  તુ	થે*,  અમા	 ફક્તુ ઇન્!�	લિક્!વ �*તુ	 જો�ઈએ છી*એ કું	
આપણે	 ધ��*એ છી*એ કું	 ન*ચે	 ઉંચે�ઇ યુ�ગ્યુ �*તુ	 	! થેઈ ગોઈ છી	 . તુ	થે*, અમા	 બ	 ઊંચે�ઈઓ જો�ઈએ છી*એ જો	 "થે�લિનકું �*તુ	
ત્યુ�� માહીત્તમા છી	 ઉમા	�વ� મા��ગો� છી�).

((માયુન��દર્ભ(: 21:07)

હીવ	, આ ફક્તુ એકું મા:લ્યુ શ�ધ* �હ્યા�� છી	  અન	 બ	 પ���શ*ઓ ન*ચે	 બ	 બ�ળકું� છી	 . તુ	થે*, હીવ	 તુ	 તુતુ માયુ ઓપ�	શન્ બન	
છી	,  તુ	 મા�!	 જોરૂ�* નથે* કું	 આખી� વ<ક્ષ� તુ�ફ આગોળ વધવ��.  તુ	થે*,  જો	મા આપણે	 પ�ન:  �તુ��ન કું�* �હ્યા� છી*એ તુ	મા અમા	
ઊંચે�ઈન	 ફ�*થે* ગો�ઠોવ*એ છી*એ અન	 દ� વખીતુ	 જ્યુ��	 તુમા	 ઢી�ળ�વ પ� તુપ� કું�વ� મા��ગો� છી�, ત્યુ��	 અમા��	 ફક્તુ બ	 વ<ક્ષન��
મા:લ્યુ ચેકું�વ�� છી	  અન	 તુ	ન* ઊંચે�ઈન� તુફ�વતુન	 તુપ��. કું��ણે કું	,  તુ	 ન��મા�� આ ઊંચે�ઇવ�ળ� ક્ષ	ત્ર દ્વ��� "થે�લિનકું �*તુ	
આપવ�મા�� આવશ	.  તુ	થે*,  આપણે	 �વચે	તુ* ��ખીવ* જો�ઈએ કું	 વ���વ�� ઊંચે�ઈન* ગોણેતુ�* ન કું�વ*,  પ��તુ� વ<ક્ષન� ર્ભ�ગો
તુ�*કું	 ઊંચે�ઈન	 �ગ્રલિહીતુ કું�વ* અન	 તુ	 દ�	કું અપ�	! �થે	 અપ�	! કું�વ��. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ( ��: 21:39)
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તુ	થે*, ����શ આપવ� મા�!	 તુમા	 ઊંચે�ઈ �તુ�લિ�તુ લિદ્વ�ગો* ચે( ટ્રી*(Search Trees) જાળવવ� મા�!	 ��!	શનન� ઉપયુ�ગો કું�*
શકું� છી� અન	 પછી* ઊંચે�ઈ �તુ��ન ચે( ટ્રી*(Search Trees) અમા	 દ�વ� કુંયુc છી	  કું	 ઊંચે�ઈ કુંદમા�� �ઘુ�ગોણેકું બનશ	. અન	
કું��ણે કું	 અમા��� બધ� ઓપ�	શન્ ઉંચે�ઈ મા�!	 પ્રો"તુ�વન� છી	, કું��ણે કું	 તુ	ઓ બધ� એકું �થે	 અન	 એકું પ�થે જાયુ છી	, આ
બધ� ઓપ�	શન્ જો	મા કું	 શ�ધ�, શ�મા	� કું��, કું�ઢી* ન�ખી�, ન્યુ:નતુમા, માહીત્તમા, પ���ગો�મા* અન	 ઉત્ત��લિધકું��* બધ� �ઘુ�ગોણેકું
માયુમા�� કું�* શકું�યુ છી	. 
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ડિ�ઝા�ઇન અન	 એન�લિ�લિ ઓફ એલ્ગો�ડિ�ધમ્ (Design and Analysis of Algorithms)
પ્રો�ફ	� મા�ધવન મા�કું��દ (Prof. Madhavan Mukund)

ચે	ન્નઈ મા	થે	મા	ડિ!કું� ઇલિન્"!ટ્યુ�! (Chennai Mathematical Institute)

મા�ડ્યુ�� - 03

�	ક્ચે� - 41

ગ્રી(�( એલ્ગો�ડિ�ધમ્: ઇન્!�વ� શે	ડ્યુ�લિં�ગો (Greedy algorithms: Interval scheduling)

ચે��� ગ્રી(�(  એલ્ગો�ડિ�ધમ્: પ� બી(જું� �  નજું� �ઈએ. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ/ ��: 00:05)

તે	થે(, અમા	 એલ્ગો�ડિ�ધમ્ જું�ઈ �હ્યા� છી(એ જ્યુ�� આપણે	 પ�દગો(ન( શ્રે	ણે( બીન�વ(ન	 વ7લિ8વકું ઇષ્ટતેમા પ્રો�પ્તે કું�વ�ન( જુંરૂ�
છી	. તે	થે(, ગ્રી(�((Greedy) વ્યુ=હ�ચેન�મા�� આપણે	 શે�� કું�(એ છી(એ તે	 આપણે	 "થે�લિનકું પ�દગો(ન� આધ��	 આગો�મા( પ�દગો(
કું�(એ છી(એ. તે	થે(, ત્યુ�� ઘણે( પ�દગો(ઓ હ�ઈ શેકું	 છી	 , પ��તે� અમા	 હમાણે�� જું તે	મા��થે( કું�ઈકું પ�દ કું�(એ છી(એ જું	  આ ક્ષણે	
��( ��ગો	 છી	 અન	 હવ	 અમા	 ક્યુ��	યુ પ�છી� નહB જુંઈએ અન	 પહ	���ન� લિનણે/યુન	 �ધ��(શે�� નહB. તે	થે(, આપણે	 દ�	કું પગો���
પ� ��( પ�દગો(ઓ પ�દ કું�(ન	 લિન��કું�ણેન( આ "થે�ન દ્વ��� લિનલિ8ચેતેપણે	 શે�ધ( કું�ઢી(એ છી(એ અન	 આ તે	 "થે�નન	
ર્ભ��	 ઘ!��	 છી	  જું	મા�� આપણે	 શે�ધ કું�વ( પ�	 છી	. તે	થે(, Eથે( યુ�લિક્તેજુંનકું વ"તે� એ છી	  કું	, આ વ્યુ=હ�ચેન� ઘણે( વખતે કું�મા
કું�તે( નથે(.  તે	થે(,  જું� તેમા��( પ�	 ગ્રી(�((Greedy)  ન( વ્યુ=હ�ચેન� છી	,  તે� તેમા��	 પ�છી� જુંવ�ન( અન	 �લિબીતે કું�વ�ન(
જુંરૂ� છી	 કું	 અમા	 જું	 �(તે	 "થે�લિનકું પ�દગો( કું�( છી	 તે	 ખ�	ખ� વ7લિ8વકું શ્રે	ષ્ઠતેમા પ્રો�પ્તે કું�	 છી	. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ/ ��: 00:53)

તે	થે(, આપણે	 અત્યુ�� �ધ( ત્રણે એલ્ગો�ડિ�ધમ્ જું�યુ� છી	 જું	  આ 3 �( પ	��ડિ�ગોન�� અન��ણે કું�	 છી	. પ્રોથેમા "ત્ર�તે !=�કું� પ�થે
મા"યુ� મા�!	 �(જું	ક્"ટ્રા�(Dijkstra's) એલ્ગો�ડિ�ધમા હતે��. તે	થે(, યુ�દ ��ખ� કું	 આ અલ્ગો�ડિ�ધમામા�� આપણે	 લિશે����બીન	 બી�ળી(
��ખ(એ છી(એ અન	 દ�	કું તેબીક્કું	 અમા	 નજીકુંન� અદ્રશ્યુ શે�ખ� �ધ( અ�તે�ન	 લિ"થે� કું�( દઈએ છી(એ અન	 દ�વ� કું�(શે�� કું	 તે	
વ�"તેવમા��  સ્રો�તેથે( તે	  લિશે�ચ્છી	દન( Eથે( !=�કું(  અ�તે� હશે	.  તે	થે(,  વ7લિ8વકું "તે�	  આ અલ્ગો�ડિ�ધમામા��  આપણે	  પ્રો�પ્તે કું�	�
શ્રે	ષ્ઠતેમા એ છી	 કું	 આ ગ્રી(�((Greedy) વ્યુ=હ�ચેન� દ્વ��� Pપ�યુ	� અ�તે� એ સ્રો�તેથે( Eથે( !=�કું( અ�તે� છી	. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ/ ��: 01:30)

નજીકુંથે( �બી�લિધતે એલ્ગો�ડિ�ધમા ન્યુ=નતેમા કિંકુંમાતે ફ	��વવ�ન� વRક્ષ મા�!	 પ્રો�ઇમાન( અલ્ગો�ડિ�ધમાન� છી	 .  તે	થે(,  અહB આપણે	
વધતે� જું એકું વRક્ષ બીન�વ(એ છી(એ અન	 દ�	કું તેબીક્કું	 આપણે	 આ ફ	��યુ	�( ઝા��મા�� ઉમા	�(એ છી(એ, નજીકુંન� લિશે�ચ્છી	દ જું	
વRક્ષમા�� નથે(. અન	 અહB વ7લિ8વકું શ્રે	ષ્ઠતેમા જું	 આપણે	 પ્રો�પ્તે કું�( છી	 તે	 એ છી	 કું	 આપણે	 "પTલિંનગો વRક્ષ બીન�વ્યુ�� છી	  જું	  �ઘ�ત્તમા
ખચે/ છી	. ન્યુ�નતેમા ખચે/ લિવ"તે��વ�ન� વRક્ષ મા�!	ન�� બી(જું� �  ઍલ્ગો�ડિ�ધમા ક્રુ�"કું�ન�� એલ્ગો�ડિ�ધમા (Kruskal’s algorithm) છી	.
અહB, આપણે	 (ધ� વRક્ષ બીન�વતે� નથે(, પ��તે� આપણે	 ડિકુંન��( એકુંઠા� કું�(એ છી(એ અન	 એકું જું���યુ	� ઘ!કું બીન�વ	 છી	 જું	
એકું વRક્ષ બીન	 છી	. તે	થે(, અહB આપણે	 આપણે� મા=હમા�� ડિકુંન���ન� વતે/મા�ન મા=હમા�� ઉમા	�( �હ્યા� છી(એ, આગોળીન� Eથે(
ન�ન� ડિકુંન��� જું	 તે	 ચેક્રુ બીન�વતે� નથે( જું	ન( �થે	 આપણે	 પહ	��થે( જું પ�દ કું�( દ(ધ( છી	 અન	 હવ	 વ7લિ8વકું ઇષ્ટતેમા એ છી	
કું	 આપણે	 આ �(તે	 એકુંલિત્રતે કું�	�( ધ�� �ઘ�ત્તમા ખચે/ વRક્ષ ફ	��વ�. 
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("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ/ ��: 02:31)

તે�,  હવ	 ચે��� એકું �પ=ણે/પણે	 અ�ગો મા"યુ� જું�ઈએ,  અ�તે��� �લિનલિ8ચેતે તે�(કું	 ઓળીખ�તે( મા"યુ�.  તે	થે(,  ધ��� કું	
અમા��( પ�	 એકું લિવલિશેષ્ટ લિવડિ�ઓ ક્�� રૂમા છી	 ,  જ્યુ��  અમા	 ઑન��ઇન ર્ભ�ષણે� આપ( શેકું(એ છી(એ.  હવ	,  લિવલિવધ
લિશેક્ષકું� વગો/ન	 પહPચે��વ� મા�!	 વગો/ ખ�� બી�કું કું�વ� મા��ગો	 છી	  અન	 દ�	કું પ્રોલિશેક્ષકું પ�	 એકું "��! છી	  જું	  તે	 આ ર્ભ�ષણેન	
પહPચે��વ� મા��ગો	 છી	. તે	થે(, પ્રોલિશેક્ષકું પ�	 મા��( પ�	 "��! છી	 , ચે��� આપણે	 si માયુ	 એકું માયુ	 શેરુ કું�(એ અન	 તે	ન	 f
પ� મા�પ્તે કું�(એ. . તે	થે(, તેમા��( પ�	 એકું "��! છી	 જું	  ( થે( શેરૂ થે�યુ છી	 અન	 અ�તે	 મા�પ્તે થે�યુ છી	 , હવ	 બી	 પ્રોલિશેક્ષકું�
"��!ન	 �પ	ટ્યુ� કું�તે� હ�ઈ શેકું	 છી	 . તે	થે(, કુંદ�ચે કું�ઈકું જું	 "��! ઇચ્છી	 છી	 , તે	થે( ��� "��! મા�પ્તે થે�યુ તે	 પહ	�� વ�દળી(
"��! શેરૂ થે�યુ છી	, તે	થે( દ	ખ(તે( �(તે	 બી�ન	 "��! બી�કિંકુંગોમા�� હ�ઈ શેકુંતે� નથે(, કું��ણે કું	 એકુંબી(જા �થે	 દખ� કું�વ�મા�� આવ(
હતે(.  તે	થે(,  અમા�રુ� કું�યુ/  એ બી�કિંકુંગ્ન� 	!ન	 જું�વ��  અન	 બી	! પ�દ કું�વ��  એ શેક્યુ છી	  જું	  બી	 બી�કિંકુંગ્ છી	  જું	  અમા	
એકુંબી(જા �થે	 દખ� કું�વ�ન�� પ�દ કું�(એ છી(એ. તે	થે(, ત્યુ�� અમા	 રૂમાન� ઉપયુ�ગો કું�વ� મા�!	 �ખ્યુ�બી�ધ લિશેક્ષકું�ન	 માહત્તમા
કું�(એ છી(એ. 

("��ઇ�માયુન� �દર્ભ/ ��: 03:40)

તે�,  જું� આપણે	 ગ્રી(�((Greedy)  અલિર્ભગોમાન	 અન��(એ તે� મા�!	  ર્ભ�ગો	 આપણે	 આ કું�(શે��.  બીધ( બી�કિંકુંગ્મા��  જું	  હજી
ફ�ળીવ	� નથે( અન	 જું	  ફ�ળીવવ� મા�!	 ઉપ�બ્ધ છી	. અમા	 કું	!�(કું "થે�લિનકું વ્યુ=હ�ચેન�ન� આધ��	 એકું પ�દ કું�(શે��, ત્યુ��બી�દ
અમા	 આ બી�કિંકુંગો �થે	 ઓવ��	પ કું��યુ	� બી�કિંકુંગો �થે	ન( બીધ( લિવ��ધ�ર્ભ�( બી�કિંકુંગ્, બી�કિંકુંગ્ જું	 અમા	 ફ�ળીવ	� "��! �થે	
અન	 કું�ઈપણે �(તે	 એવ( દ�(� કું�વ( પ�શે	 કું	 બી�કિંકુંગોન� આ ક્રુમા જું	ન	 આપણે	 પ�દ કું�( �હ્યા� છી(એ તે	 ન�બી�ન	 માહત્તમા કું�	
છી	 રૂમાન� ઉપયુ�ગો કું�વ� લિશેક્ષકું�ન� મા�વ	શે થે�યુ છી	. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ/ ��: 04:12)

તે	થે(, ચે��� આપણે	 એવ( કું	!�(કું ��ક્ષલિણેકું ગ્રી(�((Greedy) વ્યુ=હ�ચેન�ઓ જું�ઈએ કું	 જું	  ઇચ્છી	  છી	. તે	થે(, એકું વ્યુ=હ�ચેન�
જું	  પ્રો���લિર્ભકું પ્રો���ર્ભન� પ્રો���ર્ભ છી	 તે	 બી�કિંકુંગો પ�દ કું�( શેકું	 છી	 , પ��તે� કું�ઉન્!� ઉદ�હ�ણે �થે	 આવવ�� મા�શ્કું	� નથે(. તે	થે(, જું�
તેમા	 આ લિચેત્રન	 જું�ઓ છી�, તે� ત્યુ�� એકું ���બી( �(�( બી�કિંકુંગો છી	 જું	  પ્રો���લિર્ભકું પ્રો���ર્ભ થે�યુ છી	 અન	 વ�"તેવમા�� અન્યુ બી�કિંકુંગ્
કુંયુ�/ પછી( તે	 મા�પ્તે થે�યુ છી	.  તે	થે(,  જું� આપણે	 આ ગ્રી(�((Greedy)  વ્યુ=હ�ચેન�ન� ઉપયુ�ગો કું�(એ તે� અમા	 આ ખ=બી
���બી( બી�કિંકુંગો ફ�ળીવ(શે�� અન	 આખ( અવલિધ તે	ન	 મા�ત્ર એકું લિશેક્ષકુંન	 જું ફ�ળીવવ�મા�� આવશે	,  જ્યુ��	 જું� આપણે	 થે��(વ��
પછી( બી�કિંકુંગો પ�દ કું�(શે��, તે� પછી( આપણે	 ખ�	ખ� છી લિશેક્ષકું�ન( બી�કિંકુંગોન	 �તે�ષ( શેકું(એ છી(એ અન	 ત્યુ��થે( અમા�રુ� �ક્ષ્યુ
લિશેક્ષકું�ન( �ખ્યુ� વધ��વ�ન� છી	,  જું	  ઓ���મા�� વધ� ��( વ્યુ=હ�ચેન� હ�ઈ શેકું	 છી	 . તે	થે(,  આ ગ્રી(�((Greedy) વ્યુ=હ�ચેન�
"પષ્ટ �(તે	 ફ�લ્પ થેઈ ગોઈ છી	. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ/ ��: 05:00)
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અન	 બી(જી ગ્રી(�((Greedy)  વ્યુ=હ�ચેન� જું	  આપણે	 લિવચે��(એ છી(એ તે	 બી�કિંકુંગો પ�દ કું�વ�ન�� છી	  જું	ન( અ�તે��� !=�કું( છી	 .
એકુંવ�� ફ�(થે( અહB એકું ઉદ�હ�ણે છી	 ,  માધ્યુમા�� અ�તે��� Eથે( !=�કું�� છી	,  પ��તે� જું� આપણે	 આ પ�દ કું�(એ તે� તે	 અન્યુ
બી�કિંકુંગ્ �થે	 લિવ��ધ�ર્ભ�મા�� છી	, તે	થે( અમા��	 બી�ન	ન	 માહત્તમા અન�કું=ળી કું�વ�� પ�શે	.  તે	થે(, જું� આપણે	 !=�કું� અ�તે��� પ�દ
કું�(એ તે� આપણે	 મા�ત્ર રૂમામા�� એકું લિશેક્ષકું જું ફ�ળીવ( શેકું(એ છી(એ, જ્યુ��	 આપણે	 વ્યુ=હ�ચેન�ન	 જાણે(એ છી(એ અન	 જું�
આપણે	 ખ=બી ���બી� અ�તે���� પ�દ કું�(એ, તે� આપણે	 વ�"તેવમા�� બી	 લિશેક્ષકું� મા�!	 રૂમાન� ઉપયુ�ગો કું�( શેકું(એ છી(એ અન	
તે	ન� મા�!	 વધ� �રુ� મા	ળીવ( શેકું(એ છી(એ. અમા	 પ�દ કું�	� મા"યુ� છી	. 

("��ઇ�માયુન� �દર્ભ/ ��: 05:40)

તે	થે(, અગો�ઉન� ઉદ�હ�ણે =ચેવ	 છી	  કું	 તેકું��� કું�વ� મા�!	 કું�ઈકું છી	 , તે	થે( કુંદ�ચે અમા	 બી�કિંકુંગ્ પ�દ કું�( શેકું(એ કું	 તે	ઓએ
કું	!�( બી�કિંકુંગો કું�( હતે(. તે	થે(, હવ	 એકું એવ( વ્યુ=હ�ચેન� કું	 જું	  આપણે	 લિવચે��( શેકું(એ છી(એ કું	 બી�કિંકુંગો પ�દ કું�વ�ન�� છી	  જું	
ઓછી�મા�� ઓછી� અન્યુ બી�કિંકુંગ્ �થે	 ઓવ��	પ થે�યુ છી	. બી(જા શેબ્દ�મા�� કુંહ(એ તે�, આ બી�કિંકુંગો પ�દ કું�(ન	 આપણે	 નકું��(
કું�ઢી(એ છી(એ કું	 અન્યુ બી�કિંકુંગો શેક્યુ છી	.  તે	થે(,  ચે��� આપણે	 આ ઉદ�હ�ણે જું�ઈએ,  અહB કું	ન્દ્ર બી�કિંકુંગો ફક્તે બી	 જું �થે	
ઓવ��	પ થે�યુ છી	, આ એકું અન	 આ, દ�	કું અન્યુ બી�કિંકુંગો ઓછી�મા�� ઓછી� ત્રણે �થે	 ઓવ��	પ થે�યુ છી	 . તે	થે(, જું� આપણે	
આ બી�કિંકુંગો પ�દ કું�(એ, તે� અમા	 તે	ન( બી�જું�ન� બી�કિંકુંગ્ન	 નકું��( કું�ઢી(એ છી(એ અન	 તે	ન� અથે/ એ છી	 કું	, આપણે	 પણે ત્યુ��
છી(એ, અમા	 આમા��થે( એકું અથેવ� એકું કું�( શેકું(એ છી(એ. તે	થે(, જું� આપણે	 આ કું	ન્દ્ર બી�કિંકુંગો �ઈએ તે� અમા	 એકું�દ�	 ત્રણે
બી�કિંકુંગ્ પ� કું�( શેકું(એ છી(એ, અમા	 બી�ન	 બી�જું�એ તે	 કું�( શેકુંતે� નથે(. તે	થે(, અમા	 ક્યુ�� તે� બી	 આત્યુ�લિતેકું કું�( શેકું(એ છી(એ
અથેવ� આમા��ન� કું�ઈપણે અન	 આપણે	 કું�ઈપણે કું�( શેકું(એ છી(એ. તે	થે(, અમા	 કું�� ત્રણે કું�( શેકું(એ છી(એ, અમા	 આમા�� કું��
ત્રણે બી�કિંકુંગો ફ�ળીવ( શેકું(એ છી(એ.  જું� કું	,  જું� આપણે	 આ ન કું�(એ તે�,  જું� આપણે	 વધ� ��( વ્યુ=હ�ચેન� પ�દ કું�(એ
છી(એ, તે� ��( વ્યુ=હ�ચેન� એ "પષ્ટપણે	 !�ચે પ� ચે�� �	વ( પ�શે	. તે	થે(, જું� આપણે	 આ વ્યુ=હ�ચેન�ન� ઉપયુ�ગો ન કું�(એ
તે�, અમા	 આ રૂમામા�� ચે�� લિશેક્ષકું�ન	 ફ�ળીવ( શેકું(એ છી(એ, પછી( આપણે	 ઓછી�મા�� ઓછી� �ઘષ/ �થે	 એકું પ�દ કું�વ� પ�શે	.
તે	થે(, આ ગ્રી(�((Greedy) વ્યુ=હ�ચેન� પણે �ધ���ઈ. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ/ ��: 07:17)

તે	થે(,  અહB એકું ચે�થે( વ્યુ=હ�ચેન� છી	,  જું	મા કું	 આપણે	 પ્રો���ર્ભ કું�(એ છી(એ,  જું	માન( શેરૂઆતેન� માયુ પ્રો���ર્ભ થે�યુ છી	  તે	
પ�દ કું�વ�ન	 બીદ�	,  ચે��� એકું પ�દ કું�(એ જું	ન� પ્રો���ર્ભન� માયુ વહ	�� હ�યુ.  તે	થે(,  આપણે	 કું�ઉન્!� ઉદ�હ�ણે �થે	
આવ( શેકું(એ અથેવ� આપણે	 તે	ન	 �લિબીતે કું�વ�ન� પ્રોયુત્ન કું�વ� જું�ઈએ કું	 આ �ચે�� છી	 . તે	થે(, હકું(કુંતેમા�� આ વ્યુ=હ�ચેન�
કું�યુ/ કું�	 છી	 અન	 ચે��� જું�ઈએ કું	 આપણે	 તે	ન	 કું	વ( �(તે	 �લિબીતે કું�( શેકું(એ. 

("��ઇ�માયુન� �દર્ભ/ ��: 07:41)

આપણે	 તે	ન	 �લિબીતે કું�તે� પહ	��, ચે��� આપણે	 થે��� વધ� "પષ્ટ �(તે	 એલ્ગો�ડિ�ધમાન	 �ખ(એ. તે	થે(, અમા	 બી�કિંકુંગ્ બી(ન�
	!થે( પ્રો���ર્ભ કું�(એ છી(એ અન	 અમા	 આ 	!મા��થે(,  એકું "વ(કુંRતે બી�કિંકુંગ્ન� બી	! એ બીન�વવ� મા��ગો(એ છી(એ.  તે	થે(,
શેરૂઆતેમા�� અમા��( પ�	 કું�ઈ "વ(કુંRતે બી�કિંકુંગો નથે(, કું��ણે કું	 અમા	 હમાણે�� જું આ 	! બીન�વવ�ન( શેરૂઆતે કું�( છી	 અન	 હવ	
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અમા	 ન(ચે	 મા�જુંબી કું�(એ છી(એ. તે	થે(, જ્યુ�� �ધ( અમા��( પ�	 બી�કું( બી�કિંકુંગો બી�કું( છી	, ત્યુ�� �ધ( અમા	 તે	 બી�કિંકુંગો પ�દ કું�(એ
છી(એ જું	 	!મા�� Eથે( ન�ન� ફ�ઇલિંનગો માયુ છી	 

((માયુ:08:14))

અન	 અમા	 તે	 ઉમા	�(એ છી(એ, તે	 A અન	 A હવ	 તે	ણે	 એમા�� ઉમા	યુ�b છી	, અમા	 આ બી�કિંકુંગો �થે	 વધ� પ�તે( બી�કિંકુંગો શે	ડ્યુ=� કું�(
શેકુંતે� નથે(.  તે	થે(,  અમા	 અમા��� 	! કું	લિપ!� બી(મા��થે( દ=� કું�(એ છી(એ,  બી=કિંકુંગો બી �થે	ન� બીધ� બી�કિંકુંગ્અમા	 ફક્તે પ�દ
કું�(એ છી(એ. તે	થે(, દ� વખતે	 અમા	 આગો�( બી�કિંકુંગો પ�દ કું�(એ છી(એ જું	 હજી પણે ન�ન� અ�લિતેમા માયુ �થે	 ઉપ�બ્ધ છી	
અન	 અમા	 તે	ન( �થે	 �ઘષ/ કું�તે� બીધ�� દ=� કું�(એ છી(એ. 

("��ઇ�માયુન� �દર્ભ/ ��: 08:44)

તે	થે(,  અહB પ�વ� એલ્ગો�ડિ�ધમાન� દ�ખ�� છી	  જું	  કું�યુ/ કું�	 છી	 .  તે	થે(,  અહB આપણે( પ�	 નવ બી�કિંકુંગો છી	,  વ�દળી( �	ખ�ઓ
બી�કિંકુંગો =ચેવ	 છી	 અન	 બી�કિંકુંગોન( �ખ્યુ� તે	ન� ઉપ� આપવ�મા�� આવ	 છી	. તે	થે(, આમા��, એકું �થે	 ... તે	થે(, શેરૂઆતેમા�� અમા���
	! બી( પ�	 આ નવ નવ બી�કિંકુંગ્ છી	 અન	 અમા�રુ� 	! એ શેરૂઆતેમા�� ખ��( છી	 . તે	થે(, હવ	 આપણે	 જું	  જું�ઈએ છી(એ તે	
નવ બી�કિંકુંગ્મા�� એકું ન�ન� અ�લિતેમા માયુ છી	 અન	 તે	 1 થે�યુ છી	. તે	થે(, આપણે	 1 પ�દ કું�(એ છી(એ અન	 પછી( 1 પ�દ કુંયુ�/
પછી(, તે	 બીધ( બી�કિંકુંગ્ જું	  તે	ન( �થે	 ઓવ��	પ થે�યુ છી	. તે	થે(, 2 �થે	 1 ઓવ��	પ થે�યુ છી	 અન	 6 પ� �ગ્રીલિહતે થે�યુ છી	,
તે	થે( અમા	 અમા��� 	!મા��થે( 2 ખ	�(શે�� અન	 અમા	 અમા��� 	!મા��થે( 6 ન	 દ=� કું�(શે��, તે	થે( હવ	 બી(ન	 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9

અન	 એમા�� ફcકુંવ�મા�� આવ્યુ� છી	. બી�કિંકુંગો ન�બી� 1 છી	. તે	થે(, હવ	 આ �ર્ભલિવતે 	! 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 વચ્ચે	 અમા	 તે	 પ�દ
કું�(એ છી(એ જું	  Eથે( પહ	�� મા�પ્તે થે�યુ છી	  3 અન	 પછી(થે(  4 એ 3 �થે	 લિવ��ધ�ર્ભ� છી	,  આપણે	  4 ન	 દ=� કું�(એ
છી(એ. તે	થે(, આ �(તે	 ચે��� ��ખ(એ, આપણે	 હવ	 5 પ�દ કું�(એ, કું��ણે કું	 5 એ મા�પ્તે થેવ� મા�!	 Eથે( પહ	��� છી	  અન	
પછી( 7 કું��ણે કું	 5 �થે	 �ઘષ/ છી	, આપણે	 7 ન	 દ=� કું�(એ છી(એ. અન	 હવ	 આપણે( પ�	 બી	 બી�કું( છી	 , 8 અન	 9, પણે 9
પહ	�� 8 મા�પ્તે થે�યુ છી	, આપણે	 વ�"તેવમા�� કું�ઈ એકું પ�દ કું�( શેકું	 છી	, પ��તે� અમા��� એલ્ગો�ડિ�ધમા 8 પ�દ કું�શે	, કું��ણે
કું	 8 !=�કું� ગો�ળી�ન� માયુ ધ��વ	 છી	. તે�, આપણે	 8 પ�દ કું�(શે�� અન	 પછી( આપણે	 કુંહ(શે�� કું	 9 શેક્યુ નથે(, તે	થે( આપણે	 તે	ન	
પ�દ નથે( કું�તે� અન	 હવ	 આપણે( પ�	 ખ��( જુંગ્યુ� છી	 અન	 એ 1, 3, 5, 8 છી	 અન	 બી( ખ��( છી	, તે	થે( આપણે( પ�	
હવ	 વધ� નથે( શે	ડ્યુ=� કું�વ� મા�!	ન( ન�કું�(, ન્મા�ન મા�!	 વધ� બી�કિંકુંગ્, તે	થે( અલ્ગો�ડિ�ધમાન� અ�તે થે�યુ છી	. તે	થે(, અમા	 આ
યુ�દ(મા�� ચે�� બી�કિંકુંગ્ન� �ર્ભલિવતે મા=હ શે�ધ( કું�ઢ્યુ� છી	 જું	ન� મા�વ	શે કું�( શેકું�યુ છી	. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ/ ��: 10:46)

તે	થે(,  અમા�રુ� ધ્યુ	યુ એ બીતે�વવ�ન�� છી	  કું	 એલ્ગો�ડિ�ધમા, �લ્યુ�શેન એ આપણે� અલ્ગો�ડિ�ધમા દ્વ��� પ	દ� થે�યુ છી	  તે	 ખ�	ખ�
�ચે�� છી	. તે	થે(, ધ��� કું	 બી�કિંકુંગો ઓન�� શ્રે	ષ્ઠતેમા 	! છી	, હવ	 આપણે	 �મા�ન્યુ �(તે	 એવ�� મા�ન( શેકુંતે� નથે( કું	 આપણું� �લ્યુ�શેન
એ ઓ મા�ન છી	, કું��ણે કું	 ત્યુ�� કુંદ�ચે મા�ન કુંદન� ઉકું	�� ઉત્પન્ન કું�વ�ન� અન	કું �"તે�ઓ છી	 . યુ�દ ��ખ� કું	 આપણે	 જું	
જું�ઈએ છી	 તે	 એકું ઉકું	� છી	 જું	  ઘણે� બીધ� લિશેક્ષકું�ન	 રૂમામા�� ફ�ળીવ	 છી	 . તે	થે(, લિશેક્ષકું�ન( મા�ન �ખ્યુ� ફ�ળીવવ� મા�!	 કુંદ�ચે
બી	 અ�ગો અ�ગો મા�ગોf હ�ઈ શેકું	 છી	,  તે	થે( આપણે	 એવ( દ�(� કું�( શેકુંતે� નથે( કું	  A અન	  O એકું મા�ન છી	,  પ��તે� તે	
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બીતે�વવ�� આ8ચેયુ/જુંનકું છી	 કું	 A અન	 O એ મા�ન કુંદન� છી	. બી(જા શેબ્દ�મા�� કુંહ(એ તે�, બી(જી કું�ઈ વ્યુ=હ�ચેન� દ્વ��� કુંઈ
શ્રે	ષ્ઠ બી�કિંકુંગો ઉત્પન્ન થે�યુ છી	, અમા��( વ્યુ=હ�ચેન� અમા��( ગ્રી(�((Greedy) વ્યુ=હ�ચેન� એ એકું જું કુંદન�� ઉત્પ�દન કું�	 છી	. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ/ ��: 11:36)

તે	થે(, એ બી�કિંકુંગોન� મા=હ બીનશે	 કું	 જું	  અમા��( વ્યુ=હ�ચેન� પ�દ કું�	 છી	 અન	 આ તે	 ઓ�/� હ�ઈ શેકું	 છી	 અન	 જું	  અમા	 પ�દ
કું�( શેકું(એ છી(એ, તે	થે( હ� � 1 પ�દ કુંરુ� છી� �  અન	 પછી( હ� � 2 અન	 બી(જું� � , તે	થે( જ્યુ��	 હ� � 1 પ�દ થેયુ	� છી	 અન	 i 2 હજી પણે
શેક્યુ છી	 અન	 કું��ણે કું	 હ� � 1 �પ=ણે/રૂપ	 પ્રો���લિર્ભકું અ�લિતેમા માયુ હતે�, અમા�રુ� કુંહ	વ�� છી	 કું	 i ન�� મા�લિપ્તે i 2 ન� પ્રો���ર્ભન� માયુ
પહ	�� છી	, i 2  ન�� મા�પ્તે થેવ�ન�� માયુ એ પ્રો���લિર્ભકું માયુ પહ	�� છી	 . 3  અન	 તે	થે(.  તે	થે(,  એમા�� આ બી�કિંકુંગો g!/ કું�	�
ક્રુમામા�� છી	, હવ	 ચે��� ધ��(એ કું	 અમા��( પ�	 m બી�કિંકુંગો j1 થે( jm �થે	 g!/ કું�	� ક્રુમામા�� ફ�(થે( અન�કું=ળી ઉકું	� છી	 . તે	થે(, j
2 શેરુ થે�યુ તે	 પહ	��� j 1 મા�પ્તે થે�યુ છી	, જું	  2 જું 3 પ્રો���ર્ભ થે�યુ તે	 પહ	��� જું અ�તે થે�યુ છી	  અન	 બી(જું� � . તે	થે(, અમા�રુ�
ધ્યુ	યુ એ બીતે�વવ�ન�� છી	  કું	 કું	 હકું(કુંતેમા�� તે	 કું	 મા�ન છી	 ,  અન્યુ શેબ્દ�મા��,  શ્રે	ષ્ઠતેમા ઉકું	� એ ગ્રી(�((Greedy)  વ્યુ=હ�ચેન�ન	
ઉત્પન્ન કું�	�� �લ્યુ�શેન જું	!��� જું મા�પ છી	. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ/ ��: 12:30)

તે	થે(,  આપણે	 ખ�	ખ� બીતે�વ(શે�� કું	 ક્રુમા અન	  i  મા�� દ�	કું જું�બી મા�!	,  એ અન�ક્રુમામા�� અન�રૂપ જું�બી એ અન�ક્રુમામા�� મા�ન
અન�ક્રુમાલિણેકું� કું�તે�� પછી(થે( મા�પ્તે થેતે�� નથે(. તે	થે(, પ્રોત્યુ	કું આ� અપ !� કું	 મા�!	, ir ન( f એ j r ન( પહ	�� અથેવ� તે	ન�
બી��બી� બી��બી� છી	.  તે	થે(,  આ અથે/મા��  આપણે	 એવ( દ�(� કું�વ�ન� પ્રોયુ� કું�( �હ્યા� છી(એ કું	 ગ્રી(�((Greedy)  ઉકું	�
કું�ઈપણે શ્રે	ષ્ઠ ઉકું	�થે( આગોળી �હ	 છી	, અમા	 કું�ઈપણે અન્યુ પદ્ધલિતે દ્વ��� પ	દ� કું�( શેકું(એ છી(એ. તે	થે(, આ દ�વ�ન( પ���વ�
આ� પ� �જું=આતે દ્વ��� છી	. તે	થે(, જ્યુ��	 આપણે	 પ્રોથેમા જું�બી 1 પ� નજું� કું�(એ છી(એ, ત્યુ��	 આપણે	 જાણે(એ છી(એ કું	 1
એ બીધ( જું ન�કું�(ઓ વચ્ચે	ન� પ્રો���લિર્ભકું મા�લિપ્તે માયુ છી	,  અમા��( =લિચેમા��ન( તેમા�મા બી�કિંકુંગ્,  કું��ણે કું	 મા��( પ�	  1
બી�કિંકુંગો પ�ન� પ્રો���લિર્ભકું મા�લિપ્તે માયુ છી	,  તે	 આવશ્યુકું છી	  ચે�ક્કુંપણે	  j 1  ન(  f  કું�તે��  ઓછી( અથેવ� બી��બી� હ�વ(
જું�ઈએ, કું��ણે કું	 j 1 એકું�દ� મા�લિપ્તે માયુ કું�તે�� ન�ન� હ�ઈ શેકુંતે� નથે(. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ/ ��: 13:30)

હવ	,  ચે��� ધ��(એ કું	 અમા	 ઇન્�ક્શેન દ્વ��� "થે�લિપતે કુંયુ�b છી	 ,  જું	  1  ન( બી�દબી�કું(  1  �ધ( છી	,  હ� �  ઓછી�  1  ન( બી�કિંકુંગો,

મા�ઇન 1 ન� �પ=ણે/ માયુ ધ��વ	 છી	 જું	 પહ	��થે( જું જું	 1 આ� ન( બી�દબી�કું( 1 બી�કિંકુંગો કું�તે� પહ	�� છી	. પછી(, અમા	 દ�વ�
કું�(એ છી(એ કું	 તે	 જુંરુ�( છી	 જું	  જું� લિનયુ� પહ	�� પ=ણે/ થે�યુ છી	 , કું��ણે કું	 જું� આપણે( પ�	 ન હ�તે તે� આપણે( પ�	 ન(ચે	
લિચેત્ર હશે	. તે	થે(, આપણે( પ�	 જું	 .આ�. મા�ઇન 1 કું�તે� પહ	��� તે	 આઇઆ� ઓછી� 1 મા�પ્તે થે�યુ છી	. હવ	, મા�ન( �� કું	
આપણે	 જું� લિનયુ� ઇઆ� પહ	�� ખ�	ખ� મા�પ્તે થે�યુ છી	, તે� પછી( આ તેબીક્કું	 આપણે� અલ્ગો�ડિ�ધમા જું�શે	 કું	 j r હજી પણે
શેક્યુ છી	, કું��ણે કું	 તે	 આઇઆ� 1 બી�દ ઓવ��	પ કું�તે�� નથે( અન	 જું� લિનયુ� �હ	વ�ન( ન�કું�(મા�� આ� કું�તે� પહ	��ન� પ્રો���લિર્ભકું
માયુ છી	. તે	થે(, આપણે( ગ્રી(�((Greedy) વ્યુ=હ�ચેન� આઈઆ� કું�તે� જું� લિનયુ� પ�દ કું�શે	, તે	થે( આ હકું(કુંતે છી	  કું	 આપણે	
આઈઆ� �(ધ( છી	  અન	 j r નથે( એ!�	 કું	 આપણે	 આ જું	વ( લિચેત્ર મા	ળીવ( શેકું(એ નહB. તે	 હ�ઈ શેકું	 નહB કું	  ir જું� લિનયુ�
પછી( કું�કું �(તે	 મા�પ્તે થે�યુ છી	, તે	 j r ન( અ�તે પહ	�� અથેવ� તે	 જું માયુ	 મા�પ્તે થેવ�� આવશ્યુકું છી	. 
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તે	થે(,  હવ	  બીતે�વ્યુ��  છી	  કું	  ગ્રી(�((Greedy)  વ્યુ=હ�ચેન�  હ�મા	શે��  આગોળી છી	,  હવ	  આપણે	  દ�વ�  કું�(શે��  કું	  ખ�	ખ� અમા�રુ�
�લ્યુ�શેન શ્રે	ષ્ઠ હ�વ�� જું�ઈએ. તે�, મા�ન( �� કું	 m ખ�	ખ� k કું�તે�� કું�કું છી	, તે� આપણે	 જાણે(એ છી(એ કું	 જ્યુ��	 આપણે	 ik
�ધ( પહPચે(એ છી(એ, તે	 j કું	 પહ	�� છી	. હવ	, કું��ણે કું	 આપણે( પ�	 ઉકું	� કું�તે�� ���બી� માયુ �ધ( એકું ઉકું	� છી	, જું	 પછી(
જું	કું	 પ્� 1 કુંહ	વ�તે( બી(જી ન�કું�( છી	, એમા ધ��	 છી	 કું	 એમા ખતે �(તે	 છી	 , કું��ણે કું	 તે	 ન�કું�(ન( બી�કિંકુંગોમા�� જાયુ છી	 . તે	થે(,
કું��ણે કું	 આ થે�યુ છી	  ત્યુ�� જું	કું	ન�� અન�ક્રુમા હ�વ�� જું જું�ઈએ,  જું	કું	 પછી( બી�કિંકુંગોન( શ્રે	ણે(,  તે	થે( ચે��� આપણે	 અન�ક્રુમાલિણેકું�
જું�ઈએ. હવ	, દ�વ� એ છી	 કું	 આ લિંબીદ�એ આ ચે�ક્કું બી�કિંકુંગો પહ	��� થેયુ�� છી	  તે	 કું�ઈપણે વ"તે� દ્વ��� નકું��( કું�ઢીવ�મા�� આવ્યુ��
નથે(, તે	થે( જું� આપણે	 ik �ધ( 1 ન	 જું�વ�� જું�ઈએ, આમા��ન� કું�ઈ પણે જું	કું	 પ્� 1 �થે	 ઓવ��	પ કું�શે	 નહB, કું��ણે કું	
જું	કું	 પ્� 1 જું	  પછી( છી	  કું	. તે	થે(, જું	કું	 પ્� 1 પ્રો���ર્ભ થે�યુ તે	 પહ	��, ik જું	કું	 અન	 જું	કું	 મા�પ્તે થે�યુ તે	 પહ	�� મા�પ્તે
થે�યુ છી	.  તે	થે(,  ik  જું	કું	  પ્�  1  �થે	  ��ગોતે છી	,  આન� અથે/  આ તેબીક્કું	  બી( ખ��( નથે(.  જ્યુ��	  આપણે	  અમા��(
ગ્રી(�((Greedy)  એલ્ગો�ડિ�ધમા પ્રો�	લિંગો 1 મા��  ik  ન	 ખ��( કું�વ� મા�!	 આન	 મા�પ્તે ન કું�વ�� જું�ઈએ,  પ��તે� અમા	 દ�વ�
કું�(એ છી(એ કું	 અમા	 ik �થે	 પ્રો���ર્ભ કું�(એ છી(એ અન	 અમા�રુ� ગ્રી(�((Greedy) એલ્ગો�ડિ�ધમા ��કુંશે	 તે	 એકુંમા�ત્ર કું��ણે છી	
કું��ણે કું	 બી( ખ��( છી	. તે	થે(, જું� કું�ઈ ન�કું�( અથેવ� બી�કિંકુંગો જું	કું	 પ્� 1 હ�યુ, તે� તે	 હ�ઈ શેકું	 નહB કું	 આ માયુ	 અમા��(
અલ્ગો�ડિ�ધમા બી�ધ થેઈ ગોઈ છી	, તે	થે( લિવ��ધ�ર્ભ� છી	. તે	થે(, તે	થે( અમા��( પ�	 શ્રે	ષ્ઠતેમા ઉકું	�મા�� કું�ઈ બી�કિંકુંગો ન હ�ઈ શેકું	 કું	
જું	  k થે( આગોળી જાયુ અન	 તે	થે(, m એ k મા�ન હ�વ�� આવશ્યુકું છી	. 
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તે	થે(,  બીતે�વ્યુ�� કું	 તે	 �ચે�� છી	, ચે��� આપણે	 તે�તે જું જું�ઈએ કું	 આપણે	 આ કું	વ( �(તે	 અમા�મા�� મા=કું(શે�� અન	 જુંડિ!�તે�ન�
ઉપ�ન� બી�ઉન્�ન� અ�દ�જું કું�(શે��. તે	થે(, શેરૂઆતેમા��, અમા	 માયુ મા�પ્તે કું�(ન	 એમા બી�કિંકુંગ્ન	 g!/ કું�(એ છી(એ, આ એન
બી�કિંકુંગો મા�!	 !�ઇમા એન ��ગો એન �	 છી	  અન	 હવ	 આપણે	 ધ��(એ કું	 જું� આ બી�કિંકુંગો ક્રુમામા��  1, 2 અપ !� એનન	 બી�કિંકુંગો
કું�વ�મા�� આવ	 છી	. તે	થે(, બી�કિંકુંગો 1 ન�� પ્રો���લિર્ભકું પ=ણે�/હ�લિતે માયુ છી	, બી�કિંકુંગો 2 ન�� બી(જું� �  પ્રો���લિર્ભકું અ�લિતેમા માયુ છી	 અન	 બી(જું� � .
હવ	, અમા	 એકું ઓ�/� n "કું	ન મા�� 	! કુંયુ�b છી	, એ�	 એ!( જું	મા કું	 ST મા�� i બી�કિંકુંગો એ�	ન� પ્રો���ર્ભન� માયુ છી	. હવ	, અમા	
બી�કિંકુંગો 1 થે( પ્રો���ર્ભ કું�(એ છી(એ અન	 દ� વખતે	 જ્યુ��	 અમા	 બી�કિંકુંગો જું	  પ�દ કું�(એ છી(એ, ત્યુ��	 આપણે	 j plus 1 થે(
પ્રો���ર્ભ કું�(એ છી(એ અન	 બી�કિંકુંગોન� શેરૂઆતેન� માયુન	 "કું	ન કું�વ�ન�� ચે��� ��ખ(એ છી(એ જ્યુ�� �ધ( આપણે	 પ્રો���લિર્ભકું કું	
જું	ન� પ્રો���ર્ભ માયુ j ન( આગોળી ન હ�યુ. બી(જા શેબ્દ�મા�� કુંહ(એ તે�, આપણે	 જું�ઈ �હ્યા� છી(એ ... તે	થે(, આપણે	 જાણે(એ
છી(એ કું	 આ બી�કિંકુંગો અ�લિતેમા માયુ મા�!	 છી	. તે	થે(, આપણે	 જાણે(એ છી(એ કું	 જું	  પછી( બી�કિંકુંગો જું	  આગો�મા( મા�પ્તે થે�યુ છી	 તે	
j plus 1 છી	, પ��તે� જું� તે	 માયુ શેરૂ થે�યુ છી	  તે	 j ન� અ�લિતેમા માયુન( બીહ�� નથે(, તે	 ઓવ��	લિંપગો છી	, તે	થે( તે	 ��ગોતે
હ�ઈ શેકુંતે�� નથે(. તે	થે(, અમા	 આ એ�	 એ!(ન	 "કું	ન કું�(એ ત્યુ�� �ધ( આપણે	 Eથે( ન�ન� કું	 જું	  FJ મા�પ્તે થેયુ� પછી( શેરૂ
થે�યુ ત્યુ�� �ધ( શે�ધ	 છી	. તે	થે(, આ �(તે	 એકું ઓ�/� એન "કું	ન અમા	 અમા��( તેમા�મા બી�કિંકુંગ્મા��થે( પ�� થેઈ શેકું(એ છી(એ
અન	 ગ્રી(�((Greedy)  ઇષ્ટતેમા 	! �ઈ શેકું(એ છી(એ.  તે	થે(,  આ ઓ�/�  n "કું	ન gર્ટિં!ગો ઑ�/�  n ��ગો ઇન �	 છી	,  તે	થે(
એકું�દ�	 આ ગ્રી(�((Greedy) વ્યુ=હ�ચેન� �ચે( છી	 અન	 તે	 માયુ �	 છી	 O n ��ગો n. 
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ડિ�ઝા�ઇન અન	 એન�લિ�લિ ઓફ એલ્ગો�ડિ�ધમ્ (Design and Analysis of Algorithms)
પ્રો�ફ	� મા�ધવન મા�કું��દ (Prof. Madhavan Mukund)

ચે	ન્નઈ મા	થે	મા	ડિ!કું� ઇલિન્"!ટ્યુ�! (Chennai Mathematical Institute)

વ%કું - 06

મા&ડ્યુ(� - 04

�	ક્ચે� - 42

ગ્રી%�% એલ્ગો�ડિ�ધમ્ (Greedy algorithms): �	!ન	 ઘ!��	 છે	

હવ	 આપણે	 એકું અ�ગો ગ્રી%�%(Greedy)  એલ્ગો�ડિ�ધમા જુ�એ છે	  જુ	  �ચે��પ�ન� ન� વધ� જુડિ!� �લિ2તી% �થે	 છે	.  તી	થે%,
આપણે	 જુ	 મા"યુ�ન% તીપ� કું�% �હ્યા� છે%એ તી	ન	 �ઘ�તીમા ઘ!��વ� કુંહ	વ�મા�� આવ	 છે	. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ6 ��: 00:12)

તી	થે%,  છે	લ્�� ઉદ�હ�ણેમા�� આપણે% અ�તી��� શે	ડ્યુ(લિં�ગો મા"યુ�ન% જુ	મા, અમા��% પ�	 એકું જુ સ્રો�તી છે	  અન	 આ સ્રો�તીન�
ઉપયુ�ગો કું�વ�ન%  લિવન�તી%  છે	.  તી	થે%,  હવ	  અગો�ઉન%  પડિ�લિ"થેલિતીથે%  લિવપ�%તી  જ્યુ��  અમા��%  પ�	  પ્રો���ર્ભન�  માયુ અન	
મા�લિ<તીન� માયુ હતી� અન	 આ માયુ દ�લિમાયુ�ન ��ધનન�� લિનધ�6�ણે કું�વ�� પડ્યુ�� હતી��. અહ= આપણે	 ફક્તી જાણે%એ છે%એ કું	
દ�	કું લિવન�તી%ન	 પ(ણે6 કું�વ� મા�!	 હ� � માયુન� માયુ મા��ગો�� છે� �  અન	 હ� � પ્રોત્યુ	કું લિવન�તી%ન	 હ� � માયુ%મા� �થે	 આવ�� છે� �, અહ= અમા	
દ�	કું લિવન�તી%ન	 શે	ડ્યુ(� કું�વ� જુઈ �હ્યા� છે%એ. તી	થે%, દ�	કું લિવન�તી% જુ	  જુ	  શેરૂઆતીન� માયુ	 શેરૂ થેશે	, તી	ન	 એજુ	  કુંહ	વ�મા��
આવ	 છે	 અન	 તી	 માયુ �	શે	 TJ, તી	થે% તી	 j ન% f પ� મા�<તી થેશે	, જુ	 j ન� મા�<તી થે�યુ છે	 જુ	  શેરૂઆતીન� માયુ હશે	 અન	
તી	 માયુ �	શે	 પ્રોડિAયુ� લિવન�તી% હવ	,  જુ� આ મા�લિ<તી માયુ %મા�લિચેહ્ન કું�તી� મા�!� છે	,  તી� તી	 મા���� થેઈ ગોયુ�� છે	,  તી	થે% તી	
લિવ��2ન% �કુંમા લિવ��2 અન	 મા�લિ<તી માયુ વચ્ચે	ન� તીફ�વતી દ્વ��� આપવ�મા�� આવ	 છે	 અન	 �ક્ષ્યુ એ શે	ડ્યુ(� શે�ધવ�ન�� છે	
જુ	  માહત્તમા અક્ષમાતી�ન	 ઘ!��	 છે	. તી	થે%, આપણે	 2ધ� જુજુ	 પ� આ એ�જુ	ન% માહત્તમા કિંકુંમાતી ઘ!��વ� મા��ગો%એ છે%એ. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ6 ��: 01:28)

તી	થે%, આપણે	 જાણે%એ છે%એ કું	 આપણે	 ગ્રી%�%(Greedy) વ્યુ(હ�ચેન�ઓ શે�ધ% �હ્યા� છે%એ, ચે��� આપણે	 આ મા"યુ� મા�!	
કું	!�%કું ગ્રી%�%(Greedy) વ્યુ(હ�ચેન�ઓ અજુમા�વવ� અન	 (ચેવવ�ન�� શેરૂ કું�%એ. તી�, મા�ન% �� કું	 અમા	 શેક્યુ તી	!�% ઝા�પથે%
જુ�2 મા�<તી કું�વ� મા��ગો%એ છે%એ,  તી	થે% અમા	 Jપ્રોથેમા !(�કું% જુ�2 પ�દ કું�%એ છે%એ,  તી	થે% અમા	 ��2�ઈન� ઓ�6�મા��
જુ�2 પ�દ કું�%એ છે%એ.  તી	થે%,  આ ગ્રી%�%(Greedy)  વ્યુ(હ�ચેન� હ�ઈ શેકું	 છે	,  પ��તી� કુંમાન%2	 એકુંદમા �ળ કું�ઉન્!�
ઉદ�હ�ણે છે	. તી�, મા�ન% �� કું	 આપણે% પ�	 2 જુ�2ન% જુ�2 1 !�ઇમા યુ�લિન! �	 છે	 અન	 જુ�2 2 એ 10 માયુ એકુંમા� �	
છે	,  પ��તી� માયુ %મા� અન�Aમા	  110 અન	  10 છે	.  2%જા શેબ્દ�મા�� કુંહ%એ તી�,  પ્રોથેમા જુ�2મા�� ઘણે� ���2� અ�તી� હ�યુ છે	
જુ	મા�� તી	ન	 કું�ઈપણે દ�� લિવન� �લિનલિMચેતી કું�% શેકું�યુ છે	 , જ્યુ��	 આ 2%જી જુ�2એ પ(ણે6 થેવ�ન�� શેરૂ કું�વ�ન�� ધ��% �%ધ�� છે	 .
તી	થે%, હવ	 જુ� તીમા	 આ Jથે% !(�કું% જુ�2 પ�દ કું�� છે�, તી� આપણે	 1 ન% અક્ષમાતી�ન� અ�તી ��વ%શે��, કું��ણે કું	 આપણે	 1 થે%
જુઈશે�� અન	 પછે% આપણે	 2 થે% 11 �ધ% જુઈશે��. તી	થે%, 2%જી જુ�2 મા�<તી થેશે	. 1 ન% એકુંમા મા���� થે�યુ છે	 , 2%જી તી�ફ
જુ� આપણે	  1  થે%  10  કું�%એ તી� આપણે	  11  કું�%એ,  પછે% આપણે	 કું�ઈ �	!ન	 નહ% મા	ળવ%એ,  આપણે	 �	ડિ!ન	  0
મા	ળવ%એ. તી	થે%, અહ= Jથે% ન�ન� જુ�2 પ�દ કું�વ� એ આપણેન	 શ્રે	ષ્ઠ જુવ�2 આપતી�� નથે%. 
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("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ6 ��: 02:44)

તી	થે%, 2%જી વ્યુ(હ�ચેન� તી	 જુ�2 પ�દ કું�% શેકું	 છે	, તી	થે% અગો�ઉ આપણે	 જુ�યુ�� કું	 અમા��% પ�	 જુ�2 છે	  જુ	ન% પ�	 10

માયુ એકુંમા� છે	  અન	 તી	ન% પણે 10 ન% માયુ%મા�ન% જુરૂ� પ�શે	.  તી	થે%,  અમા	 તી	 જુ�2 પ�દ કું�વ�ન% જુરૂ� છે	,  જુ	ન%
માયુ %મા� મા�<તી થેઈ જાયુ છે	.  તી	થે%,  અમા	 અમા��% જુ�2મા�� શેરૂઆતીમા�� લિવ��2 કું�વ� મા�!	 કું	!�� માયુ પ્રોયુ� કું�%
શેકું%એ તી	 લિવશે	 લિવચે��%એ છે%એ, �%જુ	  ઓછે� !%એજુ	  અન	 ન�ન� કુંદન� ��કું�ન% પ�દગો% કું��. તી	થે%, અહ= આપણે% પ�	
પહ	�% જુ એકું ખૂ(2 જુ મા�ન ઉદ�હ�ણે છે	 , લિવ�યુ કું	 પ્રોથેમા કું�માન% માયુ %મા� જુ	  હવ	 ... તી	થે%, અહ= આપણે% પ�	
2%જા જુ�2 મા�!	  0 ન% �ખ્યુ� છે	  અન	 પહ	�% જુ�2 છે	,  તી	થે% 2%જી વ્યુલિક્તી પ�	 તી	 માયુન% માકુંક્ષ માયુ માયુ�6દ� છે	,
પ્રોથેમાન% માયુ�	ખૂ� છે	 જુ	  માયુ	 એકું ન�� છે	 . તી	થે%, પછે% આ વ્યુ(હ�ચેન� દ્વ��� આપણે	 પ્રોથેમા 2 પ�દ કું�%શે�� અન	 જુ� તીમા	
t 1 પછે% t2 પ�દ કું�શે�,  તી� પછે% શે�� થે�યુ છે	  કું	 આ �	!ન	 11 ઓછે� 2 થેશે	,  કું��ણે કું	 આપણે	 પ્રોથેમા t  થે% 2. તી	થે%,
આપણે	 t 1 જુ�2 1 ફક્તી એકું માયુ 11 છે	, તી	થે% તી	 માયુ 11 મા�<તી કું�	 છે	, પ��તી� તી	  2 મા�<તી હ�વ� જુ�ઈએ, તી	થે%
��પતી� 9 છે	. 2%જી 2�જુ� , જુ� આપણે	 t 1 પછે% t 1 કું�%એ, તી� આપણે% પ�	 તી	 �	!ન	 તી	 ફક્તી 1 છે	, કું��ણે કું	 2%જી
જુ�2 10 ન% મા�<તી થેઈ ગોઈ હ�વ% જુ�ઈએ, તી	ન� 2દ�	 તી	 11 વ�ગ્યુ	 મા�<તી થે�યુ છે	. તી	થે%, 11 

((માયુન��દર્ભ6: 04:15))

1 છે	, તી	થે% અત્યુ��	 અહ= આપણે% અ�તીર્જ્ઞા�6ન અમાન	 આ Jથે% ન�ન� શે��તી માયુ પ�દ કું�વ� મા�!	 કુંહ	 છે	  ખૂ�	ખૂ� તી	 �રું�
નથે%. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ6 ��: 04:25)

તી	થે%, તી	 2તી�વ	 છે	 કું	 કું�મા કું�વ�ન% ���ચેવ�ળ% વ્યુ(હ�ચેન� એ જુ પહ	��ન% પ્રોથેમા અ�લિતીમા તી��%ખૂ �%ન% પ�દગો% કું�વ�ન�� છે	 ,
આ પ�કું�� �લિ2તી% આપ	 છે	 કું	 આ વ્યુ(હ�ચેન� ખૂ�	ખૂ� �ચે% છે	. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ6 ��: 04:40)

તી	થે%, �લિ2તી% �લિ2તી કું�વ� મા�!	 આપણે	 J પ્રોથેમા ધ��%શે�� કું	 આપણે	 માયુ�ન� Aમામા�� અમા��% 2ધ% જુ જુ�2ન� આ�કું
આ�ક્યુ� છે	. તી	થે%, અમા	 અમા��% જુ�2 1, 2, 3 ન	 n �ધ% Aમા��ડિકુંતી કું�%એ, તી	થે% તી	 1 ન% માયુ %મા� ઓછે% છે	 અથેવ� 2 ન%
માયુ %મા�ન% મા�ન છે	 અન	 તી	થે% આગોળ. હવ	, આ અમા��� શે	ડ્યુ(� કુંયુ�6 પછે% ખૂ(2 %ધ% આગોળ છે	 , અમા	 મા�ત્ર જુ�2
1, પછે% જુ�2 2, પછે% જુ�2 3 અન	 તી	થે% જુ શે	ડ્યુ(� કું�%એ છે%એ. એકું વખૂતી અમા	 માયુ� દ્વ��� જુ�2ન	 !(�કું�વ% દ%ધ�
પછે%, આપણે	 તી	 Aમામા�� ગો�ઠવ%એ છે%એ, અમા	 તી	ન	 તી	 Aમામા�� શે	ડ્યુ(� કું�%એ છે%એ જુ	  1 થે% શેરૂ થે�યુ છે	 તી	 માયુ 0 થે% શેરૂ
થે�યુ છે	, જુ	 	! 1 તી�%કું	 2���વ	 છે	, તી	 1 ન� f પ� 2�ધ થે�યુ છે	 જુ	  t ન% છે	  1 0 વત્ત� !% 1. હવ	, 2 એ જુ�2 2 મા�!	ન�
પ્રો���ર્ભન� માયુ જુલ્દ% 1 ન� ��જુ છે	,  તી	થે% એફ 1 પ� આપણે	 2 ન� પ્રો���ર્ભ કું�%એ છે%એ અન	 તી	  2 ન% વત્ત� !% 2 પ�
મા�<તી થેશે	. તી	થે%, હવ	 પણે 3 એફ 2 હશે	, આપણે	 !�ઇમા 2 માયુ	 3 જુ&2 શેરૂ કું�%શે�� અન	 આપણે	 એ 3 <� !% 3 પ�
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જુઈશે�� અન	 આ એફ 3 ન	 2���વ%શે��. તી	થે%, આ માયુ�	ખૂ�ન� પ�છે�� એકું જુ	!�� જુ�દ% જુ આપણે	 દ�	કું જુ�2ન	 શે	ડ્યુ(�
કું�%શે��. . 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ6 ��: 05:46)

તી	થે%,  આપણે	 ��હ જુ�યુ� લિવન� એકું પછે% એકું પછે%ન% જુ�2 �લિનલિMચેતી કું�% �હ્યા� છે%એ,  તી	 ખૂ(2 જુ "પષ્ટ છે	  કું	 આ
શે	ડ્યુ(�મા�� કું�ઈ અ�તી� નથે%, તી	મા�� લિનલિYAયુ માયુ નથે%. જુ	 સ્રો�તી અમા	 ફ�ળવવ�ન� પ્રોયુ� કું�% �હ્યા� છે%એ તી	 તીતી ઉપયુ�ગોમા��
છે	, જ્યુ�� �ધ% 2ધ% n લિવન�તી%ઓ મા�<તી થે�યુ નહ=. તી	થે%, હવ	 એવ� દ�વ� છે	 કું	 ત્યુ�� એકું અન�કું(ળ શે	ડ્યુ(� છે	 જુ	મા�� લિનલિYAયુ
માયુ નથે%,  કું��ણે કું	 ધ��� કું	 તીમા��% પ�	 માહત્તમા અન�Aમાલિણેકું� છે	  જુ	મા�� તીમા��% પ�	 આ પ્રોકું��ન�� બ્��ક્ છે	  જ્યુ��
��ધન�ન� ઉપયુ�ગો કું�વ�મા�� આવ	 છે	 અન	 આ વચ્ચે	ન� અ�તી� લિનલિYAયુ હતી�. જ્યુ��	, હ� � ખૂ(2 જુ "પષ્ટ કું�% શેકું�� છે� �  કું	 હ� � આ
વ"તી�ઓન	 આગોળ ખૂ	�% શેકું�� છે� � , આ જુ�ઓ, જ્યુ��	 હ� � આન	 છે��% શેકું�� ત્યુ��	 કું�ઈ અવ��ધ નથે%, જ્યુ��	 વ"તી� મા�<તી થેઈ
જાયુ ત્યુ��	 જુ માન	 અવ��ધ છે	. તી	થે%, જ્યુ��	 વ"તી�ઓન	 પહ	�� ખૂ	�વ�મા�� આવ	 ત્યુ��	 હ� � મા�ત્ર અક્ષમાતી�ન	 ઘ!��% શેકું�� છે� � ,
તી	થે% જુ� અ�તી� �થે	ન� વ�દળ% શે	ડ્યુ(� શ્રે	ષ્ઠ હતી�, તી� હ� � તી	ન	 ખૂ	�% શેકું�� છે� �, જુ	થે% તી	મા�� અવ��ધ� ન હ�યુ અન	 ચે�ક્કુંપણે	
મા��� નવ� શે	ડ્યુ(�મા�� વ�દળ% ��ગોમા�� કું�ઈ વધ� અક્ષમાતી� હ�તી% નથે%. તી	થે%, અમા	 હ�મા	શે�� ધ��% �ઈએ છે%એ કું	 શ્રે	ષ્ઠતીમા શે	ડ્યુ(�
પ�	 લિનલિYAયુ માયુ નથે%. 

("��ઇ�માયુન� �દર્ભ6 ��: 06:51)

તી	થે%, હવ	 અમા�રું� �ક્ષ્યુ વ�"તીવમા�� એવ% દ�%� છે	 કું	 આ શે	ડ્યુ(� કું	 જુ	  અમા	 માયુમા�લિ<તીન� �દર્ભ6મા�� &!6 કું�%ન	 લિનમા�6ણે
કુંયુ�Z છે	  અન	 પછે% તી	 Aમામા�� આ�ખૂન� ઉપયુ�ગો કું�%ન	, આ કું�ઈપણે શ્રે	ષ્ઠતીમા શે	ડ્યુ(� તી�%કું	 હ�ઈ શેકું	 છે	. તી	થે%, અહ= પ�છે��
અ�તી��� �લિનલિMચેતી મા"યુ�મા��,  અમા	 કુંહ્યા��  કું	  અમા	 તી	 શે	ડ્યુ(�ન	 ગો	�[!% આપ% શેકુંતી� નથે% કું	 જુ	  અમાન	 માળ્યુ��  છે	  તી	 શ્રે	ષ્ઠ
ઑલિ<!મા શે	ડ્યુ(�ન% 2��2� છે	, પ��તી� અમા	 ફક્તી તી	 જુ કુંદ 2તી�વ%શે��. હવ	, અહ= આપણે	 થે���� અ�ગો કું�%એ છે%એ, અમા	 કું�ઈ
અન્યુ વ્યુ(હ�ચેન� દ્વ��� ઉત્પન્ન થેયુ	� માહત્તમા અન�Aમાલિણેકું� �ઈશે�� અન	 આપણે	 તી	ન	 એકું પગો��� દ્વ��� તી2દ%� કું�%શે�� જુ	
આપણે	 ઉત્પન્ન કુંયુ�6 છે	. તી	થે%, આન	 એક્"ચે	ન્જુ દ�%� કુંહ	વ�મા�� આવ	 છે	, આપણે	 કું	!��કું શે	ડ્યુ(�થે% શેરૂઆતી કું�%એ છે%એ
અન	 ત્યુ��2�દ આપણે	 તી	 શે	ડ્યુ(�મા�� વ"તી�ઓન	 શ્રે	ષ્ઠતી� જાળવ% ��ખૂ%ન	 ચે��� ��ખૂ%એ છે%એ,  ત્યુ��  �ધ% આપણે	 આખૂ�	
શે	ડ્યુ(� O ન	 આપણે� શે	ડ્યુ(� એમા�� ફ	�વ%શે��, જુ	 ગ્રી%�%(Greedy) વ્યુ(હ�ચેન�મા�� આવશે	. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ6 ��: 07:52)

તી	થે%, અમા��% વ્યુ(હ�ચેન� પ્રોડિAયુ�ઓ અન	 માયુ�	ખૂ�ન� આધ��	 જુ�2 શે	ડ્યુ(� કું�	 છે	 , તી	થે% અમા	 કુંહ% શેકું%એ કું	 આ શે	ડ્યુ(�
O,  તીમા��� શ્રે	ષ્ઠ માયુપત્રકુંમા��  એકું 2દ��વ છે	,  જુ� તી	ન% પ�	 વ�"તીવમા��  2	  જુ�2 છે	  જુ	  હ�કુંમાન% 2હ�� દ	ખૂ�યુ છે	
અલિન્તીમા �	ખૂ�.  તી	થે%,  ત્યુ�� જુ�2 છે	  જુ	  જુ�2 જુ	  અન	 ઓ પહ	�� દ	ખૂ�યુ છે	,  પ��તી�  j  ન% અ�લિતીમા તી��%ખૂ i  ન% માયુ�	ખૂ�
પહ	�� ખૂતી �%તી	 છે	. તી�, ધ્યુ�ન ��ખૂ� કું	 અમા�રું� �લ્યુ�શેન, કું��ણે કું	 ગ્રી%�%(Greedy) ઉકું	� પ્રોડિAયુ�ઓ માયુ�	ખૂ�ન� Aમામા��
2દ��તી% �હ	 છે	,  ત્યુ�� અમા��� શે	ડ્યુ(�મા�� કું�ઈ 2દ��વ હ�ઈ શેકુંતી��  નથે%,  પ��તી� અમા	 જુ	  ઑલિ<!મા�ઇઝા ઇષ્ટતીમા અન�વતી_
શે	ડ્યુ(� �જુ(  કું�% છે	 તી	 શ્રે	ષ્ઠ હ�ઈ શેકું	 છે	. 
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તી	થે%,  હવ	 પ્રોથેમા મા�દ્દો� એ છે	  કું	  જુ� તીમા��% પ�	 કું�ઈ વ્યુ�ત્Aમા અન	 લિનલિYAયુ માયુ ન હ�યુ તી�,  �	!ન	 મા�ન હ�વ%
આવશ્યુકું છે	. તી�, J પ્રોથેમા, જુ� તીમા��% પ�	 કું�ઈ 2દ��વ ન હ�યુ અન	 ન�લિનલિYAયુ માયુ પછે%, અમા��% પ�	 એકુંમા�ત્ર
�વચે%કુંતી� પ�નbAમા��ડિકુંતી કું�વ�ન� છે	, કું��ણે કું	 અમા	 અગો�ઉન% માયુ%મા� �થે	ન% વ"તી�ઓન% આગોળન% માયુ %મા� �થે	
વ"તી�ઓ મા(કુંવ�ન% મા�જુ( �% આપતી� નથે%. અમા��% પ�	 એકુંમા�ત્ર �ગોમાતી� છે	  જુ	  મા�ન માયુ�	ખૂ� �થે	 વ"તી�ઓન	 ફ�%થે%
ગો�ઠવવ�ન�� છે	,  અમા��% પ�	 મા�ન માયુ�	ખૂ�મા�� 2હ�લિવધ જુ�2 હ�ઈ શેકું	 છે	  અન	 અમા	 આ જુ માયુ%મા�ન% લિવલિવધ
શ્રે	ણે%2દ્ધ પ�ન��વતી6ન અથેવ� અ�ગો �	ન્�કિં�ગો પ�દ કું�% શેકું%એ છે%એ,  તી	ઓ ઇનવઝા6નન	 મા�ન્યુ કું�શે	 નહ=,  કું��ણે કું	 તી	
મા�ન છે	. પ��તી�, મા�ત્ર ત્યુ��	 જુ 2દ��વ થે�યુ છે	 જ્યુ��	 ખૂતી �%તી	 2ન	�% વ"તી� પછે% કું�ઈકું કું�કું �%તી	 આવ	 છે	. તી	થે%, દ�વ�
એ છે	 કું	 આવ% પડિ�લિ"થેલિતીમા��, અમા	 અ�ગો જુવ�2 ધ��વ% શેકુંતી� નથે%, કું��ણે કું	 તીમા	 અમા��� "વયુ�ન	 મા�ન માયુમાયુ�6દ�મા��
જુ�2ન	 શેફ� કું�વ�ન% મા�જુ( �% આપ� છે�.  તી	થે%,  અહ= એકું લિચેત્ર છે	,  તી� ધ��� કું	 આ ત્રણે જુ�2,  વ�દળ% જુ�2,  પ%ળ%
જુ�2મા��, ��� કું�માન% 2ધ% જુ માcતી �	ખૂ� છે	 . તી�, અહ= એકું Aમા છે	  જ્યુ�� આપણે	 પહ	�� વ�દળ% ��ગો કું�%એ, પછે% પ%ળ�,
પછે% ��� અહ= 2%જુ� �  અન�Aમા છે	 , તી	થે% આપણે	 પહ	�� ���, પછે% વ�દળ% અન	 પ%ળ� ��ગો કું�%એ. હવ	, 2ધ� પ�	 તી	 જુ
માયુ%મા� છે	,  તી	થે% આ જુ અ�લિતીમા મા�દતી આ લિં2દ�એ છે	 .  તી	થે%,  માયુ %મા� અહ= છે	,  હવ	 આ કું�માન% છે	લ્�% 2�2તી�
ધ્યુ�નમા�� ��ખૂ%ન	 આપણે	 તી	ન	 કું	વ% �%તી	 શેફ� કું�% શેકું%એ તી	 જુ મા�દ્દો�ન	 મા�<તી કું�શે	. કું��ણે કું	, અમા��% પ�	 કું�� માયુન�
�વ�ળ� છે	 અન	 તી	 અ�તી હશે	 અન	 આમા�� છે	લ્��� જુ�2 હશે	, આ માયુ�	ખૂ�ન	 ધ્યુ�નમા�� ��ખૂ%ન	 માહત્તમા લિવ��2. તી	થે%, કું��ણે
કું	 આપણે	 માહત્તમા અક્ષમાતી� ગોણે%એ છે%એ, માહત્તમા અક્ષમાતી� 2દ��ઈ શેકું	 તી	મા નથે%, હ� � આ જુ�2 કું	વ% �%તી	 શેફ� કુંરું� છે� �,
જુ	ન� કું�ઈ પણે માયુ મા�<તી થે�યુ છે	 તી	 જુ માયુ	 મા�<તી થેશે	, કું��ણે કું	 આ 2ધ� એકું જુ ��2�ઈન�� છે	 અથેવ� મા��� અથે6
એ છે	  કું	 આ મા�ન ��2�ઈન	 ધ્યુ�નમા�� �%ધ� વગો� હ� �  કું	વ% �%તી	 શેફ� કુંરું� છે� � .  અન	 તી	થે%,  �	!ન	 2દ��તી�� નથે%,  તી	થે%
કું�ઈકુંમા�� જુ� તીમા��% પ�	 2	 શે	ડ્યુ(� હ�યુ છે	  જુ	મા�� વધ� વ્યુ�ત્પલિત્ત હ�યુ છે	  અન	 લિનલિYAયુ માયુ નથે%,  તી� પછે% આપણે	
ઉત્પન્ન થેતી� અક્ષમાતી�ન� �દર્ભ6મા�� આ જુવ�2 છે	. 
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તી	થે%, હવ	 જુ� તીમા	 દ�વ� કું�% શેકું� છે� કું	 કું�ઈ ઇનવઝા6ન અથેવ� લિનલિYAયુ માયુ લિવન� શ્રે	ષ્ઠ અન�Aમાલિણેકું� છે	 . હવ	, યુ�દ ��ખૂ�
કું	 અમા��� શે	ડ્યુ(� એ પ�	 આ લિમા�કુંતી છે	 ; એ 2��ધકું�મા દ્વ��� કું�ઈ 2દ��વ નથે% અન	 લિનલિYAયુ માયુ નથે%. અન	 હવ	 હ� �
દ�વ� કુંરું� છે� �  કું	 ત્યુ�� એકું શ્રે	ષ્ઠતીમા શે	ડ્યુ(� છે	, અમા	 ઓ �થે	 પ્રો���ર્ભ કું�વ� જુઈ �હ્યા� છે%એ અન	 અમા	 આ કું�ઈપણે પ્રો�ઇમામા��થે%
ઉત્પન્ન કું�વ� જુઈ �હ્યા� છે%એ જુ	મા�� કું�ઈ 2દ��વ નથે%, લિનલિYAયુ માયુ નથે%. અન	 પહ	��ન% ડિ!<પણે% દ્વ���, જ્યુ��	 ઓ
પ્રો�ઇમા અન	 એ 2�ન	 પ�	 કું�ઈ લિનલિYAયુતી� નથે%, તી	 લિનલિYAયુ માયુ નથે%, તી	 વ�"તીવમા�� તી	 જુ અક્ષમાતી� ઉત્પન્ન કું�	 છે	 . તી�,
આપણે	 આ કું	વ% �%તી	 કું�%એ? તી	થે%, J પ્રોથેમા, આપણે	 જાણે%એ છે%એ કું	 અમા	 ધ��	 છે	 કું	 શ્રે	ષ્ઠતીમા શે	ડ્યુ(� પ�	 લિનલિYAયુ માયુ
નથે%. કું��ણે કું	, આપણે	 પહ	�	થે% જુ કુંહ્યા�� છે	 કું	 લિનલિYAયુ માયુ નકું�મા�� છે	, આપણે	 હ�મા	શે�� 2�કું% �હ	�% કું�ઈપણે વ"તી�ન	 પ�ળ%
શેકું%એ છે%એ, અ�તી�ન	 �કું�ચે� શેકું%એ છે%એ, જુ	થે% ત્યુ�� લિનલિYAયુ માયુ ન હ�યુ. તી	થે%, પ્રોથેમા લિન�%ક્ષણે એ છે	 કું	 હવ	 આપણે%
પ�	 કું�ઈ લિનલિYAયુ માયુ નથે%, તી	થે% આ જુરૂડિ�યુ�તીન� એકું ર્ભ�ગો ગ્રીહણે કું�વ�મા�� આવ	 છે	 , તી	થે% એકુંમા�ત્ર વ"તી� જુ	ન	 આપણે	
લિંચેતી� કું�વ�ન% જુરૂ� છે	 તી	 છે	વ!	 છે	. તી	થે%, પ્રોથેમા દ�વ� એ છે	 કું	 જુ� ઓમા�� 2દ��વ હ�યુ તી�, હકું%કુંતીમા�� આપણે% પ�	 તીતી
2	 ઘ!કું� વચ્ચે	ન� ભ્રમા છે	, ત્યુ�� જુ�2ન� એકું જુ��% છે	  અન	 j જુ	વ� છે	  કું	 જુ	  j પછે% તી�તી જુ છે	, પ��તી� j ન% માયુ %મા�
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કું�તી�� ન�ન% છે	  હ� � માયુ%મા�. તી	થે%, અમા��% પ�	 ન�ન% માયુ�	ખૂ� �થે	 કું�ઈકું છે	  જુ	  મા�!% માયુ�	ખૂ� મા�!	 કું�ઈકું પછે%થે%
આવ	 છે	  અન	 તી	 ખૂ(2 જુ "પષ્ટ છે	 , કું��ણે કું	 જુ� કું�ઈ વ્યુ�ત્Aમા હ�યુ તી�, માયુ માયુ�6દ� �મા�ન્યુ �%તી	 વધશે	 અન	 પછે% ક્યુ��કું
આ એકું 2દ��વ થેશે	,  તી	થે% તી	 ન%ચે	 આવ	 છે	  .  તી	થે%,  તી	 લિં2દ�એ જ્યુ�� તી	 ન%ચે	 આવ	 છે	,  ત્યુ�� આપણે% પ�	 2	 નજીકુંન%
વ"તી�ઓ હ�વ% જુ�ઈએ,  જ્યુ��  મા�!% વ્યુલિક્તી ન�ન� કું�તી� પહ	�� આવ	.  તી	થે%,  જ્યુ��	  પણે આપણે	 અન�Aમામા��  ગોમા	  ત્યુ��
2દ��વ કું�%એ છે%એ, ત્યુ��	 આપણે	 કું�ઈ મા�દ્દો� શે�ધ% શેકું%એ છે%એ જ્યુ�� તીતી 2	 વ"તી�ઓ એકું 2દ��વ ધ��વ	 છે	. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ6 ��: 12:37)

હવ	,  આગોળન�� અવ��કુંન એ છે	  કું	 આપણે	 આ 2	 જુ�2ન	 "વ	પ કું�%ન	 આ વ્યુ�ત્પલિત્ત દ(� કું�% શેકું%એ છે%એ. તી�,  આપણે%
પ�	 j અન	 i જુ	 છે	, જુ	ન� વ્યુ�ત્Aમા છે	, તી� જુ� આપણે	 i અન	 j ન�� લિવલિનમાયુ કું�%એ તી� તી	 પહ	�� હ� � j ન	 મા�કું�� છે� �, તી� હવ	 j ન%
d એ d કું�તી�� ઓછે% છે	  અન	 આ વ્યુ�ત્પલિત્ત ગોઈ છે	 . તી	થે%, તી	 "પષ્ટ છે	 કું	 આપણે	 શે� મા�!	 વ્યુ�ત્પલિત્ત દ(� કું�%એ છે%એ. પ��તી�,
હવ	 તી	 "પષ્ટ છે	 કું	 આ તીતી જુ�2ન	 આ "વચે�લિ�તી �%તી	 દ(� કું�%ન	 આ Aમામા�� દ(� કું�વ�ન% આ પ્રોડિAયુ� ખૂ�	ખૂ� આ લિવચે��ન%
ગો�ણેવત્ત�ન	 અ� કું�શે	 નહ=. તી	થે%, આપણે	 જુ	 પ(છેવ�ન% જુરૂ� છે	 તી	 છે	 કું	 i અન	 j ન	 "વ	પ કુંયુ�6 પછે% આપણેન	 એકું ઉપ�યુ
માળ	 છે	  જુ	ન% માહત્તમા ��2�ઈ O કું�તી�� વધ� મા�!% નથે%. તી	થે%, આપણે% પ�	 માહત્તમાતીમા ઉકું	� છે	, આપણે% પ�	 વ્યુ�ત્Aમા
અન	 તીતી અન�વતી6ન છે	, આપણે	 આ કું�વ� મા��ગો%એ છે%એ આ તીતી પડિ�વતી6નન	 તી	 2	 તીતી તીત્વ�ન	 "વ	પ કું�%ન	 પ(વ6વતીe
કું��, પ��તી� અમા	 શ્રે	ષ્ઠતી�ન	 2દ�વ� નથે% મા��ગોતી�. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ6 ��: 13:38)

તી�,  આ ફ�%થે% આપણે	 આકુંcલિતી દ્વ��� જુ�ઈ શેકું%એ છે%એ,  તી	થે% યુ�દ ��ખૂ� કું	 આ અવ્યુવ"થે�એ કુંહ્યા�� છે	  કું	 હ� �  j  પહ	��
આવ્યુ� હતી�, પ��તી� j ન% �% ખૂ(2 ઓછે% હતી% ત્યુ��2�દ હ� � �% હતી� તી	થે% તી	 વણે6ન હતી��  . તી	થે%, અમા��% પ�	 આ પ્રોકું��ન%
પડિ�લિ"થેલિતી છે	, તી	થે% અમા��% પ�	 આ વ�દળ% ઇલિતીહ�ન� કું	!��કું ઇલિતીહ� હતી� અન	 પછે% આ માયુ	 અમા��% પ�	 અન	
પછે% j. તી	થે%, આ મા�રું� મા(ળ છે	 અન	 હવ	 હ� � લિવલિનમાયુ દ્વ��� જુઈન	 ઓ પ્રો�ઇમા પ� જુઈશે 

((માયુન��દર્ભ6: 14:08)).

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ6 ��: 14:10)

તી	થે% હવ	 અવ��કુંન કું�� કું	 j ન% �% એ ધ��ણે� દ્વ��� d ન% ��2% 2�જુ�એ છે	, તી	થે% j ન% �% ખૂ(2 ઓછે% છે	 પછે% i ન% �%.
તી�, હવ	 ચે��� આપણે	 j ન% �	!ન	 ન	 જુ�ઈએ, તી	થે% તી	 અ�તીથે% છે	, હ� � વત્ત� જુ	  મા�ન માયુ �	 છે	 , પછે% હ� �  j અથેવ� j
પહ	�� હ� � કું�%શે. તી�, જુ� હ� � j ન% માયુન% %મા�લિચેહ્નથે% જુ�  એન વખૂતી જ્યુ�� આન% ��2�ઇ જુ�ઈતી� હ�યુ, તી� આ ��કું��
વધ��	 હ�વ% જુ જુ�ઈએ, પછે% ન%ચે	 ���2�� ���2�� હ�વ�� જુ�ઈએ નહ=. કું��ણે કું	 હ� � d ન% j ન% �%ન% જુમાણે% તી�ફ જુ છે� �  અન	
n પ�ઇન્! મા�ન છે	. તી	થે%, જુ� હ� � એન પ�ઇન્! પ� ધ્યુ�ન આપ�� છે� �  અન	 માયુ�	ખૂ� લિં2દ�ન	 2�દ કુંરું� છે� � , તી� હ� � અ�લિતીમા મા�દતી
મા�!	 n 2�ધ છે� �, પછે% j મા�!	 અ�લિતીમા મા�દતી છે	, કું��ણે કું	 �%જુ	  �% પહ	�� છે	. તી	થે%, તી	થે% હ� � અન	 j ન	 મા�ત્ર લિવલિનમાયુ દ્વ���
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વ્યુ�ત્Aમા� પ�ન% ગોલિતીએ ખૂ�તી�% આપ% છે	 કું	 આ ન�ડિ!ન	 �%ધ	 મા���� કું�ઈ અન્યુ જુ�2 નથે%, આ લિં2દ� �ધ% દ�	કું અન્યુ જુ�2
એ જુ માયુ	 જુવ�2 આપ	 છે	 જ્યુ��	 આ લિં2દ� પછે%ન% દ�	કું વખૂતી	 પણે તી	 જુ મા�દ્દો�ન	 મા�<તી કું�	 છે	 . તી	થે%, અન્યુ કું�ઈ જુ�2
ન�મા દ્વ��� અ� કું�	�� �	ડિ!એશેનન	 ફક્તી જુ�2 મા�!	 જુ અ� કું�	 છે	 , જુ	 �	!ન	 changes અથેવ� i અન	 j એ આ �%તી	
2દ��વ દ્વ��� થે�યુ છે	 કું	 માગ્રી �fલિગોકુંતી� ફક્તી ત્યુ��	 જુ ઘ!��	 છે	 , તી	 વધતી% નથે%. તી	થે%, આ શ્રે	ષ્ઠતી� જાળવવ�ન� �દર્ભ6મા��
��માતી ન�મા છે	. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ6 ��: 15:34)

તી	થે%, હવ	 આપણે	 આપણે� દ�વ� પ� પ�છે� આવ%એ છે%એ કું	 કું�ઈ ઇનવઝા6ન અન	 લિનલિYAયુ માયુ લિવન� શ્રે	ષ્ઠતીમા શે	ડ્યુ(� છે	 ,
અમા	 જાણે%એ છે%એ કું	 અમા��% પ�	 કું�ઈ લિનલિYAયુ માયુ ન હ�વ�થે% માહત્તમા અન�Aમાલિણેકું� છે	, કું��ણે કું	 તી	 �મા�ન્યુ લિદ્ધ��તી
.  હવ	,  અગો�ઉન� દ�%�થે% આપણે	 �	!ન	ન	  વધ્યુ� વગો� દ�	કું તીતી ઇનવઝા6નન	  દ(�  કું�% શેકું%એ છે%એ.  તી	થે%,  શ્રે	ષ્ઠતી�
ચેવ�યુ છે	, હવ	 જુ� તીમા	 તી	મા��ન% દ�	કું જુ��% હ�કુંમાન% 2હ�� ન હ�યુ તી� પણે તીમા	 n જુ�2 ઉમા	�� છે�, તી� તી	ન% �થે	 પ્રો���ર્ભ
કું�વ� મા�!	 ફક્તી 2 થે% 2 2�દ 2 અવ��ધ� છે	. તી	થે%, અમા	 શ્રે	ષ્ઠતી�ન	 પ્રોર્ભ�લિવતી કુંયુ�6 લિવન�, દ�	કુંમા�� વ્યુવલિ"થેતી ઇનવટ્6 કું�%
શેકું%એ છે%એ, જ્યુ�� �ધ% અમાન	 કું�ઈ વ્યુ�ત્પન્ન અન	 લિનલિYAયુ માયુ ન હ�યુ ત્યુ�� �ધ% શ્રે	ષ્ઠતીમા શે	ડ્યુ(� માળ	. અન	 આપણે	
પહ	�	થે% જુ જુ�યુ�� છે	  કું	 કું�ઈપણે 2	 શે	ડ્યુ�લ્ કું�ઈ 2દ��વ નથે% અન	 લિનલિYAયુ માયુ કું�ઈ લિનYA%યુતી� મા�ન હ�વ�� જુ�ઈએ
નહ=.  તી	થે%,  અમા��� શે	ડ્યુ(� એ કું	  જુ	ન% પ�	 લિમા�કુંતી નથે% કું	  જુ	મા��  તી	ન% કું�ઈ વ્યુ�ત્પલિત્ત નથે% અન	  O  ન��  ટ્રા�ન્ફ�મા6�
�"કું�ણે તી�%કું	 મા�ન અવ્યુવલિ"થેતીતી� તી�%કું	 કું�ઈ લિનલિYAયુ માયુ નથે%, O ન� પડિ�વતી6ન �"કું�ણેથે% તી	 જુ �	!ન	 O પ�તી	
જુ છે	 અન	 O એ અમા��� એલ્ગો�ડિ�ધમાન� શ્રે	ષ્ઠ ઉકું	� છે	. પણે શ્રે	ષ્ઠ છે	. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ6 ��: 16:45)

તી	થે%,  આ મા"યુ�મા�� યુ�લિક્તી ખૂ�	ખૂ� �લિ2તી થેઈ હતી% કું	 ગ્રી%�%(Greedy)  વ્યુ(હ�ચેન�ઓ �ચે% હતી%,  અમા�%કું�ણે અન	
જુ!%�તી� ગોણેતી�% કું�વ� મા�!	 ખૂ(2 જુ �ળ છે	, અમા��	 ફક્તી !(�કું� માયુ �ધ% જુ કું�મા !(�કું�વ% છે	 અન	 પછે% આ શે	ડ્યુ(�મા��
તી	 જુ Aમામા�� વ��ચે�. તી	થે%, જુ�2ન	 !(�કું�વ%ન	 n ��ગો n કું�વ�� �મા�ન્યુ છે	 અન	 આ શે	ડ્યુ(�ન	 વ��ચેવ�� એ ઑ�6� એન !�ઇમા �	
છે	, કું��ણે કું	 આપણે	 ફક્તી !(�કું� થેયુ� પછે% જુ જુ�2 1 ન	 વ��ચે%એ છે%એ. તી	થે%, એકું�દ�	 આપણે% પ�	 n ��ગો n એલ્ગો�ડિ�ધમા
છે	. 
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ડિ�ઝા�ઇન અન	 એન�લિ�લિ ઓફ એલ્ગો�ડિ�ધમ્ (Design and Analysis of Algorithms)
પ્રો�ફ	� મા�ધવન મા�કું��દ (Prof. Madhavan Mukund)

ચે	ન્નઈ મા	થે	મા	ડિ!કું� ઇલિન્"!ટ્યુ�! (Chennai Mathematical Institute)

વ%કું - 06

મા&ડ્યુ(� - 05

�	ક્ચે� - 43

ગ્રી%�%  એલ્ગો�ડિ�ધમ્ (Greedy algorithms): હફમા	ન કું�ડ્(Huffman Codes)

આ કું�-મા��  ગ્રી%�%(Greedy)  એલ્ગો�ડિ�ધમાન� છે	લ્�� ઉદ�હ�ણ મા�!	,  આપણ	 એકું કું�મ્યુ�લિનકું	શન લિથેયુ�%મા��  એકું મા"યુ�
જો�શ��, આપણ	 જો�શ�� હફમા	ન કું�ડ્ (Huffman Codes)ન% મા"યુ� પ�. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ- ��: 00:10)

તે	થે%,  જ્યુ��	 આપણ	 વ�તેચે%તે કું�%એ છે%એ, ત્યુ��	 આપણ	 એકું "થેળે	થે% બી%જી જોગ્યુ�એ મા�લિહતે% પ્રો�ડિ�તે કું�વ% પ�	 છે	 .
તે	થે%,  અમા	  કું	!�%કું  ર્ભ�ષા�મા��  અ�ગ્રી	જી,  લિહન્દ%  અથેવ�  ગોમા	  તે	  �%તે	  કું�મા કું�%  શકું%એ છે%એ,  પ��તે�  જો�  આપણ� �	!�ન	
ટ્રા�ન્લિમાશન કું�વ� મા�!	,  ઉદ�હ�ણ તે�%કું	 કુંમ્પ્યુ�!-ન� ઉપયુ�ગો કું�%એ છે%એ,  તે� આપણ	 જાણ%એ છે%એ કું	 તે	ઓએ આ
મા�લિહતે%ન	 લિ@વ�ગો% શબ્દમા�ળે�ઓ મા�� મા�કું�વ% આવશ્યુકું છે	. તે	થે%, અમા�રું� ��ક્ષલિણકું �ક્ષ્યુ મા(ળે�ક્ષ�� �	વ�ન�� છે	  અન	 પછે%
તે	ન	 0 અન	 1 ન% "ટ્રાFગો પ� એન્કું�� કુંયુ�G છે	, જો	થે% બી%જી બી�જો� , અમા	 �દ	શન	 �%કું�� કું�% અન	 પ�નHપ્રો�પ્તે કું�% શકું%એ છે%એ.

તે	થે%, જો� તેમા	 26 ન%ચે�� કું	 અક્ષ��ન	 z થે% કુંહ� છે�, તે� તે	 જો�વ�ન�� �ળે છે	  કું	 જો� તેમા��	 દ�	કું અક્ષ�ન	 0 અન	 1 ન�
લિનયુતે અન�ક્રમા તે�%કું	 લિનયુતે અન�ક્રમાલિણકું� તે�%કું	 એન્કું�� કું�વ� મા��ગોતે� હ�યુ, તે� અમા��	 ઉપયુ�ગો કું�વ�ન% જોરૂ� પ�શ	 પત્ર
મા�!	  5 લિબીટ્,  કું��ણ કું	 જો� તેમા	 ફક્તે 4 લિબીટ્ન� ઉપયુ�ગો કું�� છે�,  તે� ફક્તે 16 જો�દ� જો� દ� �યુ�જોન� મા	ળેવ% શકું	 છે	,
જો	મા��  5 લિબીટ્ન� મા�વ	શ થે�યુ છે	  જો	  32 જો�દ� જો� દ� �યુ�જોન� મા	ળેવ% શકું	 છે	.  તે	થે%,  હવ	 એકું કું�દ�તે% પ્રોશ્ન એ છે	  કું	,
આપણ	 લિવલિવધ અક્ષ�� મા�!	  લિવલિવધ ��બી�ઈ એન્કું�ડિં�ગોન� ઉપયુ�ગો કું�%ન	  હNલિશયુ�� કું�ઈકું કું�% શકું%એ છે%એ,  જો	થે% વધ�
વ���વ�� અક્ષ�� ન�ન� ઇનપ�ટ્ �થે	 મા�કું�વ�મા�� આવ	.  તે	થે%,  આપણ	 એકું "થે�ન	થે% બી%જા "થે�ન	 �દ	શ મા�કું�વ� મા�!	
ખ�	ખ� કું	!�% મા�લિહતે%ન	 "થે�ન��તેડિ�તે કું�%એ છે%એ તે	ન	 અમા	 ઑલિપ્!મા�ઇઝા કું�% શકું%એ? 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ- ��: 01:24)

તે	થે%, આ આપણન	 વ	ડિ�યુ	બી� ��બી�ઈ એન્કું�ડિં�ગો ધ��વતે% લિવચે�� પ� ��વ	 છે	 , જ્યુ�� અમા	 મા(ળે�ક્ષ��મા�� લિવલિવધ અક્ષ�� મા�!	
લિવલિવધ  ��બી�ઈન�  લિવલિવધ  "ટ્રાFગ્ન�  ઉપયુ�ગો  કું�%એ  છે%એ.  તે	થે%,  વ	ડિ�યુ	બી�  ��બી�ઈ  એન્કું�ડિં�ગોન�  Qથે%  પ્રોલિ@ધ
ઉદ�હ�ણ�મા��ન� એકું શ�"ત્ર%યુ મા�- કું�� છે	, જો	ન� લિવકું� 	મ્યુ�અ� મા�- @વ��� !	લિ�ગ્રી�ફ @વ��� કું�વ�મા�� આવ્યુ� છે	 જો	ન�
શ�ધ કું�વ�મા�� આવ% છે	. તે	થે%, આ �પકું- પ� લિક્�કું કું�%ન	 યુ��લિત્રકું ઉપકું�ણન� ઉપયુ�ગો કું�%ન	 કું�વ�મા�� આવ્યુ� હતે� અન	 તે	
���બી% અન	 !(�કું% લિક્�ક્ બીન�વશ	.  તે	થે%,  !(�કું� લિક્�ક્ન	 બિંબીદ�ઓ કુંહ	વ�મા�� આવ	 છે	  અન	 �	શ્ તે�%કું	 ઓળેખ�તે� ���બી�
લિક્�ક્, આપણ	 તે	માન� તે	માજો બી%ટ્ 0 અન	 1 ન�� પ્રોલિતેલિનલિધત્વ કું�વ� લિવચે��% શકું%એ છે%એ. તે	થે%, મા�- કું�� એન્કું�ડિં�ગોમા��,
જો�દ� જો� દ� અક્ષ��મા�� લિવલિવધ એન્કું�ડિં�ગ્ હ�યુ છે	  અન	 અ�ગ્રી	જીમા�� તે	 છે	  મા�!�ર્ભ�ગોન� વ���વ�� પત્ર અન	 !% એકું અન્યુ
પ્રોકું��ન�� વ���વ��ન�� પત્ર છે	. તે	થે%, મા�T તે	માન	 ��!ન� કું�ડ્ આપ્યુ��, જો	 ઇ અન	 �Uશ મા�!	 0 છે	, તે	 !% મા�!	 1 છે	, પછે% મા�T
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અન્યુ વ���વ��ન� અક્ષ�� �	તે� હતે� અન	 તે	માન	 બી	 અક્ષ� એન્કું�ડિં�ગો આપ% હતે%. તે	થે%, ��! �Uશ તે�%કું	 એન્કું��	� છે	, જ્યુ�� 0
અન	 1. હવ	, મા�-ન� એન્કું�ડિં�ગો �થે	 મા"યુ� એ છે	 કું	 તે	 અ"પષ્ટ છે	, જ્યુ��	 તેમા	 �%કું�ડિં�ગોમા�� આવ� છે�. તે	થે%, ઉદ�હ�ણ
તે�%કું	, જો� આપણ	 શબ્દ 0, 1 જો�ઓ, તે� આપણ	 જાણતે� નથે% કું	 આપણ	 આમા��ન� દ�	કુંન	 એકું અક્ષ� કું�� તે�%કું	 અથે-ઘ!ન
કું�વ% જો�ઈએ અન	 ઇ!%! મા	ળેવવ�� જો�ઈએ, ઉદ�હ�ણ તે�%કું	 આપણ	 આન	 2 બી	 અક્ષ� કું�ડ્ અન	 aa અન	 so on. તે	થે%,
આપણ	 તે	ન	 બી�ધ કું�%એ કું	 નહF તે	  0 અથેવ� 0 થે% 0 �ધ% લિવ"તે�	 છે	  તે	ન� આધ��	,  આપણ	 ઘણ� જો� દ� જો� દ� અથે-ઘ!ન
મા	ળેવ% શકું%એ છે%એ. હવ	, મા�- કું��મા�� વ્યુવહ��મા��, આપણ	 જો	  બીનવ� મા�!	 ઉપયુ�ગો કું�%એ છે%એ તે	 એ છે	  કું	 ઑપ�	!�,

અક્ષ�ન� અ�તેન	 (ચેવતે% "��ઇ� લિવ��મા આપ	 છે	. તે	થે%, તે	થે%, અ�કું��કું �%તે	 મા�- કું�� બી�ઈન�% કું�� નથે%, પ��તે� તે	 ત્રણ
અક્ષ�ન� કું�� 0 1 છે	 અન	 થે�ર્ભ�, હવ	 અમા	 અ�બીત્ત ડિ�લિજો!� કુંમ્પ્યુ�!-ન� ઉપયુ�ગો કું�% �હ્યા� છે%એ, અમા	 ત્રણ અક્ષ�� પ�
જોવ� નથે% મા��ગોતે�. તે�, આપણ	 ફક્તે બી	 અક્ષ��ન� ઉપયુ�ગો કું�%ન	 કું�યુ-ક્ષમા �%તે	 આ કું�વ� મા��ગો%એ છે%એ. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ- ��: 03:20)

તે	થે%,  વ	ડિ�યુ	બી� ��બી�ઈ કું��ન	  લિનષ્ક્ર%યુ �%કું��	બી� બીન�વવ� મા�!	,  આપણન	 પ્રો%ડિફક્ જોથ્થે� કુંહ	વ�મા��  આવ	 છે	.  જ્યુ��	
આપણ	 0 અન	 1 ન� ક્રમા @વ��� વ��ચે%એ છે%એ, ત્યુ��	 આપણ	 અ"પષ્ટતે�પ(વ-કું "પષ્ટ હ�વ�� જો�ઈએ, પછે% ર્ભ�	 આપણ	 કું�ઈ
અક્ષ� વ��ચ્યુ�� હ�યુ અથેવ� વ��ચેવ� મા�!	 વધ� હ�યુ. આપણ	 પહ	��ન� ડિકું"� જો	વ�� હ�વ�� જો�ઈએ, જ્યુ�� આપણ	 0 વ��ચ્યુ�� છે	
અન	 આપણ	 જાણ%એ છે%એ કું	, આપણ	 0 પ� ��કું�ઈએ છે%એ અન	 તે	ન	 મા�- કું�� 	ડિં!ગોમા�� ઇ કુંહ%એ છે%એ અથેવ� આપણ	
તે	ન	 0 જો	 છે	 તે	 કુંહ%એ છે%એ. 1. તે	થે%, આપણ	 ફ�ક્શન એન્કું�ડિં�ગોન	 (ચેવવ� મા�!	 આ મા(�% પત્ર E ન� ઉપયુ�ગો કું�વ� જોઈ
�હ્યા�� છે�. તે	થે%, x ન% E એ અક્ષ�ન% એન્કું�ડિં�ગો છે	. તે	થે%, અહF એકું ઉદ�હ�ણ છે	, તે	થે% આપણ% પ�	 પ��ચે અક્ષ�� a, b,

c, d, e અન	  now, તેમા	 ચેકું�% શકું� છે� કું	 આમા��ન% કું�ઈપણ એન્કું�ડિં�ગોન	 કું�ઈપણ પ� લિવ"તે]તે કું�% શકું�શ	 નહF.  મા��%
પ�	 નથે% 1, જો� હ� � 1 જો�ઉં, તે� તે	 હ	�� હ�વ�� જો�ઈએ, બી%જો� �  કું�ઈ કું�� જો	  1 થે% શરું થે�યુ. 1 જો� હ� � 0 જો�ઉં તે� તે	 કું��
નથે%, પ��તે� 0 0 એ કું�� છે	, તે	થે% 0 1 હ�ઈ શકુંતે�� નથે% લિવ"તે]તે અન	 તે	થે%. તે	થે%, આમા��ન� દ�	કુંન	 અન્યુ કું�ઈપણ અક્ષ�ન�
કું�� ગોણ�વ% શકું�યુ નહF. તે	થે%, હવ	 જ્યુ��	 આપણ	 આ પ્રોમા�ણ	 અન�ક્રમા	 આવ%શ��, ત્યુ�� કું�ઈ શ�કું� નથે%, જ્યુ��	 હ� � પત્ર પ(ણ- કુંરું�
ત્યુ��	 પ્રોથેમા બિંબીદ� 0 0 છે	 અન	 આ એકું % છે	. આગો��� બિંબીદ� જ્યુ��	 હ� � અક્ષ� પ(ણ- કુંરું� છે� �  તે	 ત્રણ 0 છે	 અન	 તે	 એકું છે	, તે�
પછે% હ� � બી%જો� �  c વ��ચે�� છે� �  અન	 પછે% એકું અન	 પછે% બી%. તે	થે%, જો� તેમા��% પ�	 પ્રો%ડિફક્ કું�� પ્રો�પ!_ હ�યુ, તે� તે	 કું�ઈ શબ્દ
નથે% જો	  શબ્દમા�ળે�મા�� એન્કું��	� છે	  જો	  એન્કું�ડિં�ગો અથેવ� અન્યુ કું�ઈ અક્ષ�ન� ઉપગો- છે	 ,  પછે% આપણ% પ�	 અમાથે-
�%કું�ડિં�ગો શક્યુ છે	 અન	 તે	 ખ(બી જો માહત્વપ(ણ- છે	. 
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તે	થે%, અમા�રું� �ક્ષ્યુ શ્રે	ષ્ઠ ઉપગો- કું�ડ્ શ�ધવ�ન�� છે	. તે	થે%, અમાન	 શ્રે	ષ્ઠતે� @વ��� જો	ન� અથે- છે	 તે	 લિવશ	 વ�તે કું�વ�ન% જોરૂ�
છે	. તે	થે%, યુ�દ ��ખ� કું	 અમા	 કુંહ્યા�� છે	 કું	 અમા�રું� �ક્ષ્યુ !(�કું� કું�ડ્ન	 વધ� વ���વ�� અક્ષ�� પ� અ�ઇન કું�વ�� છે	 . તે	થે%, કું�ઈકું �%તે	
આપણ	 લિનધ�-ડિ�તે કું�વ��  પ�શ	,  વધ� વ���વ�� અન	 ઓછે� વ���વ�� અક્ષ�� શ��  છે	?  તે	થે%,  ��કું�એ દ�	કું અક્ષ� અન	 લિવલિવધ
ર્ભ�ષા�ઓન% ઘ!ન�ન% આવતે-નન	 મા�પ્યુ�� છે	, તે	થે% આ ખ(બી જો લિવલિશષ્ટ ર્ભ�ષા� છે	. તે	થે%, આ શ્રે	ષ્ઠતે� એ કું�ઈકું છે	  જો	  અ�ગ્રી	જી
મા�!	 અન�કું(ળે છે	,  ફ્રે	ન્ચે અથેવ� અન્યુ કું�ઈ "પ	લિનશ અથેવ� કું�ઈકું કું�મા કું�% શકુંશ	 નહF.  તે	થે%,  તેમા	 કું�ઈ ચે�ક્કું ર્ભ�ષા�મા��
!	ક્"!ન� મા�!� ર્ભ�ગો �	 છે	  અન	 તેમા	 A ન% b c d  અન	 e ન% �ખ્યુ�ન	 ગોણ�વ% શકું� છે� અન	 પછે% તેમા	 બીધ� પગો��ઓ
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પ�ન� અક્ષ��ન% કું�� �ખ્યુ�મા��થે% મા�ત્ર અપ(ણ�Gકુંન	 જો�ઓ, કું	!�� છે	  ઇ, કું	!�� બી%, કું	!�� % છે	. તે	થે%, આ આન% �	��શ
આવતે-નન� આ�કું��કું%યુ અ�દ�જો છે	. તે	થે%, આ આવતે-ન એકું અપ(ણ�Gકું હશ	, મા�!�ર્ભ�ગોન� પ�ઠ્યુ �ખ�ણ પ� અક્ષ�ન� કું	!��
ર્ભ�ગો હશ	, તે	 કું	!�� અ�શ	 % હશ	 અન	 આ અપ(ણ�Gકું એકું �થે	 ઉમા	��શ	, કું��ણ કું	 દ�	કું અક્ષ� તે	મા��થે% એકું હશ	. તે	થે%, એકું
અ�શ	 પ્�ન� ર્ભ�ગો છે	, b ન� અપ(ણ�Gકું વત્ત�, c ન� ર્ભ�ગો છે	 અન	 તે	થે% તે	 1 થે% ઉમા	�વ�મા�� આવશ	 અન	 તે	ન� કું��ણ	, આપણ	
આ આ�કું��કું%યુ અ�દ�જો અથેવ� �ર્ભ�વન�ન%  �ર્ભ�વન� પણ લિવચે��%  શકું%એ છે%એ.  ચે��� જો� હ� �  તેમાન	  �	ન્�મા �	!�
આપ%શ, જો� હ� � !	ક્"!ન� ર્ભ�ગો જો�ઉં છે� �  અન	 !	ક્"!મા��થે% �	ન્�મા �	!� પ�દ કુંરું� છે� �, તે� એક્ન% �ર્ભ�વન� શ�� છે	, તે	 x ન%
તેમા�મા !	ક્"! f મા�� મા�ત્ર x ન% આવતે-ન છે	. તે	થે%, આ 1 મા�� ઉમા	�વ�મા�� આવશ	. 
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તે�, હવ	, આપણ% પ�	 એકું �દ	શ છે	, તે	મા�� કું	!��કું એન લિચેન્હ� છે	 . તે	થે%, આપણ% પ�	 એમા 1, એમા 2 અપ !� એમા, તે	થે%
આ એન લિચેન્હ� છે	. હવ	, આપણ	 જાણ%એ છે%એ કું	 જો� હ� � કું�ઈ ચે�ક્કું અક્ષ� x �ઈશ, તે� આન�� એફએક્ અપ(ણ�Gકું x છે	,
તે	થે% બી%જા શબ્દ�મા�� કુંહ%એ તે�, જો� હ� � n �	 અન	 હ� � અપ(ણ�Gકું @વ��� ગો�ણ�કું�� કુંરું�, તે� જો� હ� � ઠી%કું કુંરું� તે� એકું તે]તે%યુ��શ,

પછે% ત્ર%જો� ન�. તે	થે%, આ 3 પ્રોતે%કું� @વ��� n એ અક્ષ� x અન	 હવ	 હશ	, આ x મા�� પ્રોત્યુ	કું x ન	 �જો(  કું�%ન	 તે	 એન્કું�ડિં�ગો છે	.
તે	થે%, તે	 0 0 0 હ�વ�ન�� મા�નવ�� પછે% પ્રોત્યુ	કું x 3 લિબીટ્ @વ��� �જો(  થેવ�ન�� છે	, તે� પછે% fx મા�� n એ fcx ન% �ખ્યુ� છે	 અન	
આ એન્કું�ડિં�ગોન% ��બી�ઈમા�� માન	 �	વ�યુ	�� લિબીટ્ન% કું�� �ખ્યુ� આપવ�મા�� આવશ	. આ �દ	શમા�� બીધ� x ન	 એન્કું�� કું��.
હવ	, જો� હ� � દ�	કું અક્ષ� મા�!	 આ કુંરું� છે� � , તે	થે% જો� હ� � એન વ�યુન� દ�	કું મા(ળે�ક્ષ�મા�� દ�	કું વ�યુ અથેવ� દ�	કું x પ� ����શ �	
તે� અક્ષ�ન% આવતે-ન તે	 અક્ષ�ન% એન્કું�ડિં�ગો ��બી�ઈન	 ગો�ણશ	.  તે	થે%,  આ માન	 કુંહ	 છે	  કું	 માન	 તે	 ચે�ક્કું અક્ષ�ન	 એન્કું��
કું�વ�ન% કું	!�% લિબીટ્ન% જોરૂ� છે	, બીધ� અક્ષ�� ઉમા	��, માન	 એન્કું��	� �દ	શન% કું�� ��બી�ઈ માળે	 છે	. અન	 જો� હ� � આ n ન�
મા�વ	શ કું�તે� નથે%, તે� તે	 કુંહ	વ�ન�� નથે% કું	 તે	 ����શન� ર્ભ�ગો નથે%, તે	 એકું "વતે�ત્ર વ"તે� છે	, તે	 કું�ઈપણ n ન� અપ(ણ�Gકું છે	.
જો� હ� � એન્કું�ડિં�ગોન% બી	 બિં�ક્ન% કું�� વ	ઇટ્� એવ�	જો જો�ઉં છે� �, તે� આ છે	 જો� તેમા	 �ર્ભ�વન� લિ@ધ��તેન� અભ્યુ� કું�� છે�,
તે� એન્કું�ડિં�ગોન% અપ	લિક્ષતે ��બી�ઈ કુંહ	વ�મા�� આવ	 છે	 . તે	થે%, આ લિબીટ્ન% �	��શ �ખ્યુ� છે	 , હ� � એકું અક્ષ� મા�!	 ઉપયુ�ગો
કુંરું� છે� �. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ- ��: 08:06)

તે	થે%, ચે��� આપણ	 કું	વ% �%તે	 આ કું�યુ- કું�%એ, તે	થે% ધ��� કું	 અમા	 અમા��� 5 અક્ષ��ન% અગો�ઉન% ઉદ�હ�ણ �ઈએ છે%એ,

હવ	 આપણ	 ફ્રે%ક્વન્%ઝા લિવશ	 કું	!�%કું કું�લ્પલિનકું મા�લિહતે% શ�મા	� કું�%એ છે%એ.  તે	થે%,  આ બીધ� પ��ચે મા(લ્યુ� 0 અન	 1 ન%
વચ્ચે	ન� અપ(ણ�Gકું છે	, તેમા	 1 મા�� ઉમા	�% શકું� છે�. પછે% જો� હ� � x ન% x ન% ��બી�ઈ x ન% ��બી�ઈ x ન% ��બી�ઈ પ� કુંરું�, તે�
મા��% પ�	  0.32  ગો�ણ્યુ�  2  છે	,  કું��ણ કું	 એન્કું�ડિં�ગો એ એ બી	 અક્ષ�� છે	 ,  પછે% મા��% પ�	  0.25  ગો�ણ્યુ�  2  છે	,  કું��ણ કું	
એન્કું�ડિં�ગો ઇ એ બી	 અક્ષ�� છે	 અન	 બી%જો� � . તે	થે%, મા��% પ�	 આ પ��ચે શબ્દ� a, b, c, d, e છે	 અન	 પછે% માh તે	ન	 ઉમા	યુ�G અન	
માન	  2.25  માળે	 છે	,  તે	થે% તે	 કુંહ	 છે	  કું	  માન	 પ્રોત્યુ	કું પત્ર �	��શ  2.25  લિબીટ્ન% જોરૂ� છે	.  અ�બીત્ત,  હ� �  પત્ર દ%ઠી  2.25

લિબીટ્ન� ઉપયુ�ગો કું�તે� નથે%,  પ��તે�  ઉદ�હ�ણ તે�%કું	  જો	  કુંહ	  છે	 ,  જો� મા��%  પ�	  100  અક્ષ�� છે	,  તે�  હ� �  આઉ!પ�!
એન્કું�ડિં�ગોમા�� 225 બી%ટ્ જો�વ�ન% અપ	ક્ષ� ��ખ�� છે� �. હવ	, એકું ખ(બી જો લિવલિશષ્ટ પ્રોકું��ન� ઉપગો- કું�� એ લિનયુતે ��બી�ઈ કું��
છે	, જ્યુ�� મા�ત્ર તે	 હકું%કુંતે @વ��� કું	 દ�	કું લિનયુતે ��બી�ઈ પ� કું�� છે	, હ� � જાણું� છે� �  કું	 દ�	કું જો ક્યુ�� છે	. તે	થે%, મા�ન% �� કું	 હ� � આ
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ડિકું"�મા��  3  લિબીટ્ન� ઉપયુ�ગો કુંરું� છે� �,  જો� મા��	 આન� ��બી�ઈન� કું�� ઠી%કું કું�વ� હ�યુ તે�,  પ��ચે અક્ષ�� છે	,  હ� �  તે	ન	  2
લિબીટ્થે% કું�% શકુંતે� નથે%, કું��ણ કું	 માન	 મા�ત્ર ચે�� જો� દ� જો� દ� �યુ�જોન� માળે	 છે	 . તે	થે%, માન	 3 લિબીટ્ન% જોરૂ� છે	, જો� હ� � 3
બી%! કું��ન� ઉપયુ�ગો કુંરું� છે� �, તે� દ�	કું 3 લિબીટ્ એકું અક્ષ� હશ	. તે	થે%, આમા�� લિનયુતે ��બી�ઈ એન્કું�ડિં�ગોમા��, હ� � અક્ષ�� મા�!	 3
લિબીટ્ન� ઉપયુ�ગો કું�%શ,  તે	થે% તે	થે% "પષ્ટપણ	 અક્ષ�� દ%ઠી લિબીટ્ન% �ખ્યુ�  3  છે	,  કું��ણ કું	 હ� �  તે	મા��ન� દ�	કું મા�!	  3  ન�
ઉપયુ�ગો કું�% �હ્યા� છે� �. અન	 તે	થે% વ	ડિ�યુ	બી� ��બી�ઈ કું�� એન્કું�ડિં�ગો પ� જોઈન	 જો	  ફ્રે%ક્વન્% પ� �	 છે	 અન	 ખ�	ખ� બીચેતે તે	
100 અક્ષ�� મા�!	 300 લિબીટ્ મા�કું�વ� મા�!	 છે	, તે	 225 મા�� મા�કું�	 છે	. તે	થે%, અમા��% પ�	 25 !કું� બીચેતે છે	, તે	થે% આ તે	
છે	 જો	  આપણ	 પ� લિવચે�� કું�વ�ન� પ્રોયુ� કું��. તે	થે%, આ ઉદ�હ�ણમા�� પહ	��ન% વ"તે�મા�� આપણ% પ�	 બી	 ફ્રે%ક્વન્%ઝા 0.2

અન	 0.18 છે	, 0.18 એ!�	 કું	 d એ c કું�તે� ઓછે% આવતે-ન છે	, પ��તે� કું�ઈકું �%તે	 આપણ	 c ન	 ���બી% કું�� તે�%કું	 Nપ% દ%ધ%
છે	. તે	થે%, આ અમા��� મા(ળેર્ભ(તે લિ@ધ��તેન�� ઉલ્��ઘન કું�	 છે	  કું	 !(�કું� કું��ન	 વધ� વ���વ�� અક્ષ��મા�� Nપવ�મા�� આવ	 છે	. તે	થે%,
જો� તેમા	 અક્ષ��ન% જો��% જો�શ� કું	 જ્યુ�� એકું બી%જા કું�તે�� વધ� વ���વ�� હ�યુ, તે� માન	 !(�કું� કું�� માળેવ�ન% આશ� છે	  અન	 હ� �
આમા કુંરું� છે� �. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ- ��: 10:18)

તે	થે%, જો� હ� � તે	ન	 �દ કું�%શ, તે� હ� � ધ�રું� છે� �  કું	 હવ	 હ� � �%ન	 ત્રણ અક્ષ��ન� કું�� અન	 બી	 અક્ષ� કું�� %ન	 Nપ%શ, પછે% આ બી	
શ�તે� અન્યુ શ�તે�ન	 બીદ�	 છે	, તે	મા છેતે�� એન્કું�ડિં�ગોમા�� લિર્ભન્નતે� હ�ઈ શકું	 છે	 ��બી�ઈ બીદ��તે% નથે%. તે	થે%, પછે% માન	 2.25

ન% જોગ્યુ�એ માળે	 છે	,  હ� �  2.23  પ� પહNચે��  છે� �,  તે	થે% આન� અથે- એ છે	  કું	 જો� દ� જો� દ� એન્કું�ડિં�ગ્ જો�ઈન	 માન	 અ�ગો
એબી%એ� મા(લ્યુ� માળે% શકું	  છે	,  આ �	��શ લિબીટ્ પ્રોલિતે અક્ષ�.  તે	થે%,  હવ	,  અમા�રું� ધ્યુ	યુ એ અ�ઇનમા	ન્! કું	લિપ!� ઇ
શ�ધવ�ન�� છે	 જો	 આ જોથ્થે�ન	 ઘ!��	 છે	. તે	થે%, અમા��� કું�ડિં�ગોમા�� �	��શ કું�યુ-ક્ષમા શક્યુ છે	. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ- ��: 10:56)

તે	થે%, આન	 મા	ળેવવ� મા�!	, આ એન્કું�ડિં�ગોમા�� બી�ઈન�% વ]ક્ષ�ન� લિવચે�� કું�વ� ઉપયુ�ગો% છે	 , તે	થે% લિ@વ�ગો% વ]ક્ષમા�� હ� � 0 અન	 1
ન% ડિદશ�ઓન	 અથે-ઘ!ન કું�% શકું�� છે� �,  તે	થે% �મા�ન્યુ �%તે	 ��બી% બી�જો�  0 છે	  અન	 જોમાણ% બી�જો�  છે	  1. તે	થે%,  હવ	,  જો� હ� �
બી�ઈન�% વ]ક્ષમા�� પ�થે વ��ચે�� છે� �, તે� તે	 લિ@વ�ગો% ક્રમા પણ હશ	. તે�, આ પ�થે 1 1 1 બી��બી� છે	  અન	 ઉદ�હ�ણ તે�%કું	 આ
પ�થે પ્રો�ગ્રી�મા 0 છે	 અન	 આ પ�થે 0 0 0 છે	. હવ	, જો� હ� � પ�થે વ��ચે%શ અન	 પછે% તે	 �	બી�ન� અક્ષ� શ�ધ%શ, તે� તે	 તે	 પ�થે
@વ��� �ખ	��� પ�થે �	બી� કુંહ	વ�ન�� �રું� છે	. તે	થે%, અહF છે	 કું��ણ કું	 ઈ પ�	 બી�ઈન�% વ]ક્ષમા�� એન્કું�ડિં�ગો 0 0 0 છે	, હ� � પ�થે
0 0 ન�� અન��ણ કું�%શ અન	 તે	 જો અક્ષ�ન	 �	બી� કું�%શ જો	 ઇલિક્વ!% @વ��� ઇ. હવ	, કું��ણ કું	 તે	 એકું ઉપગો- કું�� છે	, જો� 0
0 �	બીલ્ ઇ છે	, તે� તે	 કું�ઈ કું�� નથે% જો	  0 0 0 કુંહ	શ	 અન	 બી%જો� �  કું�ઈકું, તે	 ન%ચે	 અન્યુ �	બી� હશ	 નહF. તે	થે%, આ �	બી��
અન્યુ �	બી� �ધ% લિવ"તે]તે થેશ	 નહF, માન	 ન%ચે	 �% f માળેશ	 નહF, કું��ણ કું	 તે	 ઉપગો- કું�� નથે%, કું��ણ કું	 હ� � 1 0 કુંરું� છે� �  અન	
હ� � આગોળે વધ�� છે� �, પ��તે� હ� � 1 0 ન	 કું�ઈકું બી%જો� �  કુંરું� છે� �, તે� માન	 એકું એફ માળે	 છે	 . . તે	થે%, f મા�!	ન� કું�� �% મા�!	 કું�� લિવ"તે�	
છે	, તે	 પ(�તે�� નથે%. તે	થે%, ઉપગો- કું��મા�� આ થેઈ શકુંતે�� નથે%, તે	થે%, તેમા�મા �	બીલ્ ખ�	ખ� �%ફ ગો��ઠી� પ� હ�યુ છે	 , ત્યુ�� તે	
ન�ડ્ છે	 જો	 વધ� ફળેતે�ઓ ધ��વ	 છે	. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ- ��: 12:23)
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તે	થે%, અહF બી%જી યુ�જોન� મા�!	 એકું એન્કું�ડિં�ગો છે	  જો	  આપણ% પ�	 છે	 , જ્યુ�� આપણ	 મા(લ્યુ� લિવલિનમાયુ કુંયુ�- છે	  c અન	 d.

તે	થે%, હવ	 C પ�	 બી	 અક્ષ� કું�� છે	 અન	 �% પ�	 ત્રણ અક્ષ� કું�� છે	 , જો	 હવ	 ઊં��ણ @વ��� (ચેવ	 છે	, ઊં��ઈ આ પ�થે છે	,
પ�થેન% ��બી�ઈ ન��ન% ઊં��ઈ છે	. તે	થે%, %મા�� પહ	��ન% વ"તે� ઊં��ઈ 3 હતે%, અન	 હવ	 તે	 ઊં��ઈ 2 છે	 અન	 �% ઊં��ઈ 2
હતે% અન	 હવ	 તે	 ઊં��ઈ 3 છે	. તે	થે%, આપણ	 મા(ળેર્ભ(તે �%તે	 વ"તે�ન	 મા�કુંવ� મા��ગો%એ છે%એ જો	મા�� ઉચ્ચે ફ્રે%ક્વન્%ઝા હ�યુ છે	
કું�તે�� ઓછે� � વ]ક્ષ 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ- ��: 12:59)

તે	થે%, એન્કું��	� દ	ખ�વન	 લિ@વ�ગો% વ]ક્ષન	 એન્કું�ડિં�ગો કું�વ�� છે	, હવ	 આપણ	 થે��� અવ��કુંન કું�%શ��, તેલિળેયુ	ન� ત્રણ લિન�%ક્ષણ,

જો	 ઉપયુ�ગો% હશ	 અલ્ગો�ડિ�ધમાન� લિવકું� કું�વ� અન	 તે	 શ્રે	ષ્ઠ છે	 તે	 �લિબીતે કું�	 છે	 . તે	થે%, પહ	�% વ"તે� એ છે	 કું	 આ પ્રોકું��ન�
વ]ક્ષમા��, જો� તે	 શ્રે	ષ્ઠ હ�યુ, તે� દ�	કું ન��મા�� ક્યુ�� તે� કું�ઈ બી�ળેકું હશ	 નહF અથેવ� તે	 બી	 બી�ળેકું� હશ	. તે	થે%, આ આપણ	 પ(ણ-
કુંહ	વ�યુ છે	. તે	થે%, દ�	કું શ્રે	ષ્ઠ ઝા�� ર્ભ�	��� છે	, હવ	 તે	ન	 જો�વ�ન�� �ળે છે	, કું��ણ કું	 દ�વ�ન	 ધ્યુ�નમા�� ��ખ%ન	, અમા	 અન્યુ શ્રે	ષ્ઠ
વ]ક્ષ કું	 જો	મા�� ક્યુ��કું વચ્ચે	,  એકું ન�� હતે� જો	ન� એકું જો બી�ળેકું હતે�.  પછે%,  આ બી�ળેકું અ�કું��કું �%તે	 પ્રોમા�! કું�વ�મા��
આવશ	, અમા	 આ ન��ન	 �પ(ણ-પણ	 દ(� કું�% શકું%એ છે%એ અન	 અમા	 આ ડિદશ�મા�� વ]ક્ષન	 બિં"ટ્રાગો કું�% શકું%એ છે%એ, કું�ઇ પણ
બીદ��શ	 નહF, લિવ�યુ કું	 ન��ન% ઊં��ઈ ઓછે% થેઈ જાયુ. તે	થે%, વ�"તેવમા��, આપણ	 �ર્ભવતેH !(�કું� �	��શ એવ�	જો બી%!ન%
��બી�ઈ મા	ળેવ%શ��, તે	થે%, બિંગો�!ન હ�વ�ન	 �%ધ	, ફક્તે એકું ��બી�� બી�ળેકું અથેવ� જોમાણ� બી�ળેકું હ�ઈએ, અમા	 શ્રે	ષ્ઠ ન હ�ઈ
શકું%એ. તે	થે%, દ�	કું ન��ન	 0 અથેવ� બી	 બી�ળેકું� હ�વ� જો�ઈએ. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ- ��: 14:11)

આગોળેન% પ્રો�પ!_ એ બી��બી� છે	 જો	  આપણ	 પહ	��ન% વ"તે� જો�યુ��, જો	 છે	, જો� મા��% પ�	 બી	 ગો��ઠી� x અન	 y છે	, જો	મા કું	, x
વ�યુ કું�તે� વધ��	 છે	, તે� x એ કું	!��કું "તે�	 છે	 અન	 વ�યુ અ�ગો "તે� છે	. પછે%, x પ�	 !(�કું� એન્કું�ડિં�ગો છે	, પછે% y ન� અથે-
એ છે	 કું	 x ન�� f ઓછે�મા�� ઓછે� �  વ�યુ છે	, બી%જા શબ્દ�મા��, જ્યુ��	 હ� � વ]ક્ષ ન%ચે	 જાઉં છે� �  ત્યુ��	 મા��% આવતે-ન ઇન્કુંફ�%થે% કું��,
કું��ણ કું	 જો� વ�યુ વ�યુ x ન% તે��ન�મા�� મા�!�� હશ	, તે� જો� હ� � વધ��	 જ્ઞા�તે હ�તે તે� x એ mentax છે	. પછે%, હ� � ફક્તે 2 ન��
લિવલિનમાયુ કું�%શ, હ� � અહF y અન	 x ન	 ઉમા	�%ન	 વધ� �રું� એન્કું�ડિં�ગો મા	ળેવ%શ. કું��ણ કું	, હવ	 જો� હ� � y ન% ��બી�ઈ વ�યુ અન	
આ વ]ક્ષન% ઊં��ઈ વ�યુ કું�%શ, તે� તે	 ઘ!��	 છે	, કું��ણ કું	 y ન% ઊં��ઈ ઓછે% થે�યુ છે	 અન	 આ વધ��	 ગો�ણ�કું�� છે	. તે	થે%, જો�
મા��% પ�	 ન%ચે	 ઊંચે% વ"તે� હ�યુ, તે� હ� � પત્ર બીદ�% શકું�� અન	 વધ� �રું વ]ક્ષ મા	ળેવ% શકું�� અન	 તે	 પછે% શ્રે	ષ્ઠ વ]ક્ષમા�� ન થે�યુ,

તે� પછે% શ્રે	ષ્ઠ વ]ક્ષ, જો� હ� � વ]ક્ષ ન%ચે	 જાઉં તે�, માન	 મા�ત્ર ઓછે% આવતે-ન માળેશ	 અક્ષ��. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ- ��: 15:09)

અ�લિતેમા લિમા�કુંતે પ��દ��ઓથે% ન%ચે�� "તે� પ� છે	,  તે	થે% માન	 ��ગો	 છે	  કું	 મા��� પ��દ�� ન%ચે�� પ��દ�� પ� છે	,  તે	થે% આ
તેળે�વન% Qથે% ન%ચે% પ�!% છે	. તે	થે%, હ� � જાણું� છે� �  કું��ણ કું	 તે	 એકું શ્રે	ષ્ઠ વ]ક્ષ છે	, તે	 એકું અ�ગો બી�ળેકું હ�ઈ શકુંતે�� નથે%,
તે	ન� મા�!	 એકું ર્ભ�ઈન	 જોવ�� અન	 ન%ચે	 આવવ�� આવશ્યુકું છે	, તે	 એકું ર્ભ�ઈ હ�વ� જો જો�ઈએ. હવ	, ત્યુ�� બી	 શક્યુતે�ઓ છે	, આ
બી	 શક્યુતે�ઓ એ એકું પણ- છે	  અથેવ� બી%જી શક્યુતે� એ છે	  કું	, તે	 પ��દ�� નથે%, દ�વ� કું�	 છે	  કું	 જો� તે	 પ��દ�� નથે%,  તે� તે	

234



બી�ળેકું� હ�વ% જો જો�ઈએ.  તે	થે%,  અહF પ��દ��ઓ છે	  જો	  ન%ચે�� "તે� પ� છે	 ,  પછે%  x,  પ��તે�  x  એ માહત્તમા ઊં��ઈ �%
હ�વ�ન�� મા�નવ�મા�� આવ	 છે	.  તે	થે%,  માહત્તમા ઊં��ઈ પ��દ�� ર્ભ�ઈ-બીહ	ન ન હ�ઈ શકું	,  જો	  પ��દ�� નથે%,  કું��ણ કું	 તે	 ર્ભ�ઈ-

બીહ	ન�ન	 બી�ળેકું� હશ	,  જો	  ઉચ્ચે ઊં��ઈ ધ��વશ	.  તે	થે%,  જો� મા��% પ�	 મા��� શ્રે	ષ્ઠ વ]ક્ષમા�� માહત્તમા ઊં��ઈ પણ- હ�યુ,  તે�
અમા��	 એકું જો��% બી%જા માહત્તમા ઊં��ઈવ�ળે� પ��દ�� �થે	 આવશ્યુકું છે	. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ- ��: 16:19)

અન	 તે	થે% આ એકું લિનષ્કુંષા- છે	  કું	 જો��%મા�� માહત્તમા ઊં��ઈન� પ��દ�� જો�વ� માળે	 છે	  અન	 પછે% આપણ	 જાણ%એ છે%એ કું	,
કું��ણ કું	  આપણ	 ઊં��ણમા��  વધતે� જોતે� ફ્રે%ક્વન્%ઝા ઘ!તે� જોતે� હ�વ�થે%,  આ જો��%મા��  Qથે% ન%ચે% આવતે-ન હ�વ%
આવશ્યુકું છે	  Qથે% ન%ચે� ફ્રે%ક્વન્%ઝા. તે	થે%, ઉકું	�ન	 લિવકું�વવ� મા�!	, આપણ	 ડિ�કુંઝા-નન� ઉપયુ�ગો કું�%શ��, તે	થે% આપણ	 શ��
કું�%શ��,  આપણ	 કુંહ%શ��, ચે��� આપણ	 એકું�દ� કું�ષ્ટકુંમા�� જો�ઈએ જો	  આપણ	 શરૂ કું�%એ અન	 બી	 અક્ષ�� પ�દ કું�%એ,  જો	મા��
Qથે% ન%ચે� આવતે-ન છે	. તે	થે%, અમા	 તે	માન	 Qથે% ���બી% કું�� અ�ઇન કું�% શકું%એ છે%એ, તે	થે% તે	માન	 Qથે% ન%ચે�� "તે�
પ� મા(કું% શકું�યુ છે	  અન	 પછે% આપણ	 જાણ%એ છે%એ કું	 જો��%મા�� Qથે% ન%ચે�� "તે�ન% પ��દ��ઓ. તે	થે%, ચે��� ધ��%એ કું	
આ જો��% બીન�વશ	,  તે	થે% અમા	 આ Qથે% ન%ચે�� આવતે-ન અક્ષ�� x અન	  y ન	,  પ��દ��ઓન% જો��%મા�� માહત્તમા ઊં��ઈ,

��બી	 અન	 જોમાણ	 વ��ધ� નહF આપ%એ, કું��ણ કું	 તે	 ઊં��ઈ જો	 માહત્વપ(ણ- છે	. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ- ��: 17:10)

તે	થે%,  હવ	,  એકું પ�ન��વર્તિતેતે ઉકું	� કુંહ	શ	  કું	,  બી�કું%ન��  વ]ક્ષ જો	વ� દ	ખ�યુ છે	  તે	  કું	વ% �%તે	  ��ગો	  છે	,  જો� મા��% પ�	  કું�ઈ
પડિ�લિ"થેલિતે હ�યુ તે�, જ્યુ�� માh એક્ અન	 વ�યુ બી�ન	 નક્કું% કુંયુ�- છે	 અહF પછે%, હ� � વ]ક્ષન� પ્રોકું�� કું�%શ, આ એકુંમા છે	 અન	 એકું
નવ�� અક્ષ� કું�� x, y બીન�વ	 છે	  અન	 તે	ન	 �ચેલિયુતે આવતે-ન અ�� વત્ત� x, y ન	 જો(ન� બી	 અક્ષ��ન� આપ	 છે	. તે	થે%, નવ��
મા(ળે�ક્ષ� બીન�વ� અન	 જો	  હ� �  એક્ અન	 વ�યુ છે����  છે� �  અન	 હ� �  હ�ઇલિn� અક્ષ�  x, y  ન�� નવ�� �યુ�જોન ઉમા	રું� છે� �.  જો	ન%
ફ્રે%ક્વન્%ઝા એફએક્ પ્� એફ વ�યુ હશ	. હવ	,  ડિ�કુંઝા-ન ડિફકુંશન,  મા��% પ�	 એકું મા�કું- 1 અક્ષ� મા(ળે�ક્ષ�� છે	,  તે	થે% માh
વ���વ�� શ�ધ્યુ�� છે	 અન	 તે	ન� મા�!	 શ્રે	ષ્ઠ એન્કું�ડિં�ગો કુંયુ�G છે	 . હવ	, ઉકું	�ન	 કું	વ% �%તે	 અન�કું(લિ�તે કું�વ�� તે	 પહ	���, પ�ન��વર્તિતેતે અ�તે
મા�ત્ર ત્યુ��	 જો બી	 અક્ષ�� ધ��વ	 છે	 , કું��ણ કું	 બી	 શ્રે	ષ્ઠ ઉકું	� એ વ]ક્ષ બીન�વવ�ન�� છે	  જો	  બી��બી� બી	 પ��દ��, �	બી� 0 અન	 1
પ�થે પ� છે	. તે�, આ મા(ળેર્ભ(તે કું	 છે	, જો� મા��% પ�	 બી	 કું�તે� વધ��	 અક્ષ�� છે	, તે� હ� � ન�ન� કુંદમા�� વ]ક્ષન	 ફ�%થે% બીન�વશ	
અન	 પછે% હ� � પ�છે� આવ%શ, જો	  વ]ક્ષ માh બીન�વ્યુ�� છે	  તે	મા� મા��% પ�	 પણ-ન�� �	બી� x વ�યુ હશ	. હવ	, xy એ અક્ષ� નથે%,
તે	થે% હ� � શ�� કુંરું� છે� �, હ� � આ બીદ�%શ, x અન	 y ન�માન% બી	 નવ% પણ- �ખ%શ. તે	થે%, હ� � વ]ક્ષ�થે% એ એ પ્રો�ઇમા પ� એ કું�યુo
@વ��� વ]ક્ષ પ� જોઈશ. તે	થે%, આ એલ્ગો�ડિ�ધમા છે	  જો	  હફમા	નન	 લિવકુંલિતે કું�	 છે	  અન	 આ પ્રોકું��ન� કું�ડિં�ગોન	 હફમા	ન કું�ડિં�ગો
કુંહ	વ�મા�� આવ	 છે	. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ- ��: 18:36)

તે	થે%, ચે��� આપણ	 આ ઉદ�હ�ણ જો�ઈએ જો	  આપણ	 પહ	�� કુંયુ�G હતે��, તે	થે% અહF બી	 Qથે% આવતે-ન અક્ષ�� d અન	 e છે	.
તે	થે%, આપણ	 તે	માન	 નવ� અક્ષ� d, e મા�� માજો-  કું�%એ છે%એ અન	 આ એકું આવતે-ન 0.23 છે	, કું��ણ કું	 તે	 0.18 વત્ત� 0.05

છે	. હવ	, આ બી	 બી	 ન%ચે�� અક્ષ�� છે	, તે	થે% આપણ	 તે	માન	 માજો- કું�%એ છે%એ અન	 આપણન	 એકું નવ% અક્ષ� %, �%, �ચેયુ%
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આવતે-ન 0.43 ન% માળે	 છે	, જો	 બીધ% ફ્રે%ક્વન્%ઝા બી	 મા(લ્યુ� છે	. હવ	, તે	 શબ્દ છે	, આ બી	 ન�ન� છે	. તે	થે%, હ� � તે	માન	 એકું અક્ષ�
છે	, બી% અન	 હવ	, હ� � મા��� બી	ઝા કું	ન	 તે���  છે� �  જ્યુ�� બી��બી� બી	 અક્ષ�� છે	. તે	થે%, હ� � આ બી	 અક્ષ��ન� ન�ન� વ]ક્ષન	 0 અન	 1
�	બી� 	! કું�% શકું�� છે� � . અન	 હવ	 હ� � પ�છેળેથે% કું�મા કુંરું� છે� � , તે	થે% માh જો	  છે	લ્��� કુંયુ�G તે	 એ અન	 બી%ન	 માજો- કું�વ�� હતે��, હવ	 હ� � એ
અન	 બી% વ"તે�ન	 અ�ગો કું�%શ અન	 તે	ન	 લિવર્ભ�જીતે કું�%શ. એકું એ અન	 બી% છે	. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ- ��: 19:30)

હ� � A અન	 B ન	 A અન	 B તે�%કું	 લિવર્ભ�જીતે કું�%શ, માન	 આ લિપ્રોન્! માળેશ	, તે� પહ	��ન� પગોલિથેયુ�� %ન	 જો��વ�ન� હતે�, �%
અન	 % મા�� �%, ઇ. તે	થે%, હ� � આ % અન	 �% લિવર્ભ�લિજોતે કું�વ� જોઈ �હ્યા� છે� �, ઇ. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ- ��: 19:40)

અન	 અ�તે	, હ� � આન	 લિવર્ભ�જીતે કું�વ� જોઈ �હ્યા� છે�  અન	 �% છે	 . તે	થે%, આ હફમા	નન�� એલ્ગો�ડિ�ધમા છે	  અન	 બી	 વ�� ન્યુ(નતેમા
ફ્રે%ક્વન્% ગો��ઠી�ન�� લિમાશ્રેણ કું�%ન	, અન	 ત્યુ��બી�દ �યુ�ક્તે ન�� �	 છે	 અન	 તે	ન	 પ�છેળેથે% લિવર્ભ�લિજોતે કું�	 છે	. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ- ��: 19:56)

તે	થે%, બીતે�વવ� મા�!	 કું	 આ અલ્ગો�ડિ�ધમા શ્રે	ષ્ઠ છે	, અમા	 અલ્ગો�ડિ�ધમાન� કુંદન� અ�તે �ધ% જોઈએ છે%એ. હવ	, "પષ્ટપણ	 જ્યુ��	
મા��% પ�	 મા�ત્ર બી	 અક્ષ�� છે	, હ� � તે	માન	 0 અન	 તે	મા��થે% એકુંન	 અ�ઇન કું�તે�� વધ� ��% �%તે	 કું�% શકુંતે� નથે%, તે	થે% બી	ઝા
કું	 શ્રે	ષ્ઠ છે	. તે	થે%, આપણ	 ધ��%શ�� કું	 આ કું	 ઓછે� 1 અક્ષ�� મા�!	 શ્રે	ષ્ઠ છે	 અન	 હવ	 તે	 બીતે�વ	 છે	 કું	 કું	 અક્ષ�� મા�!	 પણ શ્રે	ષ્ઠ
છે	. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ- ��: 20:17)

તે	થે%, યુ�દ ��ખ� કું	, આપણ	 બી	 ઓછે� આવતે-ન અક્ષ��ન	 1 જો	!�� �યુ�લિજોતે કું�%ન	, આ ન�ન� મા(ળે�ક્ષ� મા�!	 એકું શ્રે	ષ્ઠ વ]ક્ષ
બીન�વતે� અન	 પછે% x ન	 વ	તેન આપ%એ તે�, ન્યુ�ન્યુ� 1 મા�� ગોયુ�. તે	થે%, દ�વ� એ હતે� કું	 જ્યુ��	 હ� � કું	 અક્ષ��થે% વ]ક્ષ પ�
વ]ક્ષથે% કું	 ઓછે� મા�પદ��� પ� વ]ક્ષથે% જાઉં,  ત્યુ��	 ખચે- વધશ	,  પ��તે� આ કું�ન્ટ્રા	ક્! મા�!	 હ� � પ�દ કુંરું� છે� �  તે	 કું�ઈપણ અક્ષ�
@વ��� ઠી%કું કું�વ�મા�� આવશ	. તે	થે%, જો� હ� � !% અન	 !% પ્રો�ઇમામા��થે% જોવ� મા�!	 માજો- કું�વ� મા�!	 એક્ અન	 વ�યુ પ�દ કુંરું� છે� � ,
તે� જો	  �કુંમા @વ��� પ્રોત્યુ	કું અક્ષ� દ%ઠી �	��શ લિબીટ્ બીદ��વવ�ન�� છે	 તે	 બી��બી� આ �યુ�ક્તે અક્ષ� fx વ�યુ ન�� આવતે-ન છે	.
તે	થે%, હ� � જો	  પ�દ કુંરું� છે� �  તે	 લિનધ�-ડિ�તે �%તે	 નક્કું% કુંરું� છે� � , પછે% ર્ભ�	 માન	 વ]ક્ષ�ન� ખચે- %ધ� જો ખબી� હ�યુ, પણ હ� � તેમાન	
કુંહ% શકું�� છે� �  કું	 આ પછે% કું	!��કું ખચે- અ�ગો હશ	. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ- ��: 21:08)

આ �લિબીતે કું�વ�� મા�શ્કું	� નથે%, તે	થે% તે	 ����શમા�� આપણ	 હતે�, તે	થે% વ]ક્ષન% નNધમા�� યુ�દ ��ખ%એ કું	 z ન% આ ઊં��ઈ 	!ન�
એન્કું�ડિં�ગોન% ��બી�ઈ જો	!�% જો છે	, કું��ણ કું	 ઊં��ઈ એન્કું�� કું�વ�મા�� આવતે% "ટ્રાFગોન% ��બી�ઈ બી��બી� એકું �%ફ્�	ક્. તે	થે%,

236



આ અમા��% એબી%એ� ગોણતે�% છે	.  હવ	, xy  અન	  xy લિવ�યુન� દ�	કું ન�� મા�!	,  !% અન	 !% પ્રો�ઈમ્મા�� મા�ન લિ"થેલિતે
બી��બી� છે	. તે	થે%, આ શબ્દ� �થે	 આ ����શ �લિમાશ્રેણ બીદ��તે�� નથે%, તે	થે% આ ત્રણ ન�ડ્ મા�ત્ર એકું જો ફ	�ફ�� છે	. તે�, હ� �
શ�� કું�%શ અન	 !% પ્રો�ઇમા !� !% પ� જોઈશ, હ� � આ �લિક્ષપ્તે અક્ષ� x, y ન� આ ફ�ળે� દ(� કું�%શ. અન	 પછે% આગો�� "તે� પ�
જો	  xy ન% 1 વત્ત� ઊં��ઈ છે	, હ� � ન�� એફએક્ ઉમા	�%શ અન	 હ� � ન�� એફએક્ ઉમા	�%શ અન	 હ� � ઘ!કું� xy, fx times જો	
વત્ત�  xy  વખતે માળેશ	,  હ� �  આ �કુંમાન	 બી�દ કું�%શ.  બી�કું%,  પછે% હ� �  આ �કુંમા જોમાણ% બી�જો�  ઉમા	�% �હ્યા� છે� � .  તે	થે%,  હવ	,
વ�"તેવમા��  xy ન��  f  એ કું�ઈપણ નથે% પ��તે� એફએક્ વત્ત� એફ વ�યુ છે	.  તે	થે%,  આ ��બી% બી�જો�ન% બી�જો�  વ�"તેવમા�� આ
જોમાણ% બી�જો�  xy ન% ઘ!કું ઊં��ઈ છે	, x વત્ત� વ�યુ ન� માયુ છે	. તે	થે%, હ� � આન	 બી�દ કું�% �હ્યા� છે� �  અન	 તે	ન	 પ�છે� �  ઉમા	�%
�હ્યા� છે� �, તે	થે% એકુંબી%જાન	 �દ્દ કું��, તે	થે%, બીધ� જો બી�કું% �હ્યા�� છે	 એકું વખતે તે	 x વત્ત� વ�યુ જો	  fy અથેવ� fx વ�યુ @વ��� fx
છે	. તે	થે%, તે	થે% હ� � !% પ્રો�ઇમા થે% !% જાઉં છે� �, લિનણ�-યુકું વ"તે� ફક્તે મા��� મા�!	 કુંયુ� અક્ષ��ન� કું��� છે	 તે	ન� ઉપ� આધ�� ��ખ	
છે	, તે	 ડિફક્ એ અનન્યુ છે	. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ- ��: 21:51)

હવ	, ચે��� ધ��%એ કું	, આપણ	 બીધ� કું	 ઓછે� 1 ન	 કું	વ% �%તે	 ઉકું	�વ�� તે	 જાણ%એ છે%એ કું	 મા(ળે�ક્ષ��ન	 અ�કું��કું �%તે	 કુંહ�
અન	 આપણ	 મા�પ કુંયુo છે	 કું	 કુંદ કુંદ મા�!	 વ]ક્ષન�� લિનમા�-ણ કું�વ�. ધ��� કું	, આ બી%જી વ્યુ(હ�ચેન� કુંદ કુંદ મા�!	 વધ� ��� વ]ક્ષન��
ઉત્પ�દન કું�શ	,  તે	થે% આ અન્યુ વ]ક્ષન� ઉમા	દવ�� વ]ક્ષન% કું	!�%કું અ�ગો વ્યુ(હ�ચેન� @વ��� ઉત્પન્ન થે�યુ છે	 ,  જો	  પત્ર મા�!	
�	��શ લિબીટ્ એ એકું છે	 જો	  આપણ	 પ�ન��વર્તિતેતે બીન�વતે� કું�તે� વધ� કું�કું છે	 . હવ	, એમા��, આપણ	 ખ�તે�%પ(વ-કું જાણ%એ
છે%એ કું	 આ બી	 અક્ષ�� કું	 જો	  આપણ	 પ�ન��વર્તિતેતે બી��ધકું�મા  x  અન	  y  મા�� ઉપયુ�ગો કું�%એ છે%એ.  તે	થે%,  તે	ઓ ક્યુ��કું આ
વ]ક્ષન� તેલિળેયુ	 આવ	 છે	. તે	થે%, આ મા�રું� વ]ક્ષ એ છે	, આ ન�ડ્ છે��વ� જો જો�ઈએ, કું��ણ કું	 તે	માન% પ�	 Qથે% ઓછે�
આવતે-ન છે	,  તે	 બીધ� અક્ષ�� ઉપ� છે	,  તે	થે% માહત્તમા ઊં��ઈ હ�વ% જો�ઈએ,  જો	થે% તે	ઓ એકું બી%જાન% નજીકું નહF હ�યુ.

પ��તે�, તે	 કું�ઈ વ��ધ� નથે%, કું��ણ કું	 તે	ઓ બી�ન	 અન	 માહત્તમા ઊં��ઈ છે	 , તે	થે% હ� � તે	માન	 આજો�બી�જો�  ખ	�% શકું�� છે� � , આ પગો���,
હ� �  આપ� અક્ષ�� ખ	�% શકું��  છે� �,  હ� �  પ્રો	ષાકુંન	 બી	 અન્યુ પણ- ફ�%થે% Nપવ� કું�% શકું��  છે� � .  આ �%તે	,  હ� �  ગો�ઠીવણ% �થે	
આવ%શ જો	  હ� � નવ� એ પ� આવ%શ, હ� � તે	ન	 ફ�% એ કુંહ%શ, જ્યુ�� વ�"તેવમા��  x અન	 y એકું�થે	 હ�યુ.  હ� � ધ�રું� છે� �  કું	
એ, જો	ન% પ�	 આ શ્રે	ષ્ઠ ગો�ણધમા- છે	, જો	 વ]ક્ષમા�� વધ� ��% છે	, વ�"તેવમા�� x અન	 ya ર્ભ�ઈ અન્યુ માહત્તમા ઊં��ઈન	 છે��	
છે	. હવ	, હ� � જો	 કું�વ� જોઇ �હ્યા� છે� � તે	 આ એ છે	 , હ� � કુંNડિક્ર!�% �%તે	 આન	 ફ્યુ(ઝા કું�%શ અન	 એ પ્રો�ઇમા મા	ળેવ%શ. તે	થે%, આ
માજો(તે% આપણ% કું	 બી�દબી�કું% 1 અક્ષ�� હશ	 લિવ�યુ કું	 તે	 ફ�%થે% આવતે% કું�� @વ��� કું�વ�ન	 બીદ�	, હ� � વ�"તેવમા�� કું	 અક્ષ�
પ� કુંrડિક્ર! ટ્રા% કું&� કું�% �હ્યા� છે� �  અન	 હ� � વ�"તેવમા�� બી	 ન�ડ્મા�� 1 મા�� �કું�ચે�ઈ �હ્યા� છે� �  અન	 તે	ન� ઉપ� વ]ક્ષ પ� કું&� કુંરું�
છે� �. બી�દબી�કું% 1 �	!� મા(હ. પ��તે�, કું��ણ કું	 તે	 કું	 ઓછે� 1 અક્ષ��થે% વધ� છે	 અન	 આ એન્કું�ડિં�ગોન�� પ્રોલિતેલિનલિધત્વ કું�	 છે	, તે	 એ
કું	બિંનગો કું�તે� વધ� �રું� ન હ�ઈ શકું	 કું	 જો	  માh કું	 બી�દબી�કું% 1 અક્ષ�� મા�!	 પ�ન��વતે-ન કુંયુ�G છે	, કું��ણ કું	 માન	 તે	 અલ્ગો�ડિ�ધમાન�
મા�વ	શ કું�%ન	 ગ્રીહણ કું�વ�મા�� આવ	 છે	  જો	  કું	 ઓછે� 1 અક્ષ�� મા�!	 કું�યુ-ક્ષમા છે	  . તે	થે%, તે	થે% એ પ્રો�ઇમા !% માયુ કું�તે��
વધ� ��% નથે%, પ��તે� xy ન� પ્રો�ઇમા પ્� એફ એ એ છે	, !% x એ xy ન� પ્રો�ઇમા પ્� એફ છે	. તે	થે%, લિવલિવધ !% પ્રો�ઇમા
અન	 !% અન	 એ પ્રો�ઇમા એ અન	 બી��બી� તે	 જો છે	. તે	થે%, એ પ્રો�ઇમા એ પછે%ન� !% પ્રો�ઇમા છે	, તે� એ !% કું�તે� વધ�
��% નથે%. તે	થે%, તે	 એમા મા�નવ�� એકું લિવ��ધ�ર્ભ� હતે�� કું	 હ� � !% કું�તે�� ખતે �%તે	 વધ� ��% �%તે	 આ 2 ન% છે	 કું	 જો	  ફ�%થે%
કુંમ્પ્યુ�ડિં!ગો !%ન% વ્યુ(હ�ચેન� બીધ� કું	 મા�!	 શ્રે	ષ્ઠ છે	. 
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("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ- ��: 25:21)

અમા�%કું�ણ લિવશ	ન� શબ્દ, તે	થે% આપણ	 જો	  કું�વ�ન�� છે	  તે	 k મા�ઇન 1 માયુ છે	, આપણન	 આ બી	 ન્યુ(નતેમા મા(લ્યુ�ન	 માજો-
કું�વ�� પ�શ	 અન	 પ�ન��વતે-ન �લ્યુ�શન,  બી�!� ગો�દનન% ગોણતે�% કું�વ% જો�ઈએ,  તે	 શ��  શ�ધશ	 ન્યુ(નતેમા મા(લ્યુ�.  જો� તેમા	
એ�	ન� ઉપયુ�ગો કું�� છે�,  તે� પછે% અમા	 �ઘ�તેમા મા(લ્યુ� શ�ધવ� મા�!	 એ�	 ઇન્"!ન્! "કું	ન જાણ%એ છે%એ,  યુ�દ ��ખ� કું	
ન્યુ(નતેમા મા(લ્યુ� બીદ��તે� �હ	 છે	 , હ� � તે	 બીધ� મા�!	 એકું મા�કું�% શકુંતે� નથે%. કું��ણ કું	, દ� વખતે	 હ� � બી	 અક્ષ�� ર્ભ	ગો� કુંરું� છે� � , હ� �
મા��� એ�	મા�� એકું નવ� ન્યુ(નતેમા મા(લ્યુ �થે	 નવ% અક્ષ�ન� ઉપયુ�ગો કું�% શકું�� છે� �  જો	  નવ� મા(લ્યુ પહ	��� ન હતે� અન	 નહ% તે	
નવ� હ�ઈ શકું	 છે	, જો	 તે	 પહ	��� ન હ�ઈ શકું	 અથેવ� તે	 ન્યુ(નતેમા ન પણ હ�ઈ શકું	. તે	થે%, દ�	કું ��જ્યુન	 માન	 ન્યુ(નતેમા શ�ધવ��
પ�	 છે	, તે	થે% તે	 દ�	કું માયુ	 ઓ�-� કું	 હ�ઈ શકું	 છે	,  તે	થે% �	ખ%યુ "કું	ન અન	 હ� � આ માયુન	 યુ�ગ્યુ �%તે	 કુંરું� છે� � . તે	થે%,  માન	
ઓ�-� કું	 બી	 માળે	 છે	,  પ��તે� તે	 એકું હ�પન� ઉપયુ�ગો કું�%ન	 આ બી�!� ગો�દન આપ� માળે% શકું	 છે	 ,  જ્યુ�� ઓછે�મા��
ઓછે� શ�ધવ� મા�!	 હ%પ્ ��% છે	 તે	 ચે�ક્કું છે	 ત્યુ�� જો�વ�મા�� આવ	 છે	. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ- ��: 26:13)

તે	થે%, જો� હ� � ફ્રે%ક્વન્%ઝાન	 જાળેવ% ��ખ�� છે� �, તે	 એકું ઢગો��ન% જો	મા નથે%, તે� ઓ�-� ��ગો કું	 માયુ, હ� � ન્યુ(નતેમા વ	લ્યુ� શ�ધ%
શકું�� છે� �  અન	 પછે% હ� �  નવ� �યુ�ક્તે અક્ષ��ન	 પણ હ	પમા�� પ�છે� �  દ�ખ� કું�% શકું�� છે� � .  કું	 માયુ ��ગો.  તે	થે%,  દ�	કું પ�ન��વતે-ન
કું	!��કું ��ગો �	 છે	, અન	 તે	થે% હ� � કું	 ચે��થે% k ��ગો કું	મા�� �ધ��� કું�% �હ્યા� છે� �. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ- ��: 26:33)

તે	થે%, યુ�દ ��ખ� કું	, આપણ	 ઉલ્�	ખ કું�%એ છે%એ કું	 શરૂઆતેથે% આ એકું ગ્રી%�%(Greedy) અલ્ગો�ડિ�ધમા બીનશ	. તે	થે%, વ�યુ
ગ્રી%�%(Greedy)  છે	,  �રું� કું��ણ કું	 દ�	કું વખતે	,  આપણ	 એકું ડિ�કુંર્તિવ કું&� કું�%એ છે%એ,  અમા	 બી	 ન���ન	 એકું અન	 બી	
અક્ષ��મા�� ર્ભ	ગો� કું�વ�ન� લિનણ-યુ �ઈ �હ્યા� છે%એ જો	  હ�મા	શ�� Qથે% ન%ચે�% આવતે-ન �થે	 પ�દ કું�	 છે	 . હવ	, શ�� કુંહ	વ�ન�� છે	
કું	, અમા	 દ� ત્ર%જા પ�લિક્તેઓ પછે% Qથે% ન%ચે� પ�દ કું�%ન	 વધ� ��% �%તે	 કું�% શક્યુ� નથે%, પ��તે� હવ	 અમા	 પ્રોયુ� કું�%એ
છે%એ,  અમા	 ફક્તે બી%જા પ�લિક્તેઓ �ધ% Qથે% ન%ચે� પ્રોયુ� કું�%એ છે%એ.  તે	થે%,  અમા	 "થે�લિનકું �%તે	 શ્રે	ષ્ઠ પ�દગો% કું�%એ
છે%એ અન	 અમા	 પ�દગો% �થે	 ચે��� ��ખ%એ છે%એ,  ક્યુ��	યુ મા���કું�તે �	વ�ન�� ચે��� ��ખતે� નથે%,  અન	 આખ�	 આપણન	
વtલિશ્વકું ઉકું	� માળે	 છે	.  હવ	,  આપણ	 �લિબીતે કું�%એ છે%એ કું	 આ વtલિશ્વકું ઉકું	� વ�"તેવમા�� શ્રે	ષ્ઠ છે	  અન	 આપણ	 તે	 કું�વ��
પ�શ	,  કું��ણ કું	  ત્યુ��  બી%જો� �  કું�ઈ કું��ણ નથે% કું	  હ� �  !(�કું�  ગોમાતે% પ�દગો%ન% અપ	ક્ષ� ��ખ��  છે� � ,  વતે-મા�ન માયુ	  બી	 ખ��બી
ફ્રે%ક્વન્%ઝા �� અન	 તે	માન	 ર્ભ	ગો� કું��, કું	 તેમા	 હ�મા	શ�� શ્રે	ષ્ઠ ઉકું	� મા	ળેવશ	. તે	થે%, આ ખ(બી ગ્રી%�%(Greedy) પત્ર છે	. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ- ��: 27:25)

તે	થે%,  છે	લ્�	 એકું !(�કું% ઐલિતેહ�લિકું નNધ,  તે	થે% ક્��! શUનન મા�લિહતે% લિ@ધ��તેન� લિપતે� છે	  અન	 જ્યુ��	 આપણ	 1950 ન%
આપ� આ મા"યુ�ઓ પ� ધ્યુ�ન આપ%એ છે%એ, તે	થે% જ્યુ�� તે	ઓ આ મા"યુ�ન� �માન� કું�	 છે	 અન	 કું�યુ-ક્ષમા હ�યુ છે	
.  તે	થે%,  શUનન અન	 ફ	ન�એ,  લિવર્ભ�જોનન� પ્રો"તે�વ મા(ક્યુ� અન	 વ"તે�ન� લિવજોયુ મા	ળેવ્યુ�,  તે	થે% અમાન	 તે	 શ��  છે	  તે	 અમાન	
મા(ળે�ક્ષ��ન� એન્કું�ડિં�ગોન	 જો�વ� દ�. તે	થે%, તે	મા��ન� કું	!��કું 0 થે% શરૂ થેવ�ન�� છે	, કું	!��કું અન્યુ �થે	 શરૂ થેવ�ન�� છે	. 1. આ
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કું�ડિં�ગો વ]ક્ષન�� ��બી% ઉપ ટ્રા%મા�� જો	  બીધ�� છે	  તે	 છે	  જો	  આપણ	 શ�ધ% કું�ઢ	� 0 ન% એકું કું�� છે	  કું�ઈકું, કું�ઈકું, જોમાણ% બી�જો�ન%
દ�	કું  વ"તે�  એકુંવ�� માળે%  આવ	  તે	વ��  કું�ઈકું  હશ	.  તે	થે%,  તે	  તે	માન�  મા�!	  �હલિજોકું ��ગો	  છે	,  પછે%  લિવર્ભ�જીતે કું��  અન	
વ્યુ(હ�ચેન�ન	 જીતે% ��, તેમા	 આ બી�જો�ન� અક્ષ�� શ�મા	� કું�% શકું� છે�, જો	મા કું	 કું�� મા(ળે�ક્ષ��ન% ફ્રે%ક્વન્% વ	ઈ!ન� આશ�	. તે	
બીધ� અક્ષ��ન% આવતે-ન છે	, જો	 એન્કું�ડિં�ગો 0 થે% પ્રો���ર્ભ કું�	 છે	, તે	માન% ફ્રે%ક્વન્%ઝા �ગોર્ભગો ખતે �%તે	 ઉમા	�વ�મા�� આવ	 છે	
અન	 બી%જી એકું પણ મા�શ્કું	� હ�યુ છે	. તે�, બી	 મા�ન વજોનમા�� મા(ળે�ક્ષ�ન	 લિવર્ભ�લિજોતે કું��, તે	મા��ન� કું	!��કુંન	 0 થે% શરૂ કું�વ�
મા�!	, બી%જો� �  1 થે% પ્રો���ર્ભ કું�વ� મા�!	, પછે% હ� � ફ�% વ�� કુંહ%શ કું	 આ !%ન	 હ� કું�% શકું�યુ છે	 . તે	થે%, એકું ર્ભ�ગો એ 1, એ 2,

દ�	કું  અન્યુ 	!મા��  ફ્રે%ક્વન્%ઝાન�  જોથ્થે�  મા�!	  ર્ભ�ગો	  બી��બી� છે	 ,  તે	ન	  વ���વ�� હ� કું�	  છે	.  કુંમાન%બી	,  આ એકું શ્રે	ષ્ઠ
એન્કું�ડિં�ગો જોન�	! કું�વ�ન% ગો	��!% નથે%, તેમા	 ઉદ�હ�ણ ઉપ� આવ% શકું� છે�, જ્યુ�� તેમા	 આ કું�% શકું� છે� અન	 તે	 પછે% તે	
કું�ઈકું મા�પ્તે કું�% શકું� છે� જો	  તેમા	 બી%જાન	 કું�% શકું� છે�.  તે	થે%,  તે	 બીહ�� આવ્યુ��  કું	  હફમા	ન ફ	ન�ન� કું�-મા�� ગ્રી	જ્યુ�એ!
લિવદ્યા�થે_ઓ હતે�,  તે	માણ	 આ મા"યુ� લિવશ	 ��ર્ભળ્યુ��  અન	 અમા	 તે	ન� લિવશ	 લિવચે�યુ�G,  અન	 થે��� વષાo પછે% તે	 આ ચેપળે
એલ્ગો�ડિ�ધમા �થે	 આવ્યુ� જો	 અમા	 તે	મા�� કુંયુ�G છે	. 
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ડિ�ઝા�ઇન અન	 એન�લિ�લિ ઓફ એલ્ગો�ડિ�ધમ્ (Design and Analysis of Algorithms)
પ્રો�ફ	� મા�ધવન મા�કું��દ (Prof. Madhavan Mukund)

ચે	ન્નઈ મા	થે	મા	ડિ!કું� ઇલિન્"!ટ્યુ�! (Chennai Mathematical Institute)

વ%કું - 07

મા�ડ્યુ�� - 01

�	ક્ચે� - 44

��યુન	લિમાકું પ્રો�ગ્રા�મિંમાગો

આગો�મા% કું	!��કું વ્યુ�ખ્યુ�નમા��, અમા	 ��યુન	લિમાકું પ્રો�ગ્રા�મિંમાગો ત�%કું	 ઓળખા�ત� ઍલ્ગો�ડિ�ધમ્ ડિ�ઝા�ઇન કું�વ� મા�!	 એકું ખા1બ
જ શલિક્તશ�ળ% તકુંન%કું જ�શ��. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ6 ��: 00:08)

ત	થે%,  ��યુન	લિમાકું પ્રો�ગ્રા�મિંમાગોન� પ્રો���લિર્ભકું મા�દ્દો� ધ્યુ�નમા�� �	વ�ન� છે	,  જ	ન	 આપણે	 ઇન્�લિક્!વ વ્યુ�ખ્યુ�ઓ કુંહી%શ��.  હીવ	,  ઘણે�
બધ� �ળ કું�યુ> છે	 જ	  આપણે	 પ�� પ��%એ છે%એ. ત	થે%, આપણે	 બધ� જાણે%એ છે%એ કું	 ગો�લિણેલિતકું �%ત	 n ફ	ક્!�ડિ�અ� એ
n times n minus 1 ફ	ક્!�ડિ�અ� છે	. ત	થે%, આપણે	 ફ	ક્!��%યુ�ન% એકું ઇન્!�	લિક્!વ વ્યુ�ખ્યુ� �ખા% શકું%એ છે%એ. મા1ળ કું	
એ છે	 જ્યુ��	 n એ 0 છે	 અન	 આ ડિકું"�મા�� ફ	ક્!�ડિ�અ� 1 છે	, ત	થે% 0 ન�� એફ 1 છે	. અન	 �મા�ન્યુ �%ત	, જ� આપણે% પ�	
0 થે% વધ��	 હી�યુ, ત� n ન� f n n ઓછે� 1 ન� f times દ્વ��� આપવ�મા�� આવ	 છે	. બ%જા શબ્દ�મા�� કુંહી%એ ત�, આપણે	
ન�ન� ઇનપ�! પ� ��ગો� પ��વ�મા�� આવ	�� મા�ન ફ�કુંશનન� �દર્ભ6મા��  n  ન� પડિ�ર્ભ�ષા�ન	 વ્યુક્ત કું�%એ છે%એ,  હીવ	 આ
પ્રોકું��ન% ઇન્!�	લિક્!વ વ્યુ�ખ્યુ� ફક્ત આ�કું��કું%યુ મા"યુ�ઓન	 જ માયુ�6ડિદત નથે%, તમા	 ત	ન	 મા�ળખા�કું%યુ મા"યુ�ઓ મા�!	 પણે
કું�% શકું� છે�.  ત	થે%,  1લિચે અથેવ� અ�	મા�� ઉદ�હી�ણે ત�%કું	,  તમા	 કું�ઈ ન�ન% મા"યુ� ત�%કું	 પ	!� 1લિચે અથેવ� બ એ�	ન	
ધ્યુ�નમા�� �ઈ શકું� છે�. ત	થે%, લિનવ	શ E!6ન�� વણે6ન કું�વ�ન� એકું ખા1બ જ �ળ મા�ગો6 અહીF છે	 . ત	થે%, જ� હી� � એન તત્વ�ન	
E!6 કું�વ� મા��ગો�� છે� �, ત� મા�ગો6 દ�ખા� કું�વ�ન% �%ત ત	 છે	  કું	,  મા1ળ કું	ન	 E!6 કું�વ� મા�!	 કું�ઈ નથે%,  ત� પછે% અમા	 કુંયુ�H છે	.
નમિંહીત�, અમા	 બ%જા ઘ!કુંથે% શરૂ થેત% બ�કું%ન% 1લિચેન	 જ�એ છે	  અન	 અમા	 ત	ન	 વ���વ�� E!6 કું�%એ છે%એ અન	 પછે% અમા	
E!6 કું�	� 1લિચેમા�� પ્રોથેમા તત્વ શ�મા	� કું�%એ છે%એ. ત	થે%, લિનવ	શ E!6 X 1 થે% X n પ� ��ગો� થે�યુ છે	, અમાન	 X 2 થે% X
n મા�� વ���વ�� E!6મા�� મા1લ્યુ X 1 દ�ખા� કું�વ�ન% જરૂ� છે	. ત	થે%, ફ�%થે% આપણે	 ત	 જ ફ�કુંશન ��ગો� કું�% �હ્યા� છે%એ જ	
આપણે	 ન�ન� ઇનપ�! અન	 મા1ળ કું	મા�� વ્યુ�ખ્યુ�લિયુત કું�વ�ન� પ્રોયુ� કું�% �હ્યા� છે%એ, ખા��% એકું ન�નકું�� ઇનપ�! એ!�	 કું	
આપણે% પ�	 એકું જવ�બ છે	 જ	 આપણે� મા�!	 �ળત�થે% ઉપ�બ્ધ છે	. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ6 ��: 01:57)

ત	થે%, આકુંષા6ણે�મા��ન% એકુંમા�� ઇન્�	લિક્!વ વ્યુ�ખ્યુ�ઓ છે	 ત	 એ છે	  કું	 એકું ખા1બ જ કું�દ�ત% �%કુંર્સિવ પ્રો�ગ્રા�મ્મા�� ઉપજ. ત	થે%,
આપણે	 ઘણું� લિવચે��વ�ન% જરૂ� નથે%,  અમા	 �ગોર્ભગો પ્રો���લિર્ભકું વ્યુ�ખ્યુ� �ઈ શકું%એ છે%એ અન	 ત	ન	 પ્રો�ગ્રા�મા ત�%કું	 %ધ%
અન�વ�ડિદત કું�% શકું%એ છે%એ. ત	થે%, અહીF ફEક્!�ડિ�યુ� મા�!	ન�� અન�વ�દ છે	 જ	  અગો�ઉથે% બ�ધ��ણેન% પ્રોલિતડિMયુ� આપ	 છે	 , યુ�દ
��ખા� કું	 જ	  મા�ળખા�� ત	 પહી	��� હીત�� ત	  0 ન% બ��બ� 1 ન�� છે	  અન	  n ન% f બ��બ� n ન% બ��બ� n ગો�ણ્યુ� છે	. 1. ત	થે%,
આપણે	 કુંહી%એ છે%એ કું	 જ� એન ... હીવ	, ફક્ત ત	ન	 થે���� વધ��	 માજબ1ત બન�વવ� મા�!	, જ	થે% ��કું� આપ	, ત	ઓ નકું���ત્માકું
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ન�બ�� આપ	, આપણેન	 માજદ�� જવ�બ� માળ	 છે	, ત	થે% ફક્ત n બ��બ� 0 ન% ચેકું�ણે% કું�% �હ્યા� છે	, તમા	 કું�ઈપણે મા�!	
તપ� કું�% શકું� છે� મા1લ્યુ 0 અથેવ� ઓછે� �, આપણે	 ફક્ત 1 પ�ત કું�%શ��. જ� કું�ઈ વ્યુલિક્ત પ1છે	 છે	 કું	 બ�દબ�કું% 7 ન�� પડિ�મા�ણે
શ�લિબ્દકું છે	, ત� આપણે	 ફક્ત 1 પ�ત કું�વ� મા��ગો%એ છે%એ. પ��ત� અપ	લિOત વ"ત� એ છે	  કું	 ત	ઓ 0 થે% શરૂ થેશ	 અન	 પછે%
જ� ત	ઓ અમાન	 એકું કું���ત્માકું ન�બ� આપશ	 જ	  0 કું�ત� મા�!�, પછે% આપણે	 પ�ન��વત6ન કું%ઓ પ� જઈશ��. ત	થે%, આપણે	
n minus 1 મા�!	 ફ	ક્!�ડિ�અ�ન% ગોણેત�% કું�%શ��  n એ ગો�ણે�કું�� કું�%ન	 અન	 પછે% આ જવ�બ પ�છે� આપ%શ��.  ત	થે%,  આ
ઇન્!�	લિક્!વ વ્યુ�ખ્યુ� અન	 પ�ન��વર્સિતત પ્રો�ગ્રા�મા વચ્ચે	 એકું પત્રવ્યુવહી�� મા�!	 એકું ખા1બ જ %ધ� એકું છે	 અન	 ત	 એકું ફ�કુંશનન	
વણે6વવ�ન� દૃલિSકું�ણેથે% ઇન્!�	લિક્!વ વ્યુ�ખ્યુ�ઓ ખા1બ આકુંષા6કું બન�વ	 છે	 .  કું��ણે કું	,  અલિધષ્ઠા�લિપત વ્યુ�ખ્યુ� ગો�લિણેલિતકું �%ત	
ન્યુ�યુ%  હી�ઈ શકું	  છે	  અન	  પછે% કું�યુ6Mમા દ	ખા%ત% �%ત	  �ચે% છે	 ;  કું�ડ્મા��  "પS છે	,  કું��ણે કું	  ત	  ઇન્�લિક્!વ વ્યુ�ખ્યુ�ન�
પ�ન��વત6નથે% %ધ� જ અન��	 છે	. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ6 ��: 03:17)

ત	થે%,  આવ% પ્રો��લિગોકું વ્યુ�ખ્યુ�ઓ શ�ષાણે કું�	 છે	  ત	 ઘણે% વખાત શ્રે	ષ્ઠા પ	!� મા�ળખા�કું%યુ લિમા�કુંત કુંહી	વ�મા�� આવ	 છે	 .  ત	થે%,
જડિ!� આધ�� શ�� છે	  ત	 મા1ળર્ભ1ત �%ત	 ત	 છે	  જ	  તમા	 ઇન્!�	લિક્!વ �	ડિફન	શનથે% અપ	O� કું�� છે� કું	 તમા	 બ મા"યુ�ઓન�
ઉકું	�ન	 જ��%ન	 મા1ળ મા"યુ�ન	 હી� કું�� છે�.  ત	થે%,  મા1ળ મા"યુ�ન� ઉકું	�� બ મા"યુ�મા�� ઉકું	��ન� �દર્ભ6મા�� �	વ�મા��
આવ્યુ� છે	  અન	 ખા� કું�%ન	 આ બ મા"યુ� એ જ પ્રોકું��ન% છે	 , ત� ત	 મા�ન પ્રોકું��ન� જવ�બન% ગોણેત�% કું�% �હી% છે	 .
હીવ	,  ફ	ક્!��%યુ� જ	વ� આ�કું��કું%યુ પ્રોશ્ન�વલિ�મા��,  કું�ઈકું શ્રે	ષ્ઠા હી�વ�ન�� કુંહી	વ�ન�� અથે6પ1ણે6 નથે%,  પ��ત� ઉદ�હી�ણે ત�%કું	,  જ્યુ��	
તમા	 લિનવ	શ E!6 કું�� છે� અન	 ચે�ક્કુંપણે	 જ્યુ��	 તમા	 બ 1લિચેન	 E!6 કું�� છે� ત્યુ��	 ત	 પડિ�ણે�મા ત	 પ	!� 1લિચે મા�!	 તમા	
ઇચ્છે� છે�.  ત	થે%,  આ બ મા"યુ�ન% કુંલ્પન�મા��  વધ���  કું�	  છે	 .  ત	થે%,  n  મા�ઇન  1  ન� પડિ�ર્ભ�ષા� "પSપણે	  n  ન�
ફ	ક્!�ડિ�અ�ન% ફ	ક્!�ડિ�અ� બ મા"યુ� છે	,  પ��ત� ત	 મા�ત્ર  n  ન% ફ	ક્!�ડિ�અ� પ� થે�યુ છે	,  ત	 મા�ત્ર  n  મા�ઇનન% મા�ત્ર
આવશ્યુકું ફ	ક્!�ડિ�અ� છે	. હીવ	, અમાન	 મા"યુ�ઓ આવ% શકું	 છે	 જ	ન	 એકુંથે% વધ� ત�ત્કું�લિ�કું જરૂ� છે	 . ન�ન% પ	!� મા"યુ�,
દ�ખા�� ત�%કું	 ફEક્!�ડિ�અ� એન મા�ઇન 2 એ ઉપ મા"યુ� પણે છે	, n મા�ઇન 3 એ ઉપ મા"યુ� પણે છે	. ત	થે%, કું�ઈપણે
ન�ન% ઇનપ�! મા1ળ વ"ત�ન% ઉપ મા"યુ� ત�%કું	 મા�નવ�મા�� આવ	 છે	 . ત	વ% જ �%ત	, જ્યુ��	 આપણે	 વ�"તવમા�� E!6 દ�ખા�
કું�%એ છે%એ,  ત્યુ��	 આપણે	 ત	ન	  X n મા�� ઇનપ�!  X 1 આપ%એ છે%એ અન	 આપણે	  X 2 થે% X n ન	 E!6 કું�વ� મા�!	
કુંહી%એ છે%એ. ત	થે%, આ ઉપ મા"યુ� છે	  જ	  ��જ્યુન� %ધ� ર્ભ�ગો છે	 . પ��ત�, મા�ન્યુ �%ત	 Eર્ટિં!ગોન% બ મા"યુ� ત�%કું	
E!6 કું�વ� મા�!	 કું�ઈપણે 	ગોમા	ન્! X i થે% X j ન� લિવચે�� કું�% શકું�યુ છે	, આ એકું ઉદ�હી�ણે મા�!	 થે�યુ છે	 જ	મા કું	 માજ6 E!6
અથેવ� ઝા�પ% E!6, ખા� કું�%ન	 E!6 કું��. પછે%, તમા	 એ�	ન	 લિછેદ્રમા�� લિવર્ભ�જીત કું�� અન	 પછે% ક્વ�!66મા�� ર્ભ�� અન	 ત	થે%,
કું�ઈપણે માયુ	 તમા	 એ આઇ થે% એજ	ન� કું	!��કું 	ગોમા	ન્!મા�� મા�ન ઍલ્ગો�ડિ�ધમાન� ઉપયુ�ગો કું�% �હ્યા� છે�. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ6 ��: 05:05)

ત	થે%,  ચે��� હીવ	 એવ% મા"યુ�ન% તપ� કું�%એ જ	  આપણે	 ગ્રા%�%(Greedy)  અલ્ગો�ડિ�ધમ્ન� �દર્ભ6મા�� પહી	��� જ�યુ	�%
હી�યુ. ત	થે%, આપણે	 અ�ત��� �લિનલિશ્ચેત ત�%કું	 ઓળખા�ત% મા"યુ�ન	 જ�શ��. ત	થે%, એકું%કું[ત �લિનલિશ્ચેતત�એ કુંહ્યા�� કું	 અમા��%
પ�	 એકું એવ� ��ધન� છે	 જ	 માયુ��ત�	 ઉપ�બ્ધ છે	 અન	 હીવ	 ��કું� આવ% આવશ	 અન	 આ ��ધન� મા�!	 બ�કિંકુંગો કું�શ	.
ત	થે%, કું�ઈકું આ 	ગોમા	ન્! દ�લિમાયુ�ન ત	ન	 બ�કું કું�વ� મા��ગો	 છે	 , કું�ઈ બ%જ� �  ત	ન	 આ 	ગોમા	ન્!મા�� બ�કું કું�વ� મા��ગો	 છે	 , બ%જ� �  કું�ઈ
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પણે આ 	ગોમા	ન્! દ�લિમાયુ�ન ઇચ્છે	  છે	  અન	 બ%જ� � .  હીવ	,  આ ઓવ��	પ થેત% વ"ત�ઓ દ�મ્યુ�ન,  તમા	 બ	 ��કું�ન	 ��ધન
આપ% શકુંત� નથે%,  ત	થે% તમા	 પ્રો���લિર્ભકું માયુ અન	 અ�લિતમા માયુ મા�!	 લિવન�ત%ન� મા1હી આપ્યુ� છે	.  ત	થે%,  અમા��% પ�	
પ્રો���ર્ભ અન	 અ�ત અથેવ� મા�લિપ્તન� માયુ છે	  અન	  હીવ	  તમા	  શ��  કું�વ� મા��ગો� છે� ત	  નક્કું% કું�� કું	  તમા	  આમા��થે% કુંયુ�
લિવન�ત%ઓ ફ�ળવ% શકું� છે� ત	 નક્કું% કું��, જ	થે% બ�કિંકુંગોન% માહીત્તમા �ખ્યુ� ખા�	ખા� આપવ�મા�� આવ	. ત	થે%, ધ્યુ	યુ એ બ�કિંકુંગોન%
�ખ્યુ� વધ��વ�ન� છે	, બ�કિંકુંગોન% ��બ�ઈ નહીF, પ��ત� બ�કિંકુંગોન% �ખ્યુ�. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ6 ��: 06:03)

ત	થે%, આ ખા� ડિકું"�મા��, શ�� થે�યુ છે	 જ્યુ��	 તમા	 બ�કિંકુંગોન�� ન્મા�ન કું�� છે�, હીવ	 જ� બ�કિંકુંગો અન્યુ બ�કિંકુંગ્ �થે	 ઓવ��	પ
થે�યુ ત�, પછે% જ� મ̀ા આ બ�કિંકુંગો �	વ�ન�� નક્કું% કુંયુ�H હી�યુ, ત� આ દ1� જાયુ છે	. ત	થે%, આ બ	 બ�કિંકુંગ્ જ	 ત	ન% �થે	 ઓવ��	પ
થેઈ ગોઈ છે	, ત	 હીવ	 �લિનલિશ્ચેત કું�% શકું�શ	 નહીF, કું��ણે કું	 ત	ઓ આમા�� થે��� અ�ત��� �થે	 �ઘષા6 કું�	 છે	. ત	થે%, ત	થે% હીવ	
બ�કિંકુંગોન% મા"યુ�ન� કું	!��કું ઉપગ્રાહી મા�!	  બ�કું%ન% બ�કિંકુંગો ફ�ળવવ�ન� મા�ગો6  ઉકું	�વ� અથેવ� શ�ધવ�ન� છે	 .  ત	થે%,  આ
ડિકું"�મા�� બ�કિંકુંગોન� દ�	કું પ	!� ઉપ�યુ એ ઉપ�યુ છે	  અન	 જ	  વ્યુ1હી�ચેન� અમા	 જ�યુ	�% ત	 એકું ગ્રા%�%(Greedy) હીત%, જ	ણે	
પ્રો���લિર્ભકું અ�લિતમા માયુ પ�દ કું�વ�ન� લિનણે6યુ �%ધ� હીત�.  ત	થે%,  ત	 બધ% બ�કિંકુંગ્મા�� જ	  હીજ�  પણે અમાન	 ફ�ળવવ� મા�!	
ઉપ�બ્ધ છે	,  અમા	 એકું ગ્રા%�%(Greedy)  �%ત	 એકું પ�દ કું�%એ છે%એ ત	 ફક્ત ત	 જ જ�વ�ન�� છે	  જ	  ત	 પહી	��ન� અ�લિતમા
માયુ �હી	શ	. હીવ	, જ	મા આપણે	 કુંહ્યા�� હીત�� કું	, જ્યુ��	 આપણે	 ઉમા	�%શ��, ત્યુ��	 ત	 કું	!�%કું બ�કિંકુંગ્ન	 દ1� કું�શ	 જ	  લિવ��ધ�ર્ભ� છે	
જ	  આપણેન	 ઉપ મા"યુ� આપ	 છે	 અન	 તમા	 આ ઉપ મા"યુ�ન	 હી� કું�શ�. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ6 ��: 07:06)

ત�, ત્યુ�� કું	!�% પ	!� મા"યુ�ઓ છે	? હીવ	, અમા��% પ�	 એન બ�કિંકુંગો છે	  અન	 આન� દ�	કું બ	! ઉપ ઉપલિ"થેલિત છે	, ત	થે%
અમા��% પ�	 પ	!� મા"યુ�ઓન% ઘ�તકું �ખ્યુ� છે	. �મા�ન્યુ �%ત	, અમા��% પ�	 કું�ઈ શક્યુ બ	! જવ�બ હી�ઈ શકું	 છે	 .
ત	થે%,  આપણે	 વ6શ્રે	ષ્ઠા ફ�ળવણે% શ�ધવ� મા�!	,  આ બધ% ઘ�ત��કું%યુ વ"ત�ઓન	 લિદ્ધ��તમા�� જ�વ�� જ�ઈએ,  જ	  aથે% વધ�
બ�કિંકુંગોન	 �ત�ષાવ� મા�!	 આપ	 છે	.  હીવ	,  ગ્રા%�%(Greedy)  વ્યુ1હી�ચેન� શ�� છે	  ત	 અ�કું��કું �%ત	 આ �	ખા��શ જગ્યુ�ન	 �	ખા%યુ
જગ્યુ�મા�� કું�પ% ન�ખા	 છે	, કું��ણે કું	 ત	 શ�� કું�	 છે	  ત	 પ�દ કું�	 છે	, ત	થે% અમા	 શરૂઆતમા�� બ�કિંકુંગ્ 1 ન	 એન પ� �ઇએ છે%એ.

પછે%, ત	મા��થે% ત	 પ�દ કું�શ	, આપણે	 ત	ન	 ધ��%એ વ�"તવમા�� પ્રો���લિર્ભકું અ�લિતમા માયુન� Mમામા�� ગો�ઠવવ�મા�� આવ	 છે	 . ત	થે%,
તમા	 પહી	�� જ ��,  પછે% તમા	 ત્યુ��થે% થે���મા��થે% બહી�� ન%કુંળશ�.  અન	 હીવ	 તમા��% પ�	 થે��� બ�કું% હીશ	 અન	 ત	મા��ન�
એકુંમા�� આપણે	 aથે% પહી	�� એકું પ�દ કું�%શ�� અન	 તમા	 તમા���મા��થે% વધ� ન	 વધ� નકું��% કું�ઢશ�.  ત	થે%,  મા�!�ર્ભ�ગો	 તમા	 ત	
બધ� એનન	 ફ�ળવશ�, પ��ત� દ�	કું વખાત	 જ્યુ��	 તમા	 લિનયુમાન� મા�વ	શ કું�� છે� ત	મા� 1 શ�મા	� છે	, ત� તમા	 થે���મા��થે% બહી��
ન%કુંળશ�.  ત	થે%,  ચે�ક્કુંપણે	  �	ખા%યુ  "કું	નમા��,  તમા	  ફક્ત  ત	  જ બ મા"યુ�ઓન	  જ�શ�.  ત	થે%,  તમા	  મા�ત્ર  એન પ	!�
મા"યુ�ઓન� ઓ�6� જ�ઓ અન	 શ�ધવ�ન��, તમા	 જ	  દ�વ� કું�શ� ત	 એકું શ્રે	ષ્ઠા જવ�બ છે	. અન	 ત્યુ��થે%, તમા	 2 થે% એન અન	
ઓ�6�  N મા��થે% આવ� કું�કું કુંપ�ત કું�% �હ્યા� છે�;  દ	ખા%ત% �%ત	,  ત્યુ�� પ1છેવ�ન% એકું પ્રોશ્ન છે	  કું	 તમા	 અયુ�ગ્યુ �%ત	 ત	માન	
તપ�ત� ન હી�વ�ન	 કું��ણે	 કું	!�%કું ઉપ મા"યુ�ઓન% અવગોણેન� કું�% છે	 કું	 કું	મા. ત	થે%, તમા��	 �લિબત%ન% જરૂ� છે	, ત	થે% જ
ગ્રા%�%(Greedy)  વ્યુ1હી�ચેન�મા��,  તમા��	 �લિબત કું�વ�ન% જરૂ� છે	  કું	 તમા	 જ	  કું�% �હ્યા� છે� ત	 વ�"તવમા�� �લ્યુ�શન બહી��
આવ	 છે	, કું��ણે કું	 તમા	 ખા�	ખા� મા�!% �ખ્યુ�મા�� નથે% જ�ઈ �હ્યા� છે�, પ	!� મા"યુ�ઓન% �ખ્યુ�. 
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ત�,  મા�ન% �� કું	 આપણે	 અ�ત��� માયુપત્રકું મા"યુ�ન	 ખા1બ જ હી	જ બદ�%એ છે%એ, અમા	 દ�	કું લિવન�ત%ન	 એકું વજન
�થે	 ��કુંળ%એ છે%એ, ઉદ�હી�ણે ત�%કું	 વજન હી�ઈ શકું	 છે	, જ	 �કુંમા કું�ઈન	 ચે1કુંવવ� મા�!	 તdયુ�� છે	, ત	થે% ��કું� પ્રોયુ� કું�%
�હ્યા� છે	 બ�કું કું�વ� મા�!	, ત	થે% અમા��% પ�	 એકું ઑડિ�!�ડિ�યુમા છે	 જ	  અમા	 પ્રોદશ6ન અન	 અન્યુ પ્રોવ[લિત્તઓ મા�!	 દ�ખા� કું�%એ
છે%એ. અન	 ��કું�, ત	ન� ઉપયુ�ગો કું�વ� મા�!	 આવ	 છે	  ત	 ત	ન� ઉપયુ�ગો કું�વ� મા�!	 ચે�કુંવણે% કું�વ� તdયુ�� છે	 . અ�બત્ત, ફક્ત
એકું જ ઓડિ�!�ડિ�યુમા છે	,  ત	થે% બ	 ��કું� એકું જ માયુ	 ઉપયુ�ગો કું�% શકુંત� નથે%.  હીવ	,  અમા�રું� અગો�ઉન�� �ક્ષ્યુ બ�ડિકુંનન%
�ખ્યુ�ન	 માહીત્તમા બન�વવ�� હીત��અમા	 જ	  આપ્યુ�� છે	, પ��ત� હીવ	, અમા��% પ�	 બ%જ� �  મા�પદ�� છે	 જ	  વધ� ત�ત્કું�લિ�કું છે	, જ	 દ�	કું
વ્યુલિક્ત કું	!�% ચે1કુંવણે% કું�વ� તdયુ�� છે	. ત	થે%, જ� મા�ત્ર એકું જ વ્યુલિક્તન	 આપ	 ત� પણે, ત	 વ્યુલિક્ત બ%જા બધ� કું�ત� વધ��	
ચે1કુંવણે% કું�	 છે	  અન	 ત	 આપણે� મા�!	 શ્રે	ષ્ઠા હીશ	.  ત	થે%,  હીવ	 અમા��� ધ્યુ	યુ કું�� વજન વધ��વ�ન� છે	.  ત	થે%,  અમા	 અમા���
ફ�ળવણે%થે% શક્યુ એ!��� આવકું મા	ળવવ� મા��ગો%એ છે%એ કું	 બ�કિંકુંગોન% �ખ્યુ� નહીF, પ��ત� કું�� વજન. 
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ત	થે%, અગો�ઉન� ડિકું"�મા�� ગ્રા%�%(Greedy) વ્યુ1હી�ચેન�ન	 યુ�દ કું��, અમા	 પ્રો���લિર્ભકું મા�લિપ્ત માયુ ઇચ્છેત� હીત�. ત	થે%, જ�
આપણે	 આ ત્રણે લિવન�ત%ઓન% ચે�ક્કું પ�દગો% જ�યુ	�% હી�યુ, ત� પછે%ન� પ1ણે�6હી�લિતન� માયુ આ હીશ	. ત	થે%, આપણે	 a
પ્રોથેમા આન	 �ઈશ��, જ	 આન	 નકું��% કું�ઢશ	 અન	 પછે% ત્ર%જી લિવન�ત% પ્રોથેમા પ1ણે6 થે�યુ પછે% શરૂ થે�યુ છે	 , ત	થે% તમા	 આ �	શ	
અન	 ત	થે% આપણેન	 બ	 કું%ઓ માળશ	. અન	 3 મા��થે% 2 એ શ્રે	ષ્ઠા છે	 જ	 આપણે	 કું�% શકું%એ છે%એ અન	 ત	 લિબન વ	ઇટ્� કું%ઓમા��
માળ% આવ્યુ�� છે	.  પ��ત�,  કુંમાન%બ	,  અમા��% પ�	 જ	  છે	  ત	 છે	  કું	 આપણે	 વજન ધ��વ%એ છે%એ,  ત	થે% અમા��% પ�	 આ
વજન �કુંળ�યુ	��� છે	. ત	થે%, આપણે	 કું�ઈકું વધ� ચેપળ કું�વ�� પ�શ	, કું��ણે કું	 હીવ	 જ� આપણે	 પહી	�� એકું અન	 ત્ર%જ� પ�દ
કું�%એ, ત� કું�� વજન ફક્ત 2 છે	. 
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ત	થે%, ન�કું�%, ન�કું�% નહી%, પ��ત� ચે��� આપણે	 ત	ન	 બ�કિંકુંગો કું�� 1 વત્ત� 3 એ 2 ન�� વજન આપ	 છે	, જ્યુ��	 એકું�� બ�કિંકુંગો 2
ન��  વજન આપ	 છે	,  કું��ણે કું	 ત	ન��  વજન  3  છે	.  ત	થે%,  આ લિ"થેલિતમા��  આદશ6 �%ત	,  આપણે	 "વ%કું��વ��  જ�ઈએ કું	  માધ્યુમા
લિવન�ત%ન	 દ��ન	 દ1� કું�વ� મા�!	 પ1�ત� વજન છે	 ત	 મા�ત્ર એકું જ હીશ	 જ	  �લિનલિશ્ચેત કું�વ�મા�� આવશ	. ત	થે%, જ� કું	 અમા	 કું�ઈ
3  લિવન�ત% શ	ડ્યુ1�મા��થે% બહી�� ન%કુંળ%શ��,  વ�"તવમા��  અમાન	 ખાચે6 �ર્ભલિવતથે% માહીત્તમા ��ર્ભ માળ	 છે	 .  ત	થે%,  ત	થે% બ%જા
શબ્દ�મા��  જ	ન�  અથે6  છે	  ત	  એ ગ્રા%�%(Greedy)  વ્યુ1હી�ચેન�  છે	  જ	  અમા	  ર્ભ����કું  વગો�ન� કું	 મા�!	  �લિબત કું�%  છે	  ત	
કુંમાન%બ	 વધ� મા�ન્યુ નથે%. 
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ત�, આપણે	 શ�� કું�%શ��? ત	થે% બ%જી ગ્રા%�%(Greedy) વ્યુ1હી�ચેન�મા�� જ�વ�ન% એકું વ્યુ1હી�ચેન� છે	, અમા	 બ%જી ગ્રા%�%(Greedy)

વ્યુ1હી�ચેન� શ�ધ% શકું%એ છે%એ અન	 દ�%� કું�વ�ન� પ્રોયુત્ન કું�%એ છે%એ કું	 તમા	 કું�મા કું�શ� અન	 એવ% દ�%� કું�� કું	 ત	 જ	
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કું�યુ6 કું�	 છે	 ત	 કું�મા કું�	 છે	, ત	 થે��� પ્રોયુ� �	 છે	. કું��ણે કું	, અમાન	 એવ% કું�ઈ વ"ત�ન% લિવલિનમાયુ દ�%�ન� ઉપયુ�ગો કું�વ� પ�શ	
જ	  પ���વ� આપ	 છે	 કું	 કું�ઈપણે અન્યુ વ્યુ1હી�ચેન� દ્વ��� તમાન	 પ્રો�પ્ત થેઈ શકું	 ત	વ� કું�ઈપણે ઉપ�યુ કું�ત�� વધ� �રું� છે	 . ત	થે%,
બ%જા અલિર્ભગોમા જ	  આપણે	 આગો�મા% થે��� વ્યુ�ખ્યુ�નમા�� વધ� લિવગોતવ�� તપ� કું�વ� જઈ �હ્યા� છે%એ ત	 છે	 એકું પ્રો�યુ�લિગોકું
�લ્યુ�શનન� પ્રોયુ� કું�વ�ન� પ્રોયુ� કું�� જ	  દ	ખા%ત% �%ત	 �ચે% છે	 કું	 જ	ન% કું�યુ6Oમાત�પ1વ6કું મા1લ્યુ��કુંન કું�% શકું�યુ. ત	થે%, ધ્યુ	યુ
બચે�વવ� મા�!	  છે	,  ત	થે% આપણે	 જ	  બચે�વવ� જઈ �હ્યા� છે%એ ત	 એ �લિબત કું�વ�ન� આ પ્રોયુ� છે	  કું	 ફક્ત કું	!��કું
ડિકું"�ઓમા�� જ, આપણે	 ખા�	ખા� શ્રે	ષ્ઠા જવ�બ આપ% �હ્યા� છે%એ. અમા	 દ�	કું ડિકું"�મા�� કું	!��કું અથે6મા�� જ�શ��, પ��ત� આપણે	
દ�	કું કું	ન	 ચેપળત�પ1વ6કું જ�વ�� જ�ઈએ અન	 ત	 જ છે	, આપણે	 જઈ �હ્યા� છે%એ. 
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ત	થે%, આ મા"યુ� મા�!	 આપણે	 આ કું	વ% �%ત	 કું�% શકું%એ ત	 મા�!	 આ માયુ છે	, ચે��� આપણે	 કું�ઈકું વધ� %ધ% �%ત	 કું�%એ,

પછે% આપણે	 છે	લ્�� માયુન	 જ�વ� મા�!	 છે	લ્�% વ�� શ�� કુંયુ�H, ફક્ત જ�ઓ પ્રો���લિર્ભકું પ્રો���લિર્ભકું માયુ	. ત	થે%, ચે��� ધ��%એ કું	 કું	
કું�યુ> લિવન�ત% છે	 કું	 આન� જ	વ� કુંE� ઓ�6�. ત	થે%, અમા	 આ Mમામા�� ત	માન	 પ�દ કું��. ત	થે%, અમા	 પહી	�% બ�કિંકુંગો �થે	 પ્રો���ર્ભ
કું�%એ છે%એ જ	ન	 તમા	 બ% 1 કુંહી	 છે	.  હીવ	,  અવ��કુંન કું�� કું	 અ�લિતમા જવ�બમા��,  ક્યુ�� ત� બ% 1 છે	,  બ% 1 ત્યુ�� નથે%.  ત�,
આપણે	 બ	 લિવકુંલ્પ� �ઈશ��.  ત	થે%,  હી� બ% 1 અન	 ન� બ% 1,  હીવ	 જ� આપણે	 બ% 1 ન	 દ1� કું�%એ,  ત� પછે% અથેવ� ઉપ
મા"યુ�મા�� ફક્ત બ% 2 ન	 મા�વશ	. ત	થે%, અમા��% પ�	 ફક્ત એકું ઉપ મા"યુ� છે	 જ	  બ% મા�!	 બ% છે	 . ત	થે%, જ� આપણે	 બ%
1 ન	 બ�કું�ત ��ખા%એ, ત� આપણે	 ફક્ત બ% 2 ન� બ% ન� ઉપયુ�ગો કું�%એ. ત	થે%, બ% 1 ન	 બ�કું�ત ��ખાવ�ન� અથે6 એ છે	  કું	
ફક્ત ત	ન	 બહી�� ફ̀કું% દ� અન	 તમાન	 દશ�6વશ	 કું	 તમા	 મા�ત્ર એન બ�દ 1 ન% શરૂઆતથે% નજીકું છે	. બ%જી ત�ફ, જ� આપણે	 બ%
1 ન� મા�વ	શ કું�%એ, ત� તમા��	 થે���� �વચે	ત �હી	વ�� જ�ઈએ, કું��ણે કું	 હીવ	 જ� હી� � આ લિવલિશS વ"ત�મા�� બ% 1 શ�મા	� કુંરું� છે� �,
ત	થે% જ� આપણે	 બ%  1  શ�મા	� કું�%એ,  ત� અમાન	 કું�ઈકું કું	 જ	  �ઘષા6  ત	થે%,  અમા	 ગ્રા%�%(Greedy)  કું	મા��  કું�	�� તમા�મા
લિવવ�દ�"પદ લિવન�ત%ઓન	 દ1� કું�%એ છે%એ અન	 પછે% અમા��% પ�	 બ%જી પ	!� મા"યુ� છે	 જ	  જરૂ�% નથે% કું	 બ% 2 થે% બ%
એન, ત	 બ% 2 ન�� બ% પ	!� 	! હીશ	, પ��ત� હીવ	 આપણે	 બન્ન	 લિવકુંલ્પ� �	વ�મા�� આવ્યુ� છે	, આપણે	 બ% 1 શ�મા	� છે	  અન	
બ�કું�ત બ% 1 શ�મા	� છે	, ત	થે% એવ% અપ	O� ��ખાવ% વધ� વ�જબ% છે	 કું	 અમા��% પ�	 બ% 1 �થે	 અથેવ� બ% 1 લિવન� ઉકું	�
છે	, ત્યુ�� ત્ર%જ� લિવકુંલ્પ નથે%, �લ્યુ�શનમા�� બ% 1 હી�યુ છે	 અન	 કું�	 છે	 બ% 1 નથે%, અમા	 બ�ન	ન�� મા1લ્યુ��કુંન કું�વ�ન� પ્રોયુ� કું�%
�હ્યા� છે%એ અન	 પછે% અમા	 શ્રે	ષ્ઠા લિવકુંલ્પ પ�દ કું�વ�ન� પ્રોયુ� કું�% �હ્યા� છે%એ. ત	થે%, આ બ	 ઉપ-કું	� �થે	 મા"યુ�ન� એકું
અપવ�દરૂપ ઘ1ણેખા��% છે	, બ% 1 લિવન� બ% 1, આપણે	 કું�ઈ આગો�હી% કું�% �હ્યા� નથે% જ	 વધ� �રું� છે	, અમા	 બ�ન	ન�� મા1લ્યુ��કુંન
કું�%એ છે%એ અન	 વધ� ��% �%ત	 �ઈએ છે%એ. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ6 ��: 14:21)

ત	થે% હીવ	 ચે��� દ�%� કું�%એ કું	 આ પ્રોકું��ન% વ્યુ1હી�ચેન� વ�"તવમા�� લિવકુંલ્પ�ન% ગોણેન� કું�	 છે	. ત	થે%, કું�ઈપણે બ%જ	 મા�!	 બ%
1 ન% જ	મા, �લ્યુ�શનમા�� બ%જ	 હી�યુ છે	 અથેવ� પ�	 બ%જ	 નથે%, આ ખા1બ "પS છે	. ત�, ત્યુ�� �ર્ભલિવત 2 ન	 શક્યુ ઉકું	� છે	,
મા��% પ�	 બ% 1 હી�ઈ શકું	 અથેવ� બ% 1 ન હી�યુ,  બ% 2 હી�યુ અથેવ� બ% ન હી�યુ 2. ત	થે%,  હી� � દ�	કું �ર્ભલિવત બ	!ન�
પ્રોયુ� કું�% શકું�� જ	  જ1 થે બળ દ�%� હીશ	, આપણે	 દ�	કું �ર્ભલિવત બ	!ન� પ્રોયુ� કું�વ�ન�� !�ળ�. હીવ	, બ% 1 મા�!	 આપણે	
"પSપણે	 બન્ન	 કું	� "પSપણે	 ચેકું�% �%ધ� છે	 , બ% 2 લિવશ	 શ��, આપણે	 ખા�ત�% કું�% શકું%એ કું	 આપણે	 બધ� કું	� ચેકું�%
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�હ્યા� છે%એ બ% 2 એ આપણેન	 b પ� જ�વ� દ�.  હીવ	,  જ� બ% 2 અન	 બ% 1 મા�� નથે% �ઘષા6 કું	 જ	  બ% 1 અન	 બ% 2 છે	
અથેવ� લિવવ�ડિદત અ�ત���મા��, પછે% બ% 1 પ�દ થેયુ	� છે	 કું	 નહીF ત	 "વત�ત્ર છે	 અથેવ� બ% 2 પ�દ કું�	��� નથે%. આન� અથે6
એ છે	  કું	 આપણે	 બ%  1 અથેવ� બ%  2 ન	 પ�દ કું�%એ છે%એ કું	 પડિ�ણે�મા% પ	!� મા"યુ� હીજી પણે બ% 2 પ�દ કું�વ�ન%
મા�જ1 �% આપ	 છે	.  ત	થે%,  જ� આપણે	 બ% 1 અથેવ� બ% પ�દ ન કું�%એ કું	 શરૂઆતમા�� બ% 1 નહીF,  ત� ત	 ધ્યુ�નમા�� �	વ�મા��
આવશ	 બ�ન	 પ	!� મા"યુ� અન	 જ્યુ��	, અમા	 હી� કું�%એ છે%એ કું	 તમા	 બ�ન	 પ�દગો%ઓ ��. બ%જી બ�જ� , બ% 1 અન	 બ% 2
ત��ન�ત્માકું નથે% અથેવ� ત��ન�ત્માકું નથે%, ત	 બ% 2 અથેવ� બ%ન� બ% 1 લિનયુમા� છે	, કું��ણે કું	 ત	ઓ ઓવ��	પ થેયુ� છે	 . પછે%,
જ્યુ��	 બ% 1 પ�દ કું�વ�મા�� આવ	 છે	 બ% 2 ત્યુ�� હી�ઈ શકુંત�� નથે%, ત	થે% બ% 1 ત્યુ�� હી�ઈ શકું	 છે	 જ� બ% 2 હી�ઈ શકું	, ફક્ત બ%
1 ત્યુ�� ન હી�યુ. ત	થે%, જ્યુ��	 બ% 1 પ�દ કું�વ�મા�� આવ	 છે	 ત્યુ��	 આપણે	 બ% 2 ન	 ધ્યુ�નમા��શ�� નહીF, પ��ત� બ% 1 પ�દ નથે%
કું�ત�� યુ�દ ��ખા%એ કું	 આપણેન	 પડિ�ણે�મા% પ	!� મા"યુ� બ% 2 થે% બ% એન માળ	 છે	. ત	થે% બ% 2 ફ�%થે% પ�દ કું�વ�મા�� આવશ	
અથેવ� પ�દગો% આપવ�મા�� આવશ	,  ત	થે% બ% 2 અમા	 હી�જ�% અથેવ� ગો	�હી�જ�%મા��ન� બધ� લિવકુંલ્પ�ન	 ધ્યુ�નમા�� ��ખા%એ
છે%એ. એ જ �%ત	, આપણે	 એવ% દ�%� કું�% શકું%એ છે%એ કું	 બ% 3 ન% હી�જ�% અથેવ� બ% 1 ન% ગો	�હી�જ�%મા�� ધ્યુ�નમા��
�	વ�મા�� આવશ	 અન	 શ�� થેઈ �હ્યા�� છે	, કું��ણે કું	 આપણે	 વધ� પ� વધ� બન�વવ� �થે	 આગોળ વધ% �હ્યા� છે%એ. વચેન�, અમા	
અ�ખ્યુ અ�ગોત �યુ�જન�ન	 ચે1કું�દ� આપ% �હ્યા� છે%એ જ	 આપણે	 અન્યુથે� અ�ધકું��પ1વ6કું લિવચે��ણે� કું�%શ��, અમાન	 એનન	 2
માળશ	. હીવ	, અ�કું��કું �%ત	 મા1લ્યુ��કુંન કું�વ�� પ�શ	, પ��ત� ઓછે�મા�� ઓછે� �  એવ�� મા�નવ�� મા�શ્કું	� નથે% કું	 આપણે	 ખા�	ખા� પ્રોયુ�
કું�% �હ્યા� છે%એ દ�	કું શક્યુ લિવકુંલ્પ બહી��. અમા	 અગો�ઉથે% નક્કું% નથે% કું�% �હ્યા� છે%એ કું	 ગ્રા%�%(Greedy) વ્યુ1હી�ચેન� જ	વ%
કું	!�%કું "થે�લિનકું મા�પદ��� ચે�ક્કું પ	!� મા"યુ�ઓન	 નકું��% કું�ઢવ� મા�!	 પ1�ત% છે	. 
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ત	થે%, ગોણેત�%ત્માકું પ�કું�� એ હીકું%કુંત પ�થે% આવ	 છે	 કું	 આપણે	 જ	  ઉપ મા"યુ�ઓ પ	દ� કું�%એ છે%એ ત	 વ���વ�� દ	ખા�યુ છે	 .
ત	થે%, ચે��� આપણે	 એકું �ળ કું	 જ�ઈએ, તમા	 ધ��� છે� કું	 અમા	 ત	 લિચેત્ર છે	 જ	 ન%ચે	 બત�વ	� છે	 . ત	થે%, આપણે% પ�	 બ%
1 અન	 બ% 2 છે	  જ	  �ઘષા6મા�� છે	,  પ��ત� ધ્યુ�ન આપ� કું	 બ% 1 અન	 બ% 2 બન્ન	 શબ્દ� જ	  શબ્દ� પછે% આવ	 છે	  ત	ન�થે%
��ગોત છે	. ત	થે%, જ� આપણે	 બ% 1 પ�દ કું�%એ, ત� આપણે	 બ% 2 ન	 નકું��%શ�� અન	 ત	થે% ઉપ મા"યુ�, આપણેન	 બ% 3,

બ% 4 અન	 બ% એન માળશ	. બ%જી બ�જ� , જ� તમા	 બ% 1 ન	 નકું��% કું�ઢ� ત� તમા	 પ્રોયુ� કું�� ત	 પહી	��� અમા	 કુંહ્યા�� હીત�� જ	  બધ��
બ�કું% છે	  ત	 બ% 2 થે% બ% એન છે	. હીવ	, તમા��	 બ% 2 ન	 એન બ% પ્રોયુ� કું�વ� પ�શ	, ત	થે% હીવ	, જ્યુ��	 તમા	 બ% 2 બ% એન
આવ	 ત્યુ��	, તમા��	 બ% 2 ન	 ન�શ કું�વ� પ�શ	 અથેવ� તમા��	 બ% ��ખાવ� પ�શ	. 2. ત	થે%, તમા	 બ% 2 કું�ઢ% ન�ખા� છે�, ત� પછે%
જ્યુ��	 તમા	 અહીFથે% બ% 2 ન	 અવગોણેશ� ત્યુ��	 શ�� થે�યુ છે	, તમા	 બ�કું%ન� ર્ભ�ગોન	 B 3 થે% B N �ધ% મા	ળવ% શકું� છે�. ત	થે%,
તમા	 ફ�%થે% બ%  3  ન% મા"યુ� ઉર્ભ% કું�� જ	  પહી	��થે% પ1છેવ�મા��  આવ% હીત%.  એકું વખાત બ% પ�દ કું�વ�ન� ડિ�"કુંન�
�દર્ભ6મા��. ત	થે%, હીવ	 તમા��% પ�	 છે	 કું	 તમા	 બ% 1 પ�દ કુંયુ�H છે	, હી�, ન� કુંહી% દ�; જ� તમા	 બ% 1 પ�દ કું�� છે� ત� માન	 આ
મા"યુ� માળ	 છે	 જ	 બ% 3 થે% બ% એન છે	. પછે%, જ� હી� � કું�ઈ પ�દ કુંરું�, ત� માન	 બ% 2 ફ�%થે% પ�દ કું�વ�ન% તકું માળ	 છે	, હી�
અન	 ન�, જ� હી� � બ% પ�દ ન કુંરું� ત� 2. પછે%, હી� �. બ% 2 ન	 ફ�%થે% કું�ઢ% ન�ખા�, માન	 બ% 3 થે% બ% એન માળ	 છે	, ત	થે% હી� �
અહીF એકું વ�� અન	 એકું વ�� અહીF આ મા"યુ�ન	 ઉકું	�વ� મા��ગો�� છે� �, લિવ�યુ કું	 હી� � કું�ઈ હીhલિશયુ�� કુંરું�. 
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ત	થે%,  આ અલિર્ભગોમા �થે	ન% �પ1ણે6 મા"યુ� એ છે	  કું	 ઇન્�	લિક્વ �લ્યુ�શન લિવલિવધ તબક્કું	 મા�ન મા"યુ�ન�� ઉદર્ભવ કું�%
શકું	  છે	.  અન	 જ� આપણે	 ફક્ત પ�ન��વત6નન� ઉપયુ�ગો કું�%એ છે%એ જ	મા કું	  અમા	 જા1% વ્યુ�ખ્યુ� પ�ન� એકું માહી�ન
ફ�યુદ�ઓન	 ધ્યુ�નમા�� �	ત� પહી	��� તમા	 કુંહ્યા�� છે	  કું	 તમા	 ફક્ત પ�ન��વર્સિતત �લ્યુ�શન �ખા% શકું� છે� જ	  મા"યુ�ન% આ�તડિ�કું
વ્યુ�ખ્યુ�ન	 ફક્ત લિમા�� કું�	 છે	. પ��ત� જ� તમા	 નdલિતકું �%ત	 કું�� છે�, ત� તમા	 દ�	કું વખાત	 કું�યુ6મા�� આવવ� મા�!	 આવ� ત્યુ��	, તમા	 ત	
જ કું�યુ6ન	 વ���વ�� બ���વ� છે�,  પછે% ર્ભ�	 તમા	 પહી	�� કુંયુ�H  હી�યુ અન	 ત	 ખા1બ જ ખાચે�6ળ કું�યુ6Oમાત� હી�ઈ શકું	.  ત	થે%,
��યુન	લિમાકું પ્રો�ગ્રા�મિંમાગોન� ધ્યુ	યુ આ કુંચે��ન	 !�ળવ� મા�!	 છે	. ત	થે%, ત્યુ�� બ	 તકુંન%કું� છે	 જ	 આપણે	 જ�ઈશ��, ત્યુ�� "મા[લિત કુંહી	વ�ત%
તકુંન%કું છે	, જ	 ડિ�કુંઝા6નમા�� કું	!�%કું હીhલિશયુ��ત�મા�� લિનમા�6ણે કું�વ�ન� એકું �"ત� છે	. ત	થે%, તમા	 આ જ ફ�ક્શનન	 ફ�% વ���વ�� બ	
વખાત કુંE� કું�શ� નહીF. અન	 ��યુન	લિમાકું પ્રો�ગ્રા�મિંમાગો એ આ એકું �થે	 આવત%કું�લિ�કું કું�લ્ન	 એકું�થે	 !�ળવ� મા�!	ન� એકું
�"ત� છે	. ત	થે%, ��યુન	લિમાકું પ્રો�ગ્રા�મિંમાગો એ બ મા"યુ�ઓન	 %ધ% �%ત	 માજાવવ� અન	 ત	માન	 હી� કું�વ�ન� એકું �"ત� છે	 ,
કું	મા કું	 ત	 જાણેવ�� કું	 ઉપ મા"યુ�ઓમા�� કું	!�%કું લિનર્ભ6�ત� છે	 જ	ન% તમા	 આગો�હી% કું�% શકું� છે�. ત	થે%, અમા	 આ બ	 તકુંન%કું�ન	
ધ્યુ�નમા�� �ઈશ��, આગો�મા% કું	!��કું પ્રોવચેન� અન	 મા	મા�ઇઝા	શન અન	 ��યુન	લિમાકું પ્રો�ગ્રા�માન� આ લિવચે���થે% પડિ�લિચેત થેવ� મા�!	
કું	!��કું ઉદ�હી�ણે� જ�ઈએ છે%એ, જ	 ઉકું	�વ� મા�!	 કું�યુ6Oમા આવત6કું અમા�%કું�ણેમા�� આવશ્યુકું રૂપ	 વ્યુ�ખ્યુ�લિયુત છે	.
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ડિ�ઝા�ઇન અન	 એન�લિ�લિ ઓફ એલ્ગો�ડિ�ધમ્ (Design and Analysis of Algorithms)
પ્રો�ફ	� મા�ધવન મા�કું��દ (Prof. Madhavan Mukund)

ચે	ન્નઈ મા	થે	મા	ડિ!કું� ઇલિન્"!ટ્યુ�! (Chennai Mathematical Institute)

મા�ડ્યુ�� - 02

�	ક્ચે� - 45

�"મા�ણા�ત્માકું

ચે��� આપણા	 પ્રો	�કું વ્યુ�ખ્યુ�ઓન- ચેચે�. ચે��� ��ખી-એ. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ. ��: 00:05)

તે	થે-, યુ�દ ��ખી� કું	 ફ	ક્!�ડિ�યુ� અન	 ઇન્ર્શ.ન 3!. જે	વ� ફ�કુંર્શન ન�ન� પ	!� મા"યુ�ઓન� �દર્ભ.મા�� કું�દ�તે- પ્રો	�કું વ્યુ�ખ્યુ�ઓ
છે	. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ. ��: 00:16)

અન	  પ્રો	�કું વ્યુ�ખ્યુ�ઓન	 જે�વ�ન��  આકુંર્ષ.ણા એ છે	  કું	,  આપણા	 ખી7બ જે �ળતે�થે- એવ� ડિ�કુંર્સિવ પ્રો�ગ્રા�મ્ �થે	 આવ-
ર્શકું-એ જે	 તે	માન	 ખી7બ જે "પષ્ટ �-તે	 અમા�મા�� મા7કુંર્શ	. 

("��ઇ�માયુન� �દર્ભ. ��: 00:25)

પ��તે�,  ઉપ મા"યુ�ઓન- ઓળખી કું�વ�મા��  પ�કું��� છે	,  હું� �  ખી�તે�- કું�- �હ્યો� છે� �  કું	  તે	ઓ ઓવ��	પ� નહું@ થે�યુ.  તે	થે-,
હુંકું-કુંતેદર્શA ડિકું"�મા�� યુ�દ ��ખીવ�� કું	 કું�ઈપણા ન�ન- ઇનપ�! ફ	ક્!�ડિ�અ� એ ઉપ મા"યુ� છે	, 3ર્ટિં!ગો મા�!	 તેમા	 બ મા"યુ�
તે�-કું	 3!. કું�વ� મા�!	 7લિચેન� કું�ઈપણા ર્ભ�ગોન	 લિવચે��- ર્શકું� છે�.  અન	 �મા�ન્યુ �-તે	,  આપણા	 પ�ન��વર્સિતેતે �લ્યુ�ર્શન્
અથેવ� ઇલિન્�ક્યુ�ડિ!વ �લ્યુ�ર્શન્ પ� ધ્યુ�ન આપ-એ છે-એ, જ્યુ�� આપણા	 જે	  ફ�કુંર્શન એફ વ્યુ�ખ્યુ�લિયુતે કું�વ�ન� પ્રોયુ� કું�-
�હ્યો� છે	  તે	ન� ઉકું	�ન	 મા7ળ મા"યુ�ન- પ	!� મા"યુ�ઓન� ઉકું	� દ્વ��� ઉદ્ર્ભવ્યુ��  છે	  અન	 તે	થે- આપણા	  y  કું�તે��  ન�ન�
ઇનપ�ટ્ પ� f ન� ગોણાતે�- કું�-એ છે-એ. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ. ��: 01:00)

તે	થે-, ચે��� જે�ઈએ કું	 આ કું	વ- �-તે	 પડિ�લિચેતે શ્રે	ણા- �થે	 કું�મા કું�	 છે	 જે	  તેમાન	 ડિફબ�ન�કું- ન�બ. દ્વ��� જાણાવ�મા�� આવ-
ર્શકું	 છે	. તે	થે-, ચે��� આપણા	 ડિફબ�ન�કું- ન�બ��ન	 ન-ચે	 પ્રોમા�ણા	 વ્યુ�ખ્યુ�લિયુતે કું�-એ, પ્રોથેમા બ	 ડિફબ�ન�કું- ન�બ. 0 અન	 1 છે	
અન	 પછે- આ બ�ન	ન	 ઉમા	�-ન	 દ�	કું અન�ગો�મા- ડિફબ�ન�કું- �ખ્યુ� પ્રો�પ્તે થે�યુ છે	 . હુંવ	, આપણા	 ડિફબ�ન�કું- ન�બ.ન	 કું	વ- �-તે	
ક્રમા��ડિકુંતે કું�-ર્શ�� તે	 પ્રો���ર્ભ કું�-એ તે	 પહું	��� તે	 જે�વ�ન�� 7ચેન આપવ�મા�� આવ	 છે	 . આપણા	 જાણા-એ છે-એ કું	 પ્રોથેમા બ	 0 અન	
1 છે	 અન	 આપણા	 જાણા-એ છે-એ કું	 આગોળન� આ બ	ન� �વ�ળ� છે	 . તે	થે-, પછે-ન� એકું ફ�-થે- થેર્શ	, પછે-ન� એકું 2 હુંર્શ	,
આ 1 વત્તા� 1 મા�!	, પછે-ન� એકું 3 હુંર્શ	, પછે-ન� એકું 5 હુંર્શ	, પછે-ન� એકું 8 થેર્શ	, પછે-ન� એકું 13 થેર્શ	 અન	 બ-જે� � . તે	થે-,
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તે	 ખી7બ જે "પષ્ટ છે	  કું	 આ ન�બ��  પ્રો	�કું વ્યુ�ખ્યુ� તે�-કું	 હું�વ� છેતે�� અન	 ત્યુ�� એકું "પષ્ટ પ�ન��વતે.ન કું�યુ. છે	  જે	  તે	ન- �થે	
જાયુ છે	 જે	  માK હુંમાણા�� જે એકું લિમાલિન!મા�� ઉલ્�	ખી કુંયુL છે	 . આ ન�બ��ન- ગોણાતે�- કું�વ�ન- ખી7બ જે અ�કું��કું �-તે છે	 , -ધ-
�ગોર્ભગો �	ખી-યુ માયુમા��. તે�, ફ�ક્ર્શન કું��ન- વ્યુ�ખ્યુ� કું	વ- �-તે	 કું�	 છે	? N ન- Fibonacci એ 0 છે	, જે� n 0 છે	, 0 પ�તે
કું��, જે� n એ 1 �-!ન. 1 છે	. તે�, જે� n 0 અથેવ� 1 છે	, તે� મા7લ્યુ પ�તે	 જે છે	. નહિંહુંતે�, તેમા	 આ મા�પદ��ન� ઉપયુ�ગો કું�-ન	
પ�ન��વર્સિતેતે મા7લ્યુન- ગોણાતે�- કું��, n મા�ઇન 1 વત્તા� ડિફન�કું�- ન- n મા�ઇન 2 ન� અ�તેમા�� અન	 છે	લ્�	,  તેમા	 જે	  પણા
મા7લ્યુન�� મા7લ્યુ કું�� છે� તે	 પ�તે કું��. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ. ��: 02:21)

તે	થે-, કું	ચે ક્યુ�� છે	? તે	થે-, ચે��� જે�ઈએ કું	 આ કું	વ- �-તે	 ન�ન� ઇનપ�! પ� કું�મા કું�ર્શ	 જે	મા કું	 આપણા	 ફક્તે ડિફબ�ન�કું- જે�યુ��
છે	. તે	થે-, આપણા	 ફક્તે 5 ન- ડિફબ�ન�- જે�યુ��, આ 5, આપણા	 જાણા-એ છે-એ કું	 આપણા	 0, 1, 1 �થે	 પ્રો���ર્ભ કું�-એ છે-એ,

તે	થે- આ દ�-�� છે	. તે	થે-, મા7લ્યુ� 0, 1, 1, 2, 3 અન	 પછે- 5 છે	. તે	થે-, આપણા	 ગોણાતે�- કું�વ�ન- કું�લિર્શર્શ કું�- �હ્યો� છે-એ,

જે� આ એકું ડિફબ�ન�કું- ન�બ� છે	  જે	ન� આપણા	 ખી7બ જે ઝા�પથે- ગોણાતે�- કું�-એ છે-એ.  પ��તે�,  ચે��� જે�ઈએ કું	  આ
પ�ન��વર્સિતેતે વ"તે� ખી�	ખી� કું	વ- �-તે	 માળ- ર્શકું	,  જે� હું� �  5  ન� ડિફબ�ન�-ન	 બ���વ-ર્શ,  તે� તે	 ફ�-થે- માન	  4  અન	  3  ન�
ડિફબ�ન�-ન- ગોણાતે�- કું�વ� કુંહું	ર્શ	, 4 ન- ફ�ઈબ�ન�- બદ��મા�� માન	 3 અન	 2 ન- ગોણાતે�- કું�વ� કુંહું	ર્શ	. 

("��ઇ�જે�ઓ માયુ: 02:55)

હુંવ	, 3 બદ��મા�� માન	 2 અન	 1 ન- ગોણાતે�- કું�વ� મા�!	 પ7છેર્શ	, તે� 2 બદ��મા�� માન	 1 અન	 0 ન- ગોણાતે�- કું�વ� કુંહું	ર્શ	. હુંવ	,
દર્ભ�ગ્યુ	 1 અન	 0 મા�!	, મા��- પ�	 મા7ળ કું	 છે	. તે	થે-, હું� � તે	 વ	લ્યુ� અન�ક્રમા	 1 અન	 0 મા	ળવ-ર્શ. તે	થે-, કું��ણા કું	 માન	 1 અન	
0 માળ્યુ�� છે	 અન	 હુંવ	 હું� � તે	મા��થે- ડિફબ�ન�કું- 2 ન- ગોણાતે�- કું�- ર્શકું�� છે� �  અન	 માન	 જેવ�બ માળ- ર્શકુંર્શ	. હુંવ	, હું� � ડિફબ�ન�કું- 1 મા��
ફ	�વ�ઈ ગોયુ� છે� �, ફ�-થે- તે	 બ	ઝા કું	 છે	, માન	 માળ	 છે	. જેવ�બ 1. તે	થે-, હુંવ	 મા��- પ�	 બ�ન	ન� જેવ�બ� 3 ન- ડિફબ�ન�-
મા�!	 જેરૂ�- છે	. તે	થે-, માન	 જેવ�બ 2 માળ	 છે	, હુંવ	 હું� � પ�છે� જાઉં છે� �  અન	 હું� � 2 ન- ડિફબ�ન�કું-ન- ગોણાતે�- કુંરું� છે� �, પ��તે� યુ�દ
��ખી� કું	 માK પહું	��થે- તે	ન�� ગોણાતે�- કું�- છે	 , પણા કું��ણા કું	 માK નથે- બન�વ્યુ�� આન� કું�ઈ અથે.મા�� નSધ કું��, હું� � આ�ખી	 ડિ�કું�ર્શન
કુંરું� છે� �. 2 ન- ડિફબ�ન�- ફ�-થે- માન	 1 અન	 0 ન� ડિફબ�ન�-ન- ગોણાતે�- કું�વ� કુંહું	ર્શ	, જે	 ફ�-થે- 1 અન	 0 �થે	 બ	ઝા કું	
ઉત્પન્ન કું�ર્શ	. તે	થે-, હું� � ફ�-થે- ડિફબ�ન�કું-ન- 2 ન- 1 ઘા�તે ગોણું� છે� � અન	 હુંવ	 બ�ન	 3 અન	 2 ન- ડિફબ�ન�- ઉપ�બ્ધ થેર્શ	, હું� �
4 અન	 3 ન- ડિફબ�ન�-ન� જેવ�બ મા	ળવ-ર્શ. અન	 હુંવ	, હું� � પ�છે� જેઈર્શ અન	 ફ�-થે- ડિફબ�ન�કું- 3 ન�� ગોણાતે�- કું�-ર્શ. તે	થે-,
હું� � આ આખી�� વWક્ષ ફ�-થે- કું�-ર્શ, 3 કું�� 2 અન	 1, 2 કું�� 1 અન	 0, આ બ	ઝા કું	 આપર્શ	, જે	  માન	 2 ન�� મા7લ્યુ આપર્શ	, 1
બ	ઝા કું	 આપર્શ	, તે	 માન	 3 ન- વ	લ્યુ� આપર્શ	. છે	વ!	, આ બધ� પછે-, માન	 5 ન�� મા7લ્યુ ડિફબ�ન�- માળ	 છે	. તે	થે-, આપણા	 જે�ઈ
ર્શકું-એ છે-એ તે	 મા"યુ� એ છે	  કું	 ડિફઓન�કું- 3 ન�� પ7ણા. અન	 �પ7ણા. જેડિ!�તે�મા�� ગોણાતે�- કું�વ�મા�� આવ	 છે	 , અન્યુ કું�યુL
જે	મા કું	 ડિફબ�ન�કું-  2  ન- ગોણાતે�- કું�વ�મા�� આવ- છે	  1, 2 , 3  વખીતે અન	 તે	થે- વધ�.  અન	 અ�બત્તા,  તે	ન� તે�ફ  1  ન-
ડિફબ�ન�- એ મા7ળ કું	 છે	  1, 2, 3, 4, 5 વખીતે અન	કું વખીતે કું3� કું�વ�મા�� આવ્યુ� છે	  અન	 0 ન- ડિફબ�ન�કું-ન	 3 વખીતે
કુંહું	વ�મા�� આવ	 છે	.  તે	થે-,  આ પ�ન��વર્સિતેતે ગોણાતે�- �થે	 આ એકું મા�!- મા"યુ� છે	 ,  પ��તે�  આપણા	  5  ન- ડિફબ�ન�કું-ન-
ગોણાતે�- કું�વ� મા�!	 આદર્શ. �-તે	 ઘાણા- બધ- વ"તે�ઓન�� ગોણાતે�- કું�- �હ્યો� છે-એ અન	 માન	 ખીબ� છે	 કું	 માન	 4, 3, 2, 1 અન	
0. ન- જેરૂ� છે	 તે	થે- માન	 જેરૂ� છે	 ફક્તે છે મા7લ્યુ�ન- ગોણાતે�- કું�- ર્શકું�યુ છે	 અન	 હું� � ઘાણું� વધ��	 અન	 છે ગોણાતે�- કુંરું� છે� �. 
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તે	થે-, મા"યુ�ન- ક્ર	ક્ એ છે	  કું	 ત્યુ�� બ મા"યુ�ઓ છે	 જે	  લિવલિવધ �દર્ભ.મા�� પ�ન��વર્સિતેતે ગોણાતે�-મા�� ઉદ્ર્ભવ	 છે	 , કું��ણા કું	
ડિફબ�ન�કું- 3 ન�� બ�ન	 મા7લ્યુ મા7ળ પ	દ� થે�યુ છે	  જે	ન	 ડિફબ�ન�કું- 4 ન�� કુંહું	વ�યુ છે	  અન	 ન	"!	� ડિ�કુંર્સિવ કુંહું	વ�યુ છે	  ડિફબ�ન�કું-,
તે	થે- મા7ળ 5 ન�� ડિફબ�ન�- કુંહું	વ�યુ�� અન	 ન	"!	� પ�ન��વર્સિતેતે 4 ન�� ડિફબ�ન�- કુંહું	વ�તે��. તે	થે-, અમા��- પ�	 ગોણાતે�-ન�� આખી��
વWક્ષ છે	 જે	  ��લિપ્�કું	! છે	 અન	 આ પ્રોકું��ન� કુંચે��ન	 પ�ન: લિવતે�ણા મા�!	 �-ધ	, બધ� ગોણાતે�-ઓન� વWક્ષ� ઝા�પથે- વધ	 છે	 . તે	થે-,
તેમા	 વ�"તેવમા�� �મા�ન્યુ �-તે	 ર્શ�ધ- ર્શકું� છે�, કું	  nth ડિફબ�ન�કું- ન�બ�ન- ગોણાતે�- કું�વ� મા�!	, તેમા	 ખી�	ખી� એકું પગો��મા��
કું	!��કું ઘા�તે��કું-યુ �-તે	 કું�� છે�.  તે	માછેતે�� પણા,  આપણા	 જે�ઈ ર્શકું-એ છે-એ કું	 તેમા	 મા�ત્ર �	ખી��ર્શ માયુમા��  nth  ડિફબ�ન�કું-
ન�બ�ન- ગોણાતે�- કું�- ર્શકું� છે�, અમા	 હુંમાણા�� જે 3!. કુંયુ�Z છે	, તેમા	 હુંમાણા�� જે 0, 1, 2, 3, 4 અન	 આ �-તે	 ગોણાતે�- કું�	� છે	. 
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તે	થે-, આન- આપ� જેવ�ન� એકું �"તે� એ છે	 કું	 તેમા	 ક્યુ��	યુ ઉપ મા"યુ�ન	 ફ�-થે- મા7લ્યુ��કુંન ન કું��. તે	થે-, તેમા	 તે	 કું�ષ્ટકું
બન�વ� છે� જે	ન	 કું	!�-કુંવ�� મા	મા�- !	બ� કુંહું	વ�મા�� આવ	 છે	 અન	 તે	 કું�ષ્ટકું ર્શ�� છે	  તે	 ફક્તે તે	 દ�	કું મા7લ્યુન� ટ્રૅ\કું ��ખી	 છે	 જે	ન-
તેમા	 પહું	�� ફ�ક્ર્શનન- ગોણાતે�- કું�- છે	.  તે	થે-,  જાવ� જે	વ- ર્ભ�ર્ષ�મા�� તે	 જે જે�વ� માળ	 છે	,  તે	 હું	ર્શ નકુંર્શ� અથેવ� પ�યુથે�ન
જે	વ- ર્ભ�ર્ષ� હું�ઈ ર્શકું	 છે	, તે	 ર્શબ્દકું�ર્શ હું�ઈ ર્શકું	 છે	 . દ� વખીતે	 જ્યુ��	 તેમા	 મા7લ્યુ x પ� ફ�ન કું�� છે�, ત્યુ��	 તેમા	 આ કું�ષ્ટકુંમા��
ફક્તે એક્ કું3મા� FX �ગ્રાલિહુંતે કું�� છે�. તે	થે-, તેમા	 ઉપ� જે�ઈ ર્શકું� છે� અન	 જે�ઈ ર્શકું� છે� કું	 અમા	 પહું	��થે- તે	ન- ગોણાતે�-
કું�- છે	. તે	થે-, તે	ન	 �"મા�ણા�ત્માકું કુંહું	વ�મા�� આવ	 છે	. તે	થે-, આ ર્શબ્દ �"મા�ણા�ત્માકું ર્શબ્દ મા	મા�મા��થે- આવ	 છે	, જે	મા�� કું	!��કું
થે��� થે�યુ છે	. તે	થે-, મા	મા� એ એકું નSધ છે	 જે	  હુંજે�  પણા છે	 કું	 તેમા	 કું�ઈકું બ-જે� �  કું	 કું�ઇકું છે	 . તે	થે-, �"મા�ણા�ત્માકું, મા	મા� !	બ�
અથેવ� મા	મા�- કું�ષ્ટકું તેમાન	 યુ�દ કું��વ	 છે	 કું	 તેમા��� ગોણાતે�-ન� માયુન�� મા7લ્યુ પહું	�	થે- જે ગોણાતે�- �થે	 છે	. 
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તે�, �"મા�ણા�ત્માકું કું	વ- �-તે	 કું�યુ. કું�	 છે	? તે	થે-, આપણા- પ�	 આ મા	મા� કું�ષ્ટકું છે	, તે	થે- આ આપણું� મા	મા� !	બ� છે	, તે	થે- આ
મા	મા� !	બ�મા�� તે	 મા�ત્ર એકું કું�ષ્ટકું છે	  જ્યુ�� આપણા	  k ન- અ�ગો કિંકુંમાતેન	 ડિફ! કું�-એ છે-એ અન	  fib k એ આપણા	 તે	ન��
ગોણાતે�- કું�-એ છે-એ. અમા	 ધ��- �-ધ�� છે	  કું	 આપણા	 કું�ઇપણા ગોણાતે�- કું�- નથે-, આપણા	 બ	ઝા કું	 પણા નથે- જાણાતે�, અમા	
ફક્તે પ�ન��વર્સિતેતે વ્યુ�ખ્યુ� ��ગો� કું�વ� જેઈ �હ્યો� છે-એ. પ��તે�, દ� વખીતે	 જ્યુ��	 આપણા	 કું�ઇકું ગોણાતે�- કું�-એ છે-એ, ત્યુ��	
આપણા	 વ���વ�� ગોણાતે�- કું�તે� પહું	�� આપણા	 કું�ષ્ટકુંન	 જે�ર્શ�� અન	 જે� આપણા	 વ���વ�� ગોણાતે�- કું�-ર્શ�� તે�, આપણા	 કું�ષ્ટકુંન�
દ�	કું  નવ�  ગોણાતે�-ન�  પ�છે��  ર્ભ�ગોન	  �ગ્રાલિહુંતે  કું�-ર્શ��.  તે	થે-,  ચે���  આપણા	  પહું	��થે-  ર્શરૂ  કું�-એ કું	  આપણા	  5  ન-
ડિફબ�ન�કું-ન�� કુંમ્પ્યુ�કિં!ગો ર્શરૂ કું�વ�ન�� ર્શરૂ કુંયુ�Z. તે	થે-, પ�ન��વર્સિતેતે વ્યુ�ખ્યુ�ઓ કુંહું	 છે	 કું	, આપણા	 4 અન	 3 ન- ડિફબ�ન�કું-ન	 કું3�
કું�-ર્શ��. હુંવ	, અમા	 4 પ� જેઈએ છે-એ, જ્યુ�� મા�ત્ર ડિ�ઝાઝા.ન જેમાણા- બ�જે�થે- ��બ	 છે	 , તે	થે- 4 3 અન	 2 ન	 કું3� કું�ર્શ	, 3 2

અન	 1 કું3� કું�ર્શ	, 1 અન	 0 ન	 કું3� કું�ર્શ	, આ હિંબદ�એ આપણા	 પ્રોથેમા વખીતે ડિફબ�ન�કું- 1 ન�� મા7લ્યુ��કુંન કું�વ�ન� પ્રોયુ� કું�-ર્શ��.
જ્યુ��	, અમા	 પ્રોથેમા વખીતે ડિફબ�ન�કું- 1 ન�� મા7લ્યુ��કુંન કું�-એ છે-એ, ત્યુ��	 અમાન	 બ	ઝા કું	 માળ	 છે	 અન	 તે	 આપણાન	 જેણા�વ	
છે	 કું	 આ મા7લ્યુ 1 છે	. તે	થે-, અમા	 આ મા7લ્યુ પ�તે કું�-ર્શ��, પણા અમા	 તે	ન	 કું�ષ્ટકુંમા�� �ગ્રાલિહુંતે કું�-ર્શ��. તે	થે-, હુંવ	, આપણા	 !	બ�મા��
પહું	�- એન્ટ્રૅ- બન�વ- છે	, 1 ન�� ડિફબ�ન�- 1 છે	, તે� આપણા	 0 ન- ડિફબ�ન�- જે�ઓ અન	 ફ�-થે-, તે	 એકું નવ�� મા7લ્યુ છે	,
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આપણાન	 તે	ન	 મા7ળ કું	મા��થે- માળ્યુ�� છે	,  પ��તે� આપણા	 ક્યુ��	યુ ગોણાતે�- કું�	� નથે- પહું	��� તે	થે-,  હુંવ	,  આપણા	 બ	ઝા કું	ન-
ગોણાતે�- કું�-ન	 તે	ન	 ગોણાવ�મા�� આવ	 છે	,  આપણા	 કું�ષ્ટકુંન- બ�જે�મા�� એન્ટ્રૅ- મા7કું-એ છે-એ,  ડિફબ�ન�-  0  ન- લિચેન્હું.  તે	થે-,
આન- �થે	 આપણા	 પહું	�� ડિફબ�ન�કું- 2 મા	ળવ્યુ�� છે	. તે	થે-, આ હિંબદ� �ધ-, આપણા	 કું�ઈપણા બચે�વ્યુ�� નથે-, લિવ�યુ કું	 આપણા	
હુંવ	 પણા છે	, કું��ણા કું	 આપણા	 2 ન- ગોણાતે�- કું�	� ડિફબ�ન�કું- હું�ઈએ, આપણા	 ઉમા	યુ�Z છે	, આપણા	 નવ�� મા7લ્યુ કુંયુ�Z છે	 . ગોણાતે�-
કું�- અમા	 તે	ન	 કું�ષ્ટકુંમા�� મા�ક્યુ�. હુંવ	, 3 ન- ડિફબ�ન�- �થે	 ચે��� ��ખીવ� મા�!	, માન	 1 ન- ડિફબ�ન�- પ�છે� જેવ�ન- જેરૂ�
છે	, અ�બત્તા, તે	 મા7ળ કું	 છે	, પ��તે� મા��- !	બ� વ"તે� અમાન	 ર્શ�� કુંહું	 છે	 , તેમાન	 કુંહું	 છે	  કું	 તેમા��	 પહું	�� કું�ષ્ટકુંન	 જે�ઈએ છે	 .
તે	થે-,  અમા	 બ�ન	 !	બ� પ� આર્શ� ��ખી-એ છે-એ કું	 તે	 કું	!��કું કું�યુ.ક્ષમા �-તે	 �ગોડિ^તે છે	 ,  પ��તે� _થે- ખી��બ ડિકું"�મા��,
આપણા	 ન`લિતેકું �-તે	 તે	ન	 "કું	ન કું�-એ, આપણા	 જે�યુ�� છે	  કું	 માK ક્યુ��	યુ પહું	�� ડિફબ�ન�કું- 1 કુંયુ�Z છે	, આ માK ડિફબ�ન�કું- 1 ન�� કુંયુ�Z
છે	. તે	થે-, તે	 મા7ળ કું	ન	 બ���વ્યુ� વગો� તે	 મા7લ્યુન	 જે�ર્શ	, આપણા	 ફ�ક્ર્શન્ વ્યુ�ખ્યુ� પ� ધ્યુ�ન આપવ�� પ�ર્શ	 અન	 મા�ત્ર 1 ન��
ડિફબ�ન�- પ�તે કું�વ�� જે�ઈએ.  તે	થે-,  અમા	 તે	ન	 ન���ગો- ફ	�વ-ન	 7ચેવ્યુ�� છે	  કું	 આ કું3� ખી�	ખી� !	બ�મા��થે- પ�છે� આવ્યુ�
હુંતે� , તે	 ખી�	ખી� જેરૂ�- ગોણાતે�-મા�� છે	. તે	થે-, હુંવ	, તે	 1 અન	 1 ધ��વ	 છે	, 3 ન�� ડિફબ�ન�- હુંવ	 2 છે	. તે	થે-, હુંવ	 માન	 4 ન-
ડિફબ�ન�- �થે	 ચે��� ��ખીવ�� પ�ર્શ	. તે	થે-, હુંવ	 માન	 ફ�-થે- ડિફબ�ન�કું- 2 ન�� કું3� કું�વ�� પ�ર્શ	. તે	થે-, હુંવ	 તે	 ન-ચે	 જેર્શ	 અન	
કુંહું	ર્શ	 કું	 માK ક્યુ��	યુ ડિફબ�ન�કું- 2 ન�� જે�યુ�� છે	  અન	 કુંહું	વ�� છે	  કું	 હું� � અન	 તે	થે-, ફ�-થે- ગોણાતે�- કુંયુ�. લિવન�, તે	 આ મા	મા� !	બ�ન	
જે�એ છે	  અન	 ફ�-થે- આપણા	 તે	ન	 ન���ગો- મા7લ્યુ તે�-કું	 લિચેલિaનતે કું�-એ છે-એ, કું��ણા કું	 તે	મા��થે- આવ્યુ�� છે	  કું�ષ્ટકું, તે	 વ	લ્યુ� 1
આપ	 છે	  જે	  આપણા	 કું�ષ્ટકુંમા�� �ગ્રાલિહુંતે કુંયુ�Z છે	.  તે	થે-,  હુંવ	 માK આ ગોણાતે�- કું�- છે	,  માન	  4 ન- ડિફબ�ન�- માળ- છે	.  તે	થે-,
આપણા	  4  ન- ડિફબ�ન�કું-ન- ગોણાતે�- પ�ન��વર્સિતેતે વ્યુ�ખ્યુ�થે-  3  થે�યુ છે	  અન	 ત્યુ�� ફ�-થે- આપણા	 તે	ન	 કું�ષ્ટકુંમા�� �ગ્રાલિહુંતે
કું�-એ છે-એ.  તે	થે-,  અમા	 ગોણાતે�- કું�-એ છે-એ તે	 દ�	કું નવ� મા7લ્યુ,  અમા	 તે	 કું�ષ્ટકુંમા�� �ગ્રાલિહુંતે કું�-એ છે-એ જે	  તે	 ફ�-થે-
ઉપયુ�ગો કું�વ�મા�� ક્ષમા થેઈ ર્શકું	 છે	  અથેવ� નહું@ ખીબ� નથે-,  પ��તે� જે� આપણા	 ફ�-થે- તે	ન� ઉપયુ�ગો કું�વ� હું�યુ તે�,  તે	
મા	ળવવ�� �રું� છે	. તે	થે-, આપણા	 ર્ભલિવષ્યુમા�� ઉપયુ�ગો મા�!	 આપણા	 જે	  કું�ઈપણા ગોણાતે�- કું�- છે	 તે	 બધ�� જે આ�ખી	 મા7કું-એ. હુંવ	,
આપણા	 5 ન- !�ચેન- ડિફબ�ન�કું- પ� પ�છે� આવ-એ છે-એ, આપણાન	 ��બ- બ�દ7કું� માળ- છે	, આપણાન	 બ�દ7કું�ન- જેરૂ� છે	,
આપણા	  3  ન- ડિફબ�ન�-મા�� જેઇએ છે-એ,  અગો�ઉ આપણા	  3  ન- ડિફબ�ન�કું- મા	ળવવ� મા�!	 ન-ચે	 પ્રોમા�ણા	  3  �પ7ણા. �-તે	
પ�નર્સિનમા�.ણા કુંયુ�Z હુંતે��, પ��તે� આ વખીતે	 આપણા	 વધ� "મા�!. છે-એ, આપણા	 !	બ� ન-ચે	 જેઈએ છે-એ અન	 આપણાન	 ��ગો	 છે	 કું	
3  ન- ગોણાતે�- કું�વ�મા��  આવ- છે	  અન	 મા7લ્યુ  2  છે	,  તે	થે- આપણાન	 આ વ	લ્યુ�  માળ	 છે	 .  અન	 હુંવ	,  આપણા- પ�	  5  ન-
ડિફબ�ન�- મા�!	 જેરૂ�- જેવ�બ� છે	. અન	 તે	થે- આપણા	 5 ન- ફ�ઈબ�ન�- મા	ળવ-એ 5 અન	 ફ�-થે-, આપણા	 તે	ન	 કું�ષ્ટકુંમા��
મા7કું-એ, જે� કું	 આ ચે�ક્કું ડિકું"�મા��, આપણા	 યુ�ઝા� પ�	 ગોણાતે�- કું�વ� મા�!	 જેઈ �હ્યો� નથે-, પ��તે� તે	 મા�!- ગોણાતે�-ઓન�
એકું ર્ભ�ગો હું�ઈ ર્શકું	 છે	, તે	થે- અમા	 ફક્તે આ કું�વ�ન�� ચે��� ��ખી�. તે	થે-, તેમા	 આમા�� ર્શ�� જે�ઈ ર્શકું� છે� તે	 છે	 કું	 ગોણાતે�-ન�� વWક્ષ
જે	 ઘા�તે��કુંન� ઉપયુ�ગો કું�	 છે	 તે	 હુંવ	 �	ખી-યુ છે	. ર્શ� મા�!	 તે	 �	ખી-યુ છે	? કું��ણા કું	, દ�	કું મા7લ્યુ વ�દળ- ��ગોમા�� દ	ખી�યુ છે	 અન	 દ�	કું
મા7લ્યુ જે	 વ�દળ- ��ગોમા�� નથે- તે	 કું�ષ્ટકુંમા�� એકું નજે� છે	, તે	થે-, તે	ન- કિંકુંમાતે ઓછે- નથે-, તે	થે- આપણા	 હુંવ	 બન�વ	� છે	, તે	થે-
આ વધ� અથેવ� ઓછે� આ મા	મા�ઇઝ્� ડિફબ�ન�કું- આપણા	 ર્શ��  કું�-એ છે-એ,  ર્ભ�	 આપણા	 તે	  અ�ગો �-તે	 કું�-એ,  જ્યુ��	
આપણા	 વ�"તેવમા�� હું�થે દ્વ��� ગોણાતે�- કું�-એ. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ. ��: 11:01)

તે�, ફક્તે એ જે�વ� મા�!	 કું	 મા	મા�ઇઝ્� ડિફબ�ન�- ર્શ�� ��ગો	 છે	? તે�, �-�� કું�� એ જે	 આપણા	 અગો�ઉ �ખ્યુ� છે	 , n ન� �	, n

એ 0 અથેવ� 1 છે	, તે� n ન	 વ	લ્યુ� �યુ�લિજેતે કું��, else n minus 1 ન- fib પ� value, n minus 2 ન- fib અન	 return
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ન	 �યુ�લિજેતે કું��. તે	થે-, હુંવ	 આપણા	 મા	મા� લિબટ્ �જે7  કુંયુ�. છે	 જે	  ��� છે	. તે	થે-, અમા��- પ�	 એકું કું�ષ્ટકું છે	 જે	ન	 આપણા	
ડિફબ કું�ષ્ટકું કુંહું-એ છે-એ, જે	ન- મા7લ્યુ� લિ"થેલિતે દ્વ��� અન�ક્રલિમાતે થે�યુ છે	 . તે	થે-, જે� હું� � ગોણાતે�- કુંરું� છે� , તે� 6 કું�ષ્ટકું ડિફબ
કું�વ� જેઈ �હ્યો� છે	. તે	થે-, જ્યુ��	 માન	 ર્ભ�વ� મા�!	 દ�-� માળ	 છે	 , ત્યુ��	 હું� � જે	  પહું	�- વ"તે� કુંરું� છે� �  તે	 એ છે	 કું	 માન	 ��ગો	 છે	
કું	 ફ-બ !	બ� તે	ન� મા�!	 એન્ટ્રૅ- છે	  કું	 નહું@. તે	થે-, જે� n ન- Fib કું�ષ્ટકું અલિ"તેત્વમા�� હું�યુ તે� તે	 જે	  પણા કુંહું	 છે	  તે	 વળતે�
આપ	 છે	, જે� તે	 અલિ"તેત્વમા�� નથે-, તે� આપણા	 તે	ન	 ગોણાતે�- કું�-એ તે	 પછે-, આપણા	 તે	ન	 ગોણાતે�- કું�-એ તે	 પહું	���, આપણા	
તે	 કું�ઈપણા કું�વ� પહું	��, આપણા	 તે	ન	 કું�ષ્ટકુંમા�� પ�છે� �  મા�કું-ર્શ��. તે	થે-, તે	 આગો�- વખીતે	 આપણા	 તે	ન�� ગોણાતે�- કું�-ર્શ�� નહું@. તે	થે-,
દ�	કું નવ� મા7લ્યુન	 તે	 !	બ�મા�� પ�છે� �  મા�કુંવ�મા�� આવ	 છે	  અન	 પછે-, અમા	 તે	ન	 પ�તે કું�-એ છે-એ. તે	થે-, જ્યુ��	 આપણા	 અહું@
મા7લ્યુ પ�તે કું�-એ છે-એ,  તે	 પ્રોથેમા વખીતે ગોણાવ�મા�� આવ્યુ�� છે	 ,  પ��તે� તે	 કું�ષ્ટકુંમા�� "!�� કું�વ�મા�� આવ્યુ�� છે	 .  તે	થે-,  આગો�-
વખીતે	,  હું� �  તે	  જે મા	ળવ-ર્શ,  હું� �  અહું@ આવ-ર્શ અન	  હું� �  અલિ"તેત્વમા��  આવ-ર્શ તે	  જે છે	 .  તે	થે-,  આ આપણું� �"મા�ણા-યુ
ડિફબ�ન�- છે	,  તે	 ર્શરૂઆતેમા�� કું�ષ્ટકું મા�!	 ખી7બ �ળ તેપ� ધ��વ	 છે	  અન	 જ્યુ��	 તેમા	 મા7લ્યુન- ગોણાતે�- કું�� છે�,  તે	 તે	ન	
પ�છે� � મા7કું	 છે	. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ. ��: 12:15)

તે�, આ ખી7બ જે �ળ વ"તે� છે	 જે	  તેમા	 કું�- ર્શકું� છે�, તેમા	 કું�ઈપણા કું�યુL મા�!	 આ કું�- ર્શકું� છે�. તે	થે-, ધ��� કું	 તેમા��- પ�	
કું	!��કું ડિ�કુંર્સિવ ફ�ક્ર્શન અથેવ� ત્રણા દ�-�� �થે	 ઇન્�	લિક્!વ ફ�ક્ર્શન છે	, તે� પછે- તેમા��- પ�	 ફક્તે ત્રણા 7ચેકું��કું�વ�ળ- એકું
કું�ષ્ટકું છે	. તે	થે-, ચે��� આપણા	 itd af !	બ� પ� કું3� કું�-એ, તે	થે- કુંમ્પ્યુ�કિં!ગો f. તે	થે-, તેમા��- પ�	 પ	!� મા"યુ�ઓમા��થે-
મા7લ્યુન- ગોણાતે�- કું�વ�ન- કું	!�-કું પ્રોગોતે �-તે છે	. તે	થે-, _ પ્રોથેમા તેમા	 આ એક્, વ�યુ, ઝા	� પહું	�� ક્યુ��	યુ જે�યુ�� છે	, જે� તે	મા
હું�યુ તે� તે	ન	  પ�છે� �  કું��.  નહિંહુંતે�,  આ આપ	��  x, y  અન	  z  મા�!	ન� મા7લ્યુન	  વ્યુ�ખ્યુ�લિયુતે કું�તે- મા"યુ�ન� ઇન્�	ક્!-વ
મા�ળખી�થે- પ�ન��વર્સિતેતે વ્યુ�ખ્યુ�ન� �દર્ભ.મા�� નવ- મા7લ્યુન- ગોણાતે�- કું��, તે	ન	 ફ�-થે- કું�ષ્ટકુંમા�� મા7કું�, કું	 તેમા	 ક્યુ��	યુ "પષ્ટપણા	
ગોણાતે�- કું�- નથે- અન	  તેમા	  પ�છે� આવ� છે�.  તે	થે-,  આ એકું લિજેન	લિક્ કું- છે	  જે	  તેમા	  �ખી- ર્શકું� છે� તે	  કું�ઈપણા
પ�ન��વર્સિતેતે ફ�ક્ર્શન પ� ��ગો� થેઈ ર્શકું	 છે	, એકું મા�ત્ર વ"તે� જે	  તેમા	 કું�� છે� તે	 છે	  કું	 તેમા��	 ખી�તે�- કું�વ- પ�ર્શ	 કું	 તેમા	 યુ�ગ્યુ
દ	ખી�વ �થે	 !	બ�ન	 ડિ�ઝા�ઇન કું�- ર્શકું� છે� અન	 તે	ન	 જે�ર્શ� . કું��ણા કું	, જે� !	બ�ન� મા7લ્યુન	 જે�વ�મા�� ���બ� માયુ ��ગો	,
તે� તે	 ખી�વ�ઈ જાયુ છે	. તે�, જે� તેમા	 તે	ન	 અ�	ન� અ�તેમા�� બન�વ- ર્શકું� છે� તે� તે	 એકું આદર્શ. છે	, તે	થે- આ યુ�દર્શલિક્તે છે	. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ. ��: 13:17)

તે	થે-,  છે	લ્�� ર્શબ્દ�મા�� આપણા	 જે	  પડિ�ર્ભ�ર્ષ� �જે7  કું�-એ છે-એ તે	 ��યુન	લિમાકું પ્રો�ગ્રા�હિંમાગો છે	 .  તે	થે-,  ��યુન	લિમાકું પ્રો�ગ્રા�હિંમાગોન��
મા7લ્યુ��કુંન કું�વ�ન� પ�ન��વર્સિતેતે ર્ભ�ગોન	 દ7� કું�વ�ન� પ્રોયુ� તે	 કુંયુ� ��યુન	લિમાકું પ્રો�ગ્રા�હિંમાગો કું�	 છે	 . તે	થે-, યુ�દર્શલિક્તેમા�� આપણા	 ર્શ��
કું�-એ છે-એ, આપણા	 �મા�ન્યુ �-તે	 જે	મા જે	મા આપણા	 �મા�ન્યુ �-તે	 પડિ�પ7ણા. �-તે	 વ્યુ�ખ્યુ�લિયુતે વ્યુ�ખ્યુ�ન�� મા7લ્યુ��કુંન કું�-એ
છે-એ,  તેમા	 મા�ત્ર એકું જે વ"તે� તે	 કું�ષ્ટકું ��ખી� છે� જે	  મા�ન વ"તે�ન	 બ	 વ�� ગોણાતે�- કું�વ�થે- !�ળવ�મા�� માદદ કું�	 છે	 .
��યુન	લિમાકું પ્રો�ગ્રા�હિંમાગોમા��,  તેમા	 અપ	ક્ષ� કું�� કું	 કું�ષ્ટકું જે	વ� હું�વ� જે�ઈએ અન	 કું�ષ્ટકુંન�� મા7લ્યુ� કું	વ- �-તે	 લિનર્ભ.� છે	 .  તે	થે-,
આપણા	  5  ન- ડિફબ�ન�કું-ન��  કુંમ્પ્યુ�કિં!ગો કુંયુ�Z છે	,  ત્યુ��બ�દ ડિફબ�ન�-ન� કું	!��કું �ળ લિવશ્�	ર્ષણા દ્વ���,  આપણા	 જાણા-એ
છે-એ કું	 જે� ડિફબ�ન�કું-ન- માન	 કું�ઈપણાન- જેરૂ� હું�યુ તે� તે	ન	 ન�ન- વ"તે�ઓન- જેરૂ� છે	  અન	 ન�ન- વ"તે� તેમાન	  0.  ન��
ડિફબ�ન�કું-  માળ-  ર્શકું	  છે	.  તે	થે-  5  ન�  ડિફબ�ન�-,  અમા	  તે�તે  જે જાણા-એ છે-એ કું	  ઉપ  મા"યુ�  જે	  અમાન	  અથેવ�
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ડિફબ�ન�કું-ન- 0 અન	 ડિફબ�ન�કું- વચ્ચે	ન- બધ- પ	!� મા"યુ�ઓમા�� � હું�ઈ ર્શકું	 છે	. 5 ન�� ડિફબ�ન�કું- જેરૂ�- નથે- જેઇ �હ્યો��
છે	  6, 7, 8 લિચેaનન- ડિફબ�ન�- કું3� કું�- ર્શકું�યુ છે	  નકું���ત્માકું �ખ્યુ�ન� ડિફબ�ન�- કું��ણા કું	 તે	 વ્યુ�ખ્યુ�લિયુતે નથે-. તે	થે-,
ત્યુ�� એકું ખી7બ ન�ન� અન�તે 	! અપ મા7લ્યુ� છે	 જે	ન	 આપણા	 ધ્યુ�નમા�� �	વ�ન- જેરૂ� છે	 . હુંવ	, આગોળન�� અવ��કુંન એ છે	 કું	
આપણા	 લિનર્ભ.�તે�ન	 મા"યુ�ન- �ચેન�થે- ગોણાતે�- કું�- ર્શકું-એ છે-એ;  આ  પ્રો	�કું વ્યુ�ખ્યુ� છે	.  તે	થે-, 4  ન- ડિફબ�ન�- એ
બ��બ� છે	, મા��� અથે. એ છે	 કું	 n એ મા-ન મા�ઇન 1 પ્� મા- ઓછે� 2 છે	. તે	થે-, 5 4 અન	 3 પ� આધ�� ��ખી	 છે	. તે	થે-,
હું� � કુંહું� � છે� �  કું	, 5 ન�� ગોણાતે�- કું�વ� મા�!	 ક્રમામા�� છે	 ,  હું� � પ્રોથેમા ગોણાતે�- 4 અન	 3 ન-.  તે	થે-,  તે	 ર્શ�� છે	  તે	ન� પ� આધ�� ��ખી	
તે	મા��થે- હું� � તે-� દ��-ર્શ. તે�, 5, 5 પ� આધ�� ��ખી	 છે	 5, 5 પ� આધ�� ��ખી	 છે	. તે	થે-, માK 4 થે- 3 અન	 4 થે- 5 અન	 3 થે- 5
�ધ- એ�	 મા7કું- છે	, ત્યુ�� એકું લિનર્ભ.�તે� છે	 તે	 મા�કું��. બદ��મા�� 4, 1, 3, 2 અન	 3 આધ�� ��ખી	 છે	 અન	 2 અન	 1 અન	 2 1

અન	  0  પ� આધ�� ��ખી	  છે	.  અન	  અ�બત્તા,  1  અન	  0  આધ�� કું	 છે	  અન	  તે	  કું�ઈપણા પ� આધ�ડિ�તે નથે-.  તે	થે-,
ડિ�પ	ન્�ન્-ઝા �ગો બન�વર્શ	, તે	માન�� ફ�મા. ર્શ� મા�!	 �ગો ��ગો	 છે	, બ��બ� ચેS!��વ�મા�� આવ	 છે	 તે	 "પષ્ટ છે	 , કું��ણા કું	 તે	મા�� ચેક્ર-યુ
અવ��બન છે	, તે� તેમા	 અન્યુન- તે��ન�મા�� એકુંન- ગોણાતે�- કું�- ર્શકુંતે� નથે-. તે	થે-, તે	 કું�ઈ પણા પ્રોકું��ન- લિનર્ભ.�તે�મા�� ખી7બ જે
કું�દ�તે- વ"તે� છે	, પછે- ર્ભ�	 આપણા	 જે	  જે�યુ�� તે	 પ��� વચ્ચે	ન- અવ��બન હું�યુ, ત્યુ�� ઘાણા� ��કું� હું�યુ તે�, બ-જે� �  કું�ઇકું કું�વ�� તે	
ત્યુ�� આગો	વ�ન- �	 છે	, તે	 કુંહું	 છે	 કું	, જે� હું� � ન કું�- ર્શકું�� તે� 2 ન- ડિફબ�ન�-ન- ગોણાતે�- કું��, હું� � 3 ન- ડિફબ�ન�કું-ન- ગોણાતે�-
કું�- ર્શકુંતે� નથે-, કું��ણા કું	 પહું	�� કું�વ�મા�� આવ્યુ�� છે	. હુંવ	, હું� � આ લિનર્ભ.�તે�ન	 જાણું� છે� �, હુંવ	 હું� � તે	ન	 કું�ઈ પણા "થે�લિનકું "તે�	
ગોણાતે�- કું�- ર્શકું�� છે� �, જે	મા કું	 જ્યુ��	 હું� � ગોણાતે�- કું�વ� મા�!	 મા7લ્યુ �ધ- પહુંSચે�� છે� �, ત્યુ��	 તે	 જે	  બધ�� તે	ન� પ� લિનર્ભ.� છે	 તે	 4
ધ��ણા છે	. તે	થે-, ઉદ�હું�ણા તે�-કું	 અહું@ કું�દ�તે- �3ગો આઉ! કું�� અ�બત્તા, 0, 1, 2, 3, 4, 5, કું��ણા કું	 આ બ�ન	 આવન��-
વયુન� તેત્વ� નથે-. તે�, હું� � ક્યુ�� તે� �થે- "થે�ન��તેડિ�તે ક્રમામા�� ર્શરું કું�- ર્શકું�� જે	  0 અથેવ� તે	  1. તે	થે-, ચે��� આપણા	 0 ન-
ર્શરૂઆતેથે- ધ��-એ, તે	થે- માન	 ખીબ� છે	 કું	 0 ન�� ડિફબ�ન�- કું�ઇકું પ� આધ�� ��ખી	 છે	, તે	 એકું મા7ળ કું	મા�� ફ	��યુ છે	, તે	વ- જે
�-તે	 હું� � જાણું� છે� � કું	 ડિફબ�ન�કું- ન� 1 કુંર્શ�� પ� આધ�� ��ખી	 છે	. તે	થે-, તે	 બ	ઝા કું	 છે	, જે� હું� � તે	 મા�� છે� �, તે� આ હિંબદ�એ આ બ�ન	
કુંયુ�Z  છે	,  કું��ણા કું	  આ બ�ન	  કુંયુ�Z  છે	,  આ ડિકુંન��-ઓ જેતે- �હું-  છે	,  તે	થે-  ત્યુ��  તે	  લિનદfર્શ��ડિકુંતે નથે-.  2.  તે	થે-,  આ એકું
!�પ���લિજેકું� 3!. છે	, મા7ળર્ભ7તે !�પ���લિજેકું મા7હું પણા છે	. તે	થે-, ત્રણામા�� હુંજે�  પણા 2 ન�� લિનર્ભ.�તે� છે	, પ��તે� 2 ન	 1 અન	
0 બ�ન	 મા�!	 વધ� લિનર્ભ.�તે� છે	, તે	થે- હું� � 2 ન- ડિફબ�ન�કું-ન	, પછે- 3, 4 અન	 5 ન� ડિફબ�ન�-ન	 ફ�યુબ� કું�- ર્શકું�� છે� �  અન	 આ
બ��બ� છે	 જે	  આપણા	 પહું	�� કુંયુ�Z હુંતે��, જ્યુ��	 અમા	 હું�થે દ્વ��� ડિફબ�ન�કું-ન- ગોણાતે�- કું�વ�ન� પ્રોયુ� કું�-એ છે-એ. તે	થે-,
તેમા	 વ�"તેવમા�� એલિક્ઝાક્યુ�! કું�- �હ્યો� છે�, જ્યુ��	 તેમા	 જેમાણા- બ�જે�થે- ડિફબ�ન�- ન�બ�� �ખી- �હ્યો� છે�, જ્યુ�� આગોળન-
તે�ફ જે�ઈ �હ્યો� છે	 અન	 પછે-ન- ગોણાતે�- કું�- �હ્યો� છે	 તે	 વ�"તેવમા�� ��યુન	લિમાકું પ્રો�ગ્રા�મા કુંહું	વ�મા�� આવ	 છે	. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ. ��: 17:11)

તે	થે-, ડિફબ�ન�કું- ફ�ક્ર્શન મા�!	 ��યુન	લિમાકું પ્રો�ગ્રા�હિંમાગોમા�� મા�ત્ર તે	 જે �-તે	 કું�ષ્ટકું ર્ભ�વ�મા�� આવ	 છે	 , અમા	 કિંકુંમાતે 0 અન	 1 ન	 ર્શરૂ
કું�-ર્શ��, પછે- 2 થે- n મા�!	, જે� કું�. એન કું�તે�� ઓછે� �  હુંર્શ	 આપણા	 આ મા-કું�ણાન	 2 થે- એન મા�!	 નહું- �ઈર્શ��, અમા	 2
ઓછે� એન્ટ્રૅ- દ્વ��� i ઓછે� 1 મા- એન્ટ્રૅ-મા��થે- ith એન્ટ્રૅ- ર્ભ�-ર્શ��, પ��તે� ત્યુ�� આ બ	 મા7લ્યુ� પહું	��� આપણા	 જે�યુ�� તે	 પહું	���,
તે	 પહું	��થે- ર્ભ��ર્શ	 . તે	થે-, માK પ્રો���લિર્ભકુંથે- અ�તે �ધ- આ�ખી	 ર્ભ�વ� મા�!	 ન	!વકું. તે�-કું	 મા��ગોન	 ર્ભ�-ન	 એકું ડિ�કુંર્સિવ ગોણાતે�-ન	
ર્ભ�-ન	 મા��� મા	મા� કું�ષ્ટકુંન	 રૂપ��તેડિ�તે કુંયુ�Z છે	, જે	 ��યુન	લિમાકું પ્રો�ગ્રા�મા છે	. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ. ��: 17:57)
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તે	થે-,  ����ર્શ મા�!	,  અમા	  બ	  વ્યુ7હું�ચેન�ઓ જે�યુ�  છે	  જે	મા��  ઇન્�લિક્!વ ફ�કુંર્શન�  વધ�  કું�યુ.ક્ષમા ગોણાતે�-ઓ વધ�  કું�યુ.ક્ષમા
બન�વવ� મા�!	  છે	.  પ્રોથેમા "માWલિતેપત્ર છે	.  તે	થે-,  જ્યુ��	  પણા તે	  બ મા"યુ�મા��  ફ�ક્ર્શનન� મા7લ્યુન- ગોણાતે�- કું�	  છે	  ત્યુ��	
"માWલિતેપત્ર ર્શ�� કું�	 છે	, તે	 તે	ન	 ઊં��મા�� મા7કું	 છે	. અન	 તે	 કિંકુંમાતેન	 ગોણાતે�- કું�વ� મા�!	 ફ�ક્ર્શનન	 વ���વ�� બ���વ	 તે	 પહું	��, તે	 એ
જે મા7લ્યુન	 જે�ર્શ	 કું	 જે	ન�� મા7લ્યુ આપણા	 પહું	�	થે- જે મા�ન મા7લ્યુ પ� ગોણ્યુ�� છે	  તે	 ક્યુ��	યુ બ	 ગોણાવ�મા�� આવતે�� નથે-. બ-જી
બ�જે�  ��યુન	લિમાકું પ્રો�ગ્રા�હિંમાગોમા��, આપણા	 મા"યુ�ન� મા�ળખી�ન	 લિવશ્�	ર્ષણા કું�-એ છે-એ, ઉપ મા"યુ�ઓન- ઓળખી કું�- �હ્યો�
છે-એ અન	 આપણા	 જાણા-એ છે-એ કું	 આ ઉપ મા"યુ� મા�ળખી�� એકું ગો��દ�ન	 �તે�ર્ષ- ર્શકું	 છે	 , ડિ�પ	ન્�ન્-ઝા એકું �\ગો બન�વવ-
જે જે�ઇએ, કું��ણા કું	 એકું �ગો ન હું�વ�� જે�ઈએ, પછે- આપણા- પ�	 ચેક્ર હુંર્શ	 અન	 વ"તે�ઓ કુંઈ પણા હું� કું�- ર્શકુંતે- નથે-.
અન	 આ કું�વ�થે-, આપણા	 ��યુન	લિમાકું પ્રો�ગ્રા�હિંમાગોમા��થે- જે	  મા	ળવ-એ છે-એ તે	 તે	ન�� મા7લ્યુ��કુંન છે	. તે	થે-, આ વ�"તેવમા�� મા�!-
બચેતે છે	, કું��ણા કું	 મા�!� ર્ભ�ગોન- પ્રો�ગ્રા�હિંમાગો ર્ભ�ર્ષ�ઓમા�� ડિ�કુંઝા.ન મા�!	 છે� પ�વ	�- કિંકુંમાતે છે	 કું��ણા કું	 પ્રોત્યુ	કું ફ�ક્ર્શન કું�� મા�!	
ખી�	ખી� અમા�કું ઓપ�	કિં!ગો લિ"!મા અન	 પ્રો�ગ્રા�હિંમાગો ર્ભ�ર્ષ�, અમા�દ��ર્શ�હું-, કું	!��કું વહું-વ!- કું�યુ.ન- આવશ્યુકુંતે� હું�યુ છે	,
તે	માન	  કું	!�-કું મા	મા�- જાહું	� કું�વ� મા�!	  �	  છે	  "!	કું  પ� અન	  તે	થે- આગોળ અન	 આ ��યુન	લિમાકું પ્રો�ગ્રા�મા �-ઝા�લ્યુ�ર્શનમા��
�પ7ણા.પણા	 !�ળ- ર્શકું�યુ છે	. તે	થે-, "માWલિતે દ7� કું�વ� મા�!	 તે	 મા�!- બચેતે છે	, જે� કું	 �"મા�ણા�ત્માકું આપ	� મા"યુ� મા�!	 જેરૂ�-
પ�ન��વર્સિતેતે કું3લ્ન- માહુંત્તામા �ખ્યુ� આપર્શ	, જે� નહું@, તે� બ	 વ�� કું3� કું�વ� જેઈ �હ્યો�� છે	. તે	મા�� હુંજી પણા ડિ�કુંર્સિવ કું3લ્
ર્શ�મા	� હુંર્શ	 અન	 �-કુંર્સિવ કું3લ્ તે	માન� પ�તે�ન� �	ખીમા�� લિવ"તેWતે હું�ઈ ર્શકું	 છે	 .  ઍલ્ગો�ડિ�ધમ્ મા�!	,  અમા	 �મા�ન્યુ �-તે	
ફ�ક્ર્શન કું3�ન	 એકુંમાન� ર્ભ�વન� ઓપ�	ર્શન તે�-કું	 વ��ચે-એ છે-એ, પ��તે� વ્યુવહું��મા��, તે	 કું	 નથે-. તે	થે-, ��યુન	લિમાકું પ્રો�ગ્રા�હિંમાગો
મા�!- બચેતે હું�ઈ ર્શકું	 છે	, કું��ણા કું	 તે	 વ�"તેવમા�� રૂપ��તે�ણા કું�	 છે	, પ�ન��વર્સિતેતે વ"તે�ન	 પ�ન��વર્સિતેતે યુ�જેન�મા�� ઑલિપ્!મા�ઇઝા
કું�	 છે	. 
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વ%કું - 07

મા�ડ્યુ�� - 03

�	ક્ચે� - 46

ગ્રી%� પા�થ્

તે	થે%, કું�યુ,ક્ષમા �%તે	 પા�ન��વર્તિતેતે કું�યુ/ન% ગોણતે�% લિવશે	ન% અમા��% ચેચે�, ચે��� ��ખી%એ, ચે��� ગ્રી%� પા�થેન% ગોણતે�% કું�વ�ન%
મા"યુ�ન	 ધ્યુ�નમા�� �ઈએ. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ, ��: 00:09)

તે	થે%,  આપાણ% પા�	 ગ્રી%�,  ��બચે�� ગ્રી%� છે	,  જ્યુ�� આપાણ	 ન%ચે	 ��બ� ખી9ણ	 વ:કિંકુંગો કું�વ�ન�� પ્રો���ર્ભ કું�%એ છે%એ,  અન	
લિનયુમા એ છે	 કું	 આપાણ	 ફક્તે ઉપા� અથેવ� જમાણ% જઈ શેકું%એ છે%એ. તે	થે%, આપાણ	 તેલિ>યુ	થે% પ્રો���ર્ભ કું�વ� મા��ગો%એ છે%એ
અન	 આપાણ	 ઉપા�ન� જમાણ	 ખી9ણ	 પાહોં@ચેવ� મા��ગો%એ છે%એ. તે	થે%, આપાણ	 કું�ઓર્ડિ�ન	ટ્ન% �ખ્યુ� કું�% શેકું%એ છે%એ. તે	થે%,
ન%ચે	 જમાણ	 ખી9ણ	 આપાણ	 (0,0)કું:� કું�%એ છે%એ. આ લિવલિશેષ્ટ ગ્રી%� પા�	 5 કું:�મા અન	 10 પા�લિક્તેઓ છે	. તે	થે%, ઉપા�ન�
જમાણ� ખી9ણ� છે	 (5,10). અન	 આપાણ	 જ	 પ્રોશ્ન પા9છે%એ છે%એ તે	 છે	 કું	 કું	!�� જ� દ� જ� દ� મા�ગો/ ચે��	 છે	, તે	 (0,0)

થે% (5,10) �ધ%ન% છે	. તે	થે%, અમા	 લિવલિવધ �%તે	 શે�� અથે, છે	. ઠી%કું છે	, ઉદ�હોં�ણ તે�%કું	 અહોંF એકું ગ્રી%� પા�થે છે	. આ વ�દ>%
�	ખી� અમાન	  (0,0),પાછે% જમાણ	,  પાછે% ઉપા�,  પાછે% જમાણ% બ�જ�એ અન	 આગો> �ઈ જાયુ છે	.  તે	થે%,  આ લિગ્રી� �થે	ન�
ડિકુંન��%ઓન� એકું ખી� અન�ક્રમાન	 !�ચેન% ��બ	 ખી9ણ	થે% ઉપા� જમાણ% તે�ફ �ઈ જાયુ છે	.  તે	થે%,  આપાણ	 અ�બત્ત,  એકું
અ�ગો પા�દ કું�% શેકું%એ છે%એ,  જ	  આ લિવલિશેષ્ટમા�� ��� અન	 વ�દ>% એકું �પા9ણ,પાણ	 અલિહોંષ્ણુ છે	 .  તે	ઓ કું�ઈ એકું જ
ધ��ન� ઉપાયુ�ગો કું�તે� નથે%, પા��તે� �મા�ન્યુ �%તે	, હોં� � એવ� પા�થ્ ધ��વ% શેકું�� છે� �  જ	 અન્યુ ��કું� �થે	 ઓવ��	પા કું�	 છે	 . તે	થે%,
આ પા%>� અ�શે વ�દ>% �થે	 આ�લિશેકું �%તે	 ઓવ��	પ્ કું�	 છે	, અહોંF, અન	 પાછે% તે	 અહોંF ��� ��ગોન% �થે	 ઓવ��	પા કું�	
છે	, જમાણ% બ�જ� . આપાણ	 જાણવ� મા��ગો%એ છે%એ કું	 કું	!�� (0,0)થે% (એમા,એન)�ધ% આવ� ઘણ� જ� દ� પા�થે� છે	. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ, ��: 01:28)

હોંવ	,  તે	 બહોં�� આવ	 છે	  કું	 આ મા"યુ� વ�"તેવમા�� કું�લિમ્બન	!�લિનક્ ગોણતે�%મા�� એકું શે�"ત્રી%યુ મા"યુ� છે	 .  તે	થે%,  આન�
લિવશ્�	ષણ કું�વ�ન� મા�ગો, એ જ�વ� મા�!	 છે	 કું	, જ� હોં� � તેલિ>યુ	થે% ઉપા�ન% તે�ફ જવ� મા��ગો�� છે� �, તે� એકું પાડિ�મા�ણમા��, હોં� � 0 થે% 5
�ધ% જવ�� જ�ઈએ. બ%જા પાડિ�મા�ણ�મા��, મા��	 આવશ્યુકું છે	  0 થે% 10 ન% ઉપા� જાઓ. તે	થે%, તેદ્દન, મા��	 15 પાગો��ઓ જ
બન�વવ% જ�ઈએ. ત્યુ�� કું�ઈ પા�દગો% નથે%, મા��	 15 	ગોમા	ન્ટ્ ચે��વ�� પા�શે	. 

("��ઇ�માયુન� �દર્ભ, ��: 01:51)
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�મા�ન્યુ �%તે	, જ� હોં� � કું	!��કું(એમા,એન)પા� જાઉં છે� �, તે� મા��	 એમા પ્� એન 	ગોમા	ન્ટ્ જવ�� પા�શે	. હોંવ	, જ� મા��% પા�	
આ 15 	ગોમા	ન્ટ્ છે	  અન	 હોં� �  (5,10)જાઉં છે� �, તે� તે	ન� અથે, છે	, માન	 જમાણ% બ�જ�  જવ�� પા�શે	, 5 વખીતે, બ��બ�, અન	
મા��	 10 વ�� વધવ�� પા�શે	. હોંવ	, જ	 અન�ક્રમામા�� હોં� � આ જમાણ% બ�જ�  અન	 અપ્ કુંરું� છે� �  તે	 નક્કું% કું�	 છે	 કું	 હોં� � કુંયુ� પા�થેન	 �ઈ
શેકું�� છે� �. પા��તે� દ�	કું પા�થેમા�� બ��બ� 5 જમાણ% ચે�� હોંશે	 અન	 બ��બ� 10 ઉપા� ચે�� ચે��શે	. તે�, 10 ઉપા� ચે�� અન	 5
જમાણ% ચે�� ચે��શે	. તે	થે%, હોંવ	 જ� હોં� � આ કુંરું� અન	 હોં� � આન	 એકું�દ� વ"તે� કુંહોં� � છે� �  કું	 આ મા��� પાહોં	�� પાગો��� છે	 , આ મા���
બ%જ� ચે�� છે	, આ મા��� ત્રી%જ� ચે�� છે	  અન	 તે	થે%, 15 મા% ચે�� �ધ%. પાછે% જ� હોં� � તેમાન	 કુંહોં� � કું	 તેમા	 જમાણ% બ�જ�એ
ગોયુ� છે�,  તે� હોં� �  પા��ચે "થે�ન� પા�,  આ "થે�ન� પા� જમાણ% બ�જ�એ ખી	ડ્યુ�,  પાછે% આપામા	>	 બ�કું%ન% લિ"થેલિતેઓ પા�
ખી	�વ�� પા�શે	 કું��ણ કું	 માન	 જમાણ% બ�જ�  5 અન	 જમાણ% બ�જ�  5 જમાણ	 અન	 10 અપા કું�વ�� પા�શે	. તે	થે%, હોં� � જ	 �"તે� �ઈ
�હ્યો� છે� �  તે	 નક્કું% કું�વ� મા�!	 મા�ત્રી માન	 જરું� છે	  કું	 કું�� 15 જમાણ% બ�જ�મા�� 5 જમાણ% બ�જ�  ચે��વ�ન% લિ"થેલિતેન	 ઠી%કું છે	.
તે	થે%, 15 લિ"થેલિતેઓમા�� હોં� �  5 પા�દ કુંરું� છે� �. આ �મા�ન્યુ �%તે	 15 પા�દ 5 તે�%કું	 �ખી�યુ છે	, �ચે��. તે	થે%, આ એકું ખી9બ જ
પ્રોમા�ણર્ભ9તે, �લિમાશ્રણ વ"તે� છે	, 15 પા�દ કું�� 5 n પા�દ કું�� n એ ફ	ક્!�ડિ�યુ� છે	, જ	  n મા�યુન  કું	 કું	 ફ	ક્!�ડિ�યુ�મા��, કું	
ફ	ક્!�ડિ�અ� દ્વ��� લિવર્ભ�લિજતે છે	. તે	થે%, 15 ફ	ક્!�ડિ�અ� 10 ફ	ક્!�ડિ�અ� વખીતે 5 ફ	ક્!��%યુ� દ્વ��� લિવર્ભ�લિજતે થે�યુ છે	, તે	
3003 

((માયુન��દર્ભ,: 03:24))

થે�યુ છે	. તે	થે%, આ લિવલિશેષ્ટ ગ્રી%� મા�!	 3003 મા�ગો/ છે	. હોંવ	, અ�બત્ત, યુ�ગ્યુ "થે�ન� પા�દ કું�વ�ન	 બદ�	 હોં� � તેમાન	 10 "થે�ન�
પાણ જણ�વ% શેકું�� છે� �  જ્યુ�� માY ખી	ડ્યુ�� છે	, જ	 5 ખી�લ્�� "થે�ન� છે��	 છે	 જ્યુ�� હોં� � 

((માયુન��દર્ભ,: 03:39)).

તે	થે%,  આ આપાણન	  15  પા�દ કું�શે	,  અન	 તે	થે% તે	 કું�ઈ �યુ�ગો નથે% કું	  15  પા�દ કું��  10  અન	  15  પા�દ કું��  5  તે	 જ
અલિર્ભવ્યુલિક્તે છે	. તે	થે%, જ� તેમા	 તે	ન	 ગોણતે�% કું�વ� પા�દ કું�� છે�, 15 તે� 5 અથેવ� 15 પા�દ કું�� 10 પા�દ કું��, તે	 કું�ઈ
વ��ધ� નથે%. તે	થે%, �મા�ન્યુ �%તે	 તે	 m પ્� n હોંશે	, m અથેવ� m plus n પા�દ કું�� n ન	 પા�દ કું�� જ્યુ�� હોં� � (0,0)થે% ઉપા�
(એમા,એન),જમાણ% બ�જ�એ જાઉં છે� �.  મા��	 જમાણ% ચે�� અન	 એન અપા ખી	�વ�ન�� છે	.  તે	થે%,  મા��	 એમા પ્� એન કું��
ચે��મા��થે% એમા પા�દ કું�વ�� પા�શે	 અથેવ� એમા વત્ત� એન ન% બહોં�� એમા પા�દ કું�વ�� પા�શે	, તે	 બ�ન	 માન	 મા�ન અલિર્ભવ્યુલિક્તે
આપાશે	, કું��ણ કું	, n પા�દ કું��, n પા�દ કું�� કું	 n એ ફ	ક્!�ડિ�અ� કું	 ફ	ક્!�ડિ�અ� n છે	. મા�ઇન કું	. તે	થે%, જ� તેમા	 હોંમાણ�� જ
કું	 અન	 n મા�ઇન k ન�� લિવલિનમાયુ કું�� છે� તે� તેમાન	 મા�ન અલિર્ભવ્યુલિક્તે મા>	 છે	. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ, ��: 04:31)

તે	થે%, તે	 બધ�� બ��બ� છે	, પા��તે� ઉદ�હોં�ણ તે�%કું	, જ� આ �પા9ણ, ગ્રી%� નથે%. ધ��� કું	 અમા��% પા�	 કું	!��કું અ�તે��યુ� છે	, જ	
અવ��લિધતે છે	. તે	થે%, આ ચે�ક્કું ડિકું"�મા��, જ� તેમા	 આ આ�તે�છે	દન	 જ�ઓ છે�, જ	 (2,4)છે	, તે� તે	 1, 2 અન	 પાછે% 1, 2,

3, 4 છે	. તે	થે%, આપાણ	 તે	 9ચેવવ� મા�!	 એકું કું�>� લિચેહ્ન મા�ક્યુ� છે	 . ક્ષણ મા�!	, તેમા	 તે	ન� દ્વ��� પા�� કું�% શેકુંતે� નથે%,
અલિધકું��. તે	થે%, (2,4)

દ્વ��� પા�� થેતે� કું�ઈપાણ ર્ભ�ગો,(0,0)થે% (5,10)�ધ%ન� મા�ન્યુ પા�થે વચ્ચે	 ગોણ�શે	 નહોંF. 
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("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ, ��: 04:57)

તે�,  આ વ�દ>% મા�ગો, જ	  આપાણ	 આ આ�તે�છે	દથે% પા�� થેતે�� પાહોં	��� દ��� હોંતે�.  તે	થે%,  આ પા�થે હોંવ	 મા�ન્યુ પા�થે નથે%.
��� પા�થે બ��બ� છે	, કું��ણ કું	 તે	 બ�યુપા� કું�	 છે	, પા��તે� પા%>% પા�થે દ�ર્ભ�,ગ્યુ	 પાણ આ આ�તે�છે	દથે% પા�� થે�યુ છે	. તે	થે%,
ત્રીણ �"તે�ઓ,  જ	  આપાણ	 અત્યુ�� �ધ% જ�યુ� હોંતે�,  બ	 વ�"તેવમા�� પા�� થેતે� નથે%.  તે	થે%,  હોંવ	 આ પ્રોશ્ન છે	  કું	, 3003

પા�થે�મા��થે% જ	 અમા	 કુંહ્યો�� હોંતે�� કું	,(0,0)

થે% (5,10),જ� તેમા	 આ આ�તે�છે	દમા��થે% પા�� થેવ�ન% મા�જ9 �% ન આપા� તે� તે	મા��ન� કું	!�� હોંજી પાણ મા�ન્યુ છે	. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ, ��: 05:26)

તે	થે%, તે	 તે	ન� પા� વ>	 છે	 તે	 વ�"તેવમા�� એકું �યુ�ક્તે જ���ણ ધ��વ	 છે	 . તે	થે%, તેમા	 શે�� કુંહોં% શેકું� છે� કું	 અહોંFથે% જવ� મા�!	 અન	
જ� હોં� � બ્��કું આ�તે�છે	દ !�>વ� મા��ગો� છે� �. તે	થે%, ચે��� જ�ઈએ કું	 તે	મા��થે% પા�� થેવ� મા�!	 કું	!�� મા�ગો/ છે	 અન	 તે	ન	 દ9� કું��,
જમાણ% બ�જ� . તે�, હોં� � શે�� કું�%શે, હોં� � કુંહોં� � છે� �  કું	 વતે,મા�ન બ્��કું આ�તે�છે	દ મા��ફતે	 જ	  પાણ તે	 પા�� થે�યુ છે	 તે	 (0,0)થે% 92, 4

ન� મા�ગો, છે	 (2,4)થે% (5,10)કું��ણ કું	 તે	 (2,4)પા�� થે�યુ છે	. તે	થે%, આપાણ	 આન�થે% ન�ન� લિગોદ 

(0,0)

થે% 

(2,4),

જમાણ% તે�ફ લિવચે��% શેકું%એ છે%એ.  તે	થે%,  જ� આપાણ	 હોં� કું�%એ,  તે� આ �મા�ન્યુ એમા પ્� એનએમા પ્� n પા�દ
કું��. તે	થે%, માન	 6 પા�દ થે�યુ છે	 તે	થે%, માન	 ત્યુ�� જવ�ન� 15 મા�ગો/ છે	 

(0,0)

થે% 

(2,4).

તે	વ% જ �%તે	, જ� હોં� � આ ગ્રી%�ન� લિવચે�� કુંરું�, તે� આ 3 છે	 અન	 આ 6 છે	 કું��ણ કું	 તે	 10 અન	 5 હોંતે��, માY અન�ક્રમા	 2 અન	 4
કુંયુ�_ છે	. તે	થે%, 2 પાછે% હોંજી પાણ 3 આ�% બ�કું% છે	; 4 પાછે% હોંજ�  પાણ 6 ��બ% બ�જ�એ છે	. તે	થે%, આ નવ�� 

(0,0)

થે% 
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(3,6),

જમાણ% તે�ફ જવ� જ	વ�� છે	 . તે	થે%, માન	 6 વત્ત� 3 પા�દ 3 મા>	 છે	 અન	 આ 84 થે�યુ છે	. હોંવ	, કું�ઈપાણ ર્ભ�ગો, જ	 કું�ઈપાણ
ર્ભ�ગો પાછે% 2 થે% 4 ન% ન%ચે	 આવ	 છે	, તે	 ત્યુ��થે% !�ચે પા� જાયુ છે	 તે	 એકું મા�ન્યુ મા�ગો, છે	 જ	  2 થે% પા�� થે�યુ છે	 તે	થે% 4, હોં� �
આ બ	 ક્રમા��કું�ન	 ગો�ણ�કું�� કુંરું� છે� � , મા��	  15 ગો�ણ્યુ� 84 અન	 ફ�%થે% 1260 �	વ�� પા�શે	. તે�, આ �ખ્યુ�ઓન% �ખ્યુ� છે	, જ	
પા�� થેઈ �હોં% છે	 

(2,4),પાણ

માન	 નથે% ��ગોતે�� કું	 પા�થે પા�� થે�યુ 

(2,4).હોં� � કુંહોં� � છે� �, 2 થે% 4 ન% તે�ફ જવ�ન� �"તે�ઓન	 મા�જ9 �% નથે%. તે	થે%, મા��	 આ બધ� ર્ભ�ગો�ન	 અમા�ન્યુ હોં�વ� જ�ઈએ.

તે	થે%, હોં� � મા9> 3003 બ�દબ�કું% �ઈશે. તે	થે%, હોં� � 3003 �	 છે	 અન	 હોં� � 1260 બ�દ કુંરું� છે� �  અન	 માન	 1743 મા>	 છે	, બ��બ�.

તે	થે%, �યુ�જનન% કું�તેન	 આગો>ન� પાગો��મા�� �ઈ જવ��. મા9>મા��થે% જમાણ% બ�જ�એ આપા	� બિંબદ� �ધ% કું	!�� પા�થે જાયુ
છે	 તે	 જ�વ�� જ�ઈએ જ� એકું પા�થે એકું પા�લિઝાશેન અવ��લિધતે હોં�યુ. 

("��ઇ�માયુન� �દર્ભ, ��: 07:29)

તે	થે%, આ અપા9ણ,તે� વધ� જડિ!� હોં�ઈ શેકું	 છે	. મા��% પા�	 બ	 લિ"થેલિતે અવ��લિધતે થેઈ શેકું	 છે	 , જમાણ% બ�જ� . આ ડિકું"�મા��,
વ�દ>%, પા%>� અન	 ��� પા�થે બધ� અમા�ન્યુ છે	 કું��ણ કું	 ��� પા�થે અવ��લિધતે થેવ� મા�!	 પાણ થે�યુ છે	. તે	થે%, હોંવ	 માY 

(2,4)અન	

(4,4)પા�

પાણ અવ��લિધતે કુંયુ�_ છે	. તે	થે%, જ� હોં� � બ	મા��થે% પા�� થેતે�� બધ� પા�થે�ન	 ગોણુ� છે� �, 

(2,4),જ	  માY પાહોં	�� કુંયુ�_ છે	, હોં� � આ બ�દ કું�% શેકું�� છે� � . એ જ �%તે	, હોં� � (4,4)પા�� થેતે� બધ� પા�થે�ન% ગોણતે�% કું�% શેકું�� છે� �
અન	 તે	 બ�દ કું�% શેકું�� છે� �. પા��તે� હોંવ	 શે�� થે�યુ છે	, આ યુ�� પા�થે બ	 વખીતે બ�દ કું�વ�મા�� આવ	 છે	 કું��ણ કું	 તે	 (2,4)પા�� થેતે�
�"તે�ઓ અન	 (4,4)પા�� થેતે� પા�થેન� ર્ભ�ગો છે	, જમાણ% બ�જ� . તે	થે%, માY આકુંલિ"માકું �%તે	 મા��� કું��થે% બ	 વ�� દ9� કુંયુ�_ છે	,
તે	થે% મા��	 તે	ન	 પા�છે� � મા9કુંવ�� પા�શે	. તેમા��	 હોંવ	 તે	 પા�થે�ન% ગોણતે�% કું�વ% પા�શે	, જ	 આ�તે�છે	દ દ્વ��� પા�� થે�યુ છે	 અન	 તે	માન	
પા�છે� ઉમા	�શે	 અન	 આ �યુ�જનન	 મા�વવ� અન	 બ�કું�તે કુંહોં	વ�મા�� આવ	 છે	 .  જ્યુ��	  તેમા	 	! કું�� છે� ત્યુ��	  તેમા	 વbન
��યુ�ગ્રી�મા કું�� છે� ત્યુ��	 પાણ ઘણ%વ�� તે	 મા>	 છે	 . જ� તેમા	 શે�ધવ� મા��ગોતે� હોં�, તે� હોંવ	 તેમા	 કુંહોં� કું	, કું	!�� ��કું� છે	, એકું
તેત્વ કું	!�� 	! છે	.

((માયુ 08:33 ન� �દર્ભ, ��))
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આ�તે�છે	દ,  તેમા��% પા�	 કું	!�� 	ટ્ છે	,  તેમા	 જાણ� છે�,  તેમા	 છે�,  લિવદ્યા�થેdઓ ત્રીણ લિવષયુ�,  ઇંગોલિ�શે,  ઇલિતેહોં� અન	
ર્ભfલિતેકુંલિવજ્ઞા�ન �ઈ �હ્યો� છે	, અન	 પાછે% ઘણ� ઇંગોલિ�શે અન	 ઇલિતેહોં� �	તે�, ઘણ� ઇલિતેહોં� અન	 ર્ભfલિતેકુંશે�"ત્રી �ઈ અન	
તે	થે%.  તે	થે%, જ્યુ��	 તેમા	 તે	 પ્રોકું��ન% ગોણન� કું�� છે� ત્યુ��	 તેમા	 આ મા�ધ�ન બ�કું�તે બ��બ� કું�� છે�. તે	થે%,  જ	મા આપાણ	
વધ�ન	 વધ� અવ્યુવલિ"થેતે લિગ્રી� મા	>વ	 છે	, આ �યુ�જન પ્રોશ્ન આ �%તે	 હોં� કું�વ� મા�!	 વધ� જડિ!� બન	 છે	. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ, ��: 09:00)

તે	થે%, ચે��� આપાણ	 વધ� ��� ઉકું	� મા�!	 જ�ઈએ. તે	થે%, તેમા	 અન�મા�ન કું�% શેકું� છે�, કું	મા કું	 અમા	 આ પ્રોકું��ન� ઇન્!�	લિક્!વ
ફ�મ્યુ�,�	શેન્ અન	 �%કુંર્તિવ પ્રો�ગ્રી�મ્ તે�ફ જ�ઈ �હ્યો� છે%એ,  જ	  આપાણ	 ખી�	ખી� શે�ધ% �હ્યો� છે%એ તે	 છે	  ગ્રી%� પા�થેન%
પ્રો	�ણ�ત્માકું �ચેન�. તે	થે%, ચે��� આપાણ	 પા�તે�ન	 ન%ચે	ન� પ્રોશ્ન પા9છે%એ. હોં� � ગ્રી%� પા� બિંબદ� 

(i,j)

કું	વ% �%તે	 મા	>વ% શેકું��? તે	થે%, હોં� � મા�ન�� છે� �  કું	, આપાણ% મા�>ખી�� આપાવ�મા�� આવ્યુ�� છે	, જ	  છે	,  કું	 આપાણ	 જમાણ% બ�જ�  જઈ
શેકું%એ છે%એ અથેવ� આપાણ	 ઉપા� જઈ શેકું%એ છે%એ, અહોંF મા�ત્રી બ	 �%તે� છે	 જ	  હોં� � અહોંF આવ% શેકું�� છે� �. હોં� � ક્યુ�� તે� મા���
��બ� પા� પા���શે% પા�	થે% જઇ શેકું�� છે� �. તે	થે%, 

(i,j મા�ઇન 1)

થે% હોં� � એકું પાગો��� યુ�ગ્યુ બન�વ% શેકું�� છે� �  અન	 

(i,j)

અથેવ� 

(i મા�ઇન 1, j)

પા� આવ% શેકું�� છે� �, હોં� � એકુંવ�� ત્યુ�� જઈ શેકું�� છે� �. તે	થે%, જ� મા��% પા�	 કું�ઈ �"તે� છે	, જ	 

(0,0)થે%

શેરૂ થે�યુ છે	, જમાણ	, કું�ઈપાણ પા�થે, જ	 કુંઈ �%તે	 આવ	 છે	 

(i,j -1),

પાછે% એકું �ઈન	, એકું પાગો��� બ��બ�, તે	 �"તે� એકું મા�ગો, બન	 છે	 
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(આઈ, જ	)

 તે	થે%, 

(0,0)થે%

હોં� � ઓછે� દ�	કું પા�થે 

(i,j-1)

ન	 અનન્યુ રૂપા	 લિવ"તેiતે કું�% શેકું�યુ છે	 

(i,j).

તે	વ% જ �%તે	, કું�ઈપાણ પા�થે, જ	 

(0,0)થે%

(i-1,j)

થે% આવ	 છે	 તે	 અનન્યુ રૂપા	, લિવ"તેiતે �%તે	 લિવ"તેiતે કું�% શેકું�યુ છે	 . તે	થે%, જ� હોં� � બ�ન	 પા���શે%ઓન	 આવ�� કું�યુ, ગોણુ� છે� � , તે� તે	
દ�	કું પા�થેન	 વતે,મા�ન ન�� �ધ% પાહોં@ચે��વ� મા�!	 લિવ"તેiતે કું�% શેકું�યુ છે	. તે	થે%, તે	થે%, હોં� � ન%ચે	 પ્રોમા�ણ	 ઇન્�	ક્!%વ ફ�મ્યુ�,�	શેન
મા	>વ	 છે	. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ, ��: 10:13)

તે	થે%, ચે��� 

(0,)થે%

વતે,મા�ન બિંબદ� 

(i,j)

�ધ%ન� પા�થે�ન% �ખ્યુ�ન	 9ચેવવ� મા�!	 પા�થે� 

(i,j)
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�ખી%એ. તે	થે%, મા"યુ� પા�ન� અમા��� ઇન્!�	લિક્!વ લિવશ્�	ષણમા��થે% આપાણ	 જ	  હોંમાણ�� જ જ�યુ�� છે	 તે	 છે	 કું	, જ� તેમા	 

(i,j)

પા� છે�, તે� પાછે% પા�થે ��બ	 અથેવ� ન%ચે	થે% આવ	 છે	. તે	થે%, 

(i,j)

ન� �"તે�ઓ 

(i મા�ઇન 1, j)

અન	 પા�થે� 

(i,j મા�ઇન 1)

ન� પા�થે�ન� �વ�>� છે	. તે	થે%, અ�બત્ત, કું	!�%કું �હોંદ પાડિ�લિ"થેલિતેઓ છે	. તે�, જ� તેમા	 અમા��� ગ્રી%�ન	 જ�શે�, �મા�ન્યુ
�%તે	,  તે� જ� આપાણ	 ��બ% બ�જ�ન� "તે�ર્ભ તે�ફ જ�વ�� જ�ઈએ,  તે� ચે��� ન%ચે	ન% પા�લિક્તે શેરૂ કું�%એ.  તે	થે%,  આપાણ	 ન%ચે	
પા�લિક્તેન	 શેરૂ કું�%એ, જમાણ% બ�જ�એ, પાછે% આપાણ	 જાણ%એ છે%એ કું	 આ ફ�મા, (0,0),પાછે% (1,0)અન	 તે	થે% (5,0),બ��બ�
છે	. તે	થે%, ફ�મા, 

(i,0)

ન% કું�ઈપાણ વ"તે� ફક્તે તે	ન� ��બ	થે% જ મા9લ્યુ પ્રો�પ્તે કું�	 છે	  કું��ણ કું	 ��બ	થે% કું�ઈ અન�રૂપા પા�લિક્તે નથે%. એ જ �%તે	,  ��બ%
બ�જ�ન� "તે�ર્ભથે%, આ 

(0,0),

(0,1)અન	

તે	થે% ઉપા� 

(0,15).અન	

હોંવ	, ��બ	થે% કુંશે�� જ નથે%. તે�, હોં� � તે	ન	 ન%ચે	 પા�લિક્તેમા��થે% જ -1 મા��થે% જ મા	>વ% શેકું�� છે� �. અન	 છે	વ!	, તેમા��	 પા�તે�ન	 પા9છેવ��
પા�શે	 કું	 પ્રો���લિર્ભકું લિ"થેલિતેમા�� શે�� થે�યુ છે	 . તે	થે%, જ� હોં� � (0,0)પા� છે� � અન	 હોં� � (0,0)પા� જવ� મા��ગો� છે� �, તે� ત્યુ�� કું	!�� મા�ગો/ છે	?
ઠી%કું છે	, આ એકું ન�ન� મા�ગો, છે	, ત્યુ�� ફક્તે એકું જ �"તે� છે	, ત્યુ�� જ �હોં	વ�થે%. તે	 માહોંત્વન�� છે	  કું	 તે	  0 નથે% કું��ણ કું	 યુ�દ
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��ખી�, જ� તે	 0 છે	, તે� દ�	કું જગ્યુ�એ તેમા	 ફક્તે વ"તે�ઓ ઉમા	�% �હ્યો� છે� અન	 કુંશે�� જ આવશે	 નહોંF, તેમાન	 કું�ઈ મા�ગો, મા>શે	
નહોંF. તે	થે%, તે	 માહોંત્વપા9ણ, છે	 કું	, 

(0,0)થે%

એકું જ �"તે� છે	. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ, ��: 11:42)

તે�, આપાણ	 આ 	!અપામા�� લિછેદ્રો� �થે	 કું	વ% �%તે	 કું�મા કું�%શે��? તે	 �> છે	, આપાણ	 ફક્તે કુંહોં%એ છે%એ કું	, જ્યુ��	 પાણ આપા	�
બિંબદ� પા� લિછેદ્રો હોં�યુ ત્યુ��	 આપાણ	 ફક્તે ર્ભ�ગો� 

((માયુ:11:52))

ન� ર્ભ�ગો જાહોં	� કું�%એ. બ%જા શેબ્દ�મા��, જ� કું�ઈ બિંબદ�એ લિછેદ્રો હોં�યુ તે� ઉપા� અથેવ� ન%ચે	 શે�� છે	 તે	 ધ્યુ�નમા�� �%ધ� વગો� આ
વ"તે� 0 ફ�>� આપાવ� જઈ �હોં% છે	. તે	થે%, જ� હોં� � આવ%શે, જ� મા��% પા�	 અહોંFથે% કું�ઈકું આવ% �હ્યો�� છે	  અન	 અહોંF હોં� � તે	ન	
અવગોણશે� અન	 કુંહોં� � છે� �  કું	 આ 0 છે	. અન	 તે	વ% જ �%તે	, જ્યુ��	 હોં� � વ"તે�ન% ગોણતે�% કુંરું� છે� �  ત્યુ��	 ��બ% બ�જ�થે% અમા�કું વ	લ્યુ�
x આવશે	. તે	થે%, આ ફક્તે x વત્ત� 0 હોંશે	. અન	 તે	 જ �%તે	, અહોંFથે% કું�ઇકું ન%ચે	 આવ% �હ્યો�� છે	 , y ન	 કુંહોં�, અન	 આ 0 + y

હોંશે	, બ��બ�. તે	થે%, કું�ઈપાણ લિછેદ્રો મા�ત્રી ઘ�ષણ� પા�થે� 

(i,j)

થે% મા�ન હોંશે	  કું��ણ કું	 તે	ન� દ્વ��� કું�ઇપાણ પા�� થેઈ શેકુંતે��  નથે% અન	 તે	  આપામા	>	 તે	ન� પા��શે%ઓન	 પ્રોચે�� કું�શે	.
બ�કું%ન� ઇન્!�	લિક્!વ 

((�દર્ભ,માયુ: 12:27))

પાહોં	�� જ	વ�� જ બ��બ�. તે	થે%, જ� તે	 લિછેદ્રો નથે%, તે� તે	 તે	ન� બ	 પા���શે%ઓ પા� લિનર્ભ,� છે	 . પાછે% આપાણ% પા�	 ન%ચે	 પા�લિક્તે
હોં��> છે	 અન	 મા9> મા9> લિ"થેલિતેઓ છે	. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ, ��: 12:38)

તે	થે%, આ ગોણતે�%મા�� મા�શ્કું	�% એ ડિફબ�ન�% �થે	 �કું>�યુ	��� જ છે	, જ	  છે	  કું	, જ� મા��% પા�	 ચે�ક્કું ગોણતે�% હોં�યુ તે�,
ઉદ�હોં�ણ તે�%કું	, મા�ન% �� કું	 આપાણ	 પા�ન��વર્તિતેતે ગોણતે�% 

(5,10),
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પાછે% આ 

(4,10)અન	

(5,9)

મા�!	 પા9છેશે	. હોંવ	, આ બદ��મા�� બ�ન	 (4,9) મા�!	 પા9છેશે	, તે	થે% (4,9).જ� હોં� � આ મા�ગો/ન�� પા�ન��વર્તિતેતે �%તે	 મા9લ્યુ��કુંન કુંરું� છે� �,
જ	  �%તે	 તે	 પા�તે આવ% �હ્યો�� છે	 ,  તે	 ઇન્!�	લિક્!વ �	ડિફન	શેન છે	,  તે	  (4,9)  ન� કું�બિં�ગો પા�થે�ન	 આમા��થે% ઓછે�મા�� ઓછે� બ	
વખીતે મા�પ્તે કું�શે	 

(�દર્ભ,માયુ: 13: 12))

અન	 આ લિબનઉપાયુ�ગો%  પા�ન: લિવવ�દ માગ્રી દ�લિમાયુ�ન થેશે	 અન	 અમાન	 પા�થે પા� કું:�ન% ઘ�ષણ�ત્માકું �ખ્યુ� મા>શે	. તે	થે%,
આપાણ	 પાહોં	�� જ�યુ��  છે	,  આન% �થે	 વ્યુવહોં�� કું�વ� મા�!	 અમા��% પા�	 બ	 તેકુંન%કું� છે	 .  તે	થે%,  એકું યુ�દશેલિક્તે છે	  જ્યુ��
આપાણ	 ફક્તે ખી�તે�% કું�%એ છે%એ કું	 અમા��% પા�	 ક્યુ��	યુ 

(i,j)

પા�થ્ એકું જ વ�� કું�તે� વધ� અન	 i કું�તે�� વધ� નથે%. બ%જી �%તે એ છે	  કું	 પા	!� મા"યુ�ઓન� અ�દ�જ કું�ઢવ�, તે	 કું	વ% �%તે	
તે	ઓ એકુંબ%જા પા� આધ�� ��ખી	 છે	 તે	 નક્કું% કું��, પાછે% યુ�ગ્યુ ક્રમામા�� તે	ન	 %ધ� જ હોંકું���ત્માકું �%તે	 હોં� કું�� અન	 આ તે	 છે	
જ	ન	 આપાણ	 ��યુન	લિમાકું પ્રો�ગ્રી�બિંમાગો કુંહોં%એ છે%એ. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ, ��: 13:42)

તે�, આપાણ	 ગ્રી%� પા� ��યુન	લિમાકું પ્રો�ગ્રી�બિંમાગોન� ઉપાયુ�ગો કું	વ% �%તે	 કું�%શે��? તે	થે%, આ (2) અન	 (4,4)

(2,4)પા�ન� બ	 લિછેદ્રો� �થે	ન% આ લિગ્રી� છે	. પ્રોથેમા વ"તે� એ આધ��ર્ભ9તેતે�ન% �%.એ.જી.ન% મા�>ખી�� ઓ>ખીવ� મા�!	 છે	, તે	થે%,
તે	 છે	,  આપાણ	 જાણ%એ છે%એ કું	,  દ�	કું  (i,j)  તે	ન� પા� આધ�� ��ખી	 છે	,  તે	 ��બ% અન	 ન%ચે	ન� પા���શે% છે	.  તે	થે%,  આ �%તે	
આપાણ	 �%એજી કું�%એ છે%એ. જ� તેમાન	 યુ�દ છે	, જ� તે	 બ	 મા9લ્યુ� પા� આધ�ડિ�તે છે	 , ��બ% અન	 ન%ચે	, અમા	 ��બ	થે% આ ન��
અન	 ન%ચે	થે% આ ન�� �ધ%ન� ધ��ન	 દ��%એ છે%એ.

("��ઇ�માયુન� �દર્ભ, ��: 14:10)

તે	થે%, આ �%એજી બ�ધ��ણ છે	, જમાણ% બ�જ� . તે	થે%, 

((માયુન��દર્ભ, ��: 14:11)),
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�%.એ.જી.ન�� મા�>ખી��. તે	થે%, �%.એ.જી. ન�� મા�>ખી�� કું�દ�તે% �%તે	 તેલિ>યુ	 ��બ	થે% !�ચે �ધ% જાયુ છે	 , તે	થે%, આ મા�ત્રી ડિ�ગ્રી% ન��મા��
0 �%એગો છે	. તે	થે%, જ� તેમા	 ગોલિતેશે%� પ્રો�ગ્રી�બિંમાગોન� %ધ� ઉપાયુ�ગો કું�%ન	 ગ્રી%� પા�થે પા� આ લિગ્રી�ન% ગોણતે�% કું�વ� મા��ગો�
છે�, તે� એકુંમા�ત્રી જગ્યુ� જ	 આપાણ	 શેરૂ કું�% શેકું%એ તે	 છે	 (0,0)

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ, ��: 14:35)

તે	થે%, આપાણ	 (0,0)થે% શેરૂ કું�%એ છે%એ અન	 ત્યુ�� મા9લ્યુન	 ર્ભ�%એ છે%એ, જ	  1 છે	. અન	 હોંવ	, આપાણ	 જ�યુ�� છે	  કું	 અમા��%
પા�	 બ	 શેક્યુતે�ઓ છે	. આપાણ	 જમાણ% બ�જ�  જઈ શેકું%એ છે%એ અથેવ� આપાણ	 ઉપા� જઈ શેકું%એ છે%એ કું��ણ કું	 આ બ	
ડિ�પા	ન્�ન્%ઝા હોંવ	 દ9� થેઈ ગોઈ છે	.  તે�,  ચે��� આપાણ	 હોં��>થે% હોં��> કું�%એ.  તે	થે%,  જ� આપાણ	 આ મા9લ્યુ કું�%એ,  તે�
આપામા	>	 આ લિનર્ભ,�તે� જાયુ છે	. તે	થે%, આપાણ	 આ મા9લ્યુ કું�% શેકું%શે��, જ્યુ��	 આ જશે	, તે	થે% અમા	 આ મા9લ્યુ કું�% શેકું%એ છે%એ
અન	 બ%જ� � . 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ, ��: 14:55)

તે	થે%,  આપાણ	 માગ્રી તેલિ>યુ	 પા�લિક્તેન	 ગોણતે�% કું�% શેકું%એ છે%એ અન	 આ બધ� અમા��� બ	ઝા કું	ન� ઉપાયુ�ગો કું�%ન	 ��બ%
બ�જ�થે% વ���ગોતે છે	. તે	થે%, અન	 તે	 ખી9બ જ "પાષ્ટ છે	, મા��� માતે�બ એ છે	  કું	, આમા��થે% કું�ઈ પાણ "થે�ન મા	>વવ� મા�!	
ફક્તે એકું જ �"તે� છે	, જ	 %ધ� જ ��બ	થે% જમાણ	 જાયુ છે	 , કું�ઈ લિવચે�ન શેક્યુ નથે%. તે	થે%, ન%ચે	 ન�� પા� દ�	કું ન��ન� એકું
જ �"તે� છે	. હોંવ	, આપાણ	 એકું પા�લિક્તે ઉપા� જઈ શેકું%એ છે%એ. આપાણ	 જ�ઈ શેકું%એ છે%એ કું	, બ%જી પા�લિક્તેમા��થે% પાહોં	�%
પા�લિક્તેમા�� આ ન�� હોંવ	 ઉપા�બ્ધ છે	. તે	 પાહોં	�	થે% જ ઉપા�બ્ધ છે	, પા��તે� જ� આપાણ	 તે	 કું�%એ તે� પાણ આપાણ	 તે	 કું�% શેકું%એ 

((માયુ:15:22))

તે�, આપાણ	 બ%જી બ%જી પા�લિક્તેન	 ર્ભ�% શેકું%એ છે%એ અન	 દ�	કું બિંબદ�એ આપાણ	 ફક્તે ઉમા	�% �હ્યો� છે%એ. તે	થે%, 2, 2 વત્ત� 1
એ 2 છે	, 1 વત્ત� 3 એ 4 છે	 અન	 તે	થે% આગો>. તે	વ% જ �%તે	, અમા	 આગો�મા% લિછેદ્રો કું�% શેકું� છે�. તે	થે%, ઉદ�હોં�ણ તે�%કું	, 6
વત્ત� 4 10 અન	 તે	થે% આગો> છે	. તે	વ% જ �%તે	, તેમા	 આગો>ન% હોં��> કું�% શેકું� છે�, 20 વત્ત� 15 35 છે	. હોંવ	, આપાણ	 લિછેદ્રો
પા� આવ%એ, જમાણ	. તે	થે%, આપાણ	 જ	  લિછેદ્રો� પા� કુંહ્યો�� છે	, તે	 ન%ચે	થે% આવ	 છે	 તે	 ધ્યુ�નમા�� �%ધ� વગો� 0 હોંશે	. ન%ચે	થે% 10

આવ્યુ�� હોં�વ� છેતે��, આ પ્રોથેમા લિછેદ્રો 0 થે% ન%ચે	 હોં�વ�� જ�ઈએ, ન%ચે	થે% 35, લિછેદ્રો 0 હોં�વ�� આવશ્યુકું છે	. તે	થે%, આપાણ	 આ
પા�લિક્તેન	 બ��બ� પાહોં	��ન% ગોણતે�% કું�%એ લિવ�યુ કું	 જ	  0 મા�� આપાણ	 જ	  ઇનપા�! દ�ખી� કું�%એ છે%એ તે	 છે9 પા�વ	 છે	  તે	
આપાણ	 તે	ન	  5 વત્ત� 10 તે�%કું	 ગોણતે� નથે%,  આપાણ	 ફક્તે 0 મા�કું�.  આપાણ	 આ લિછેદ્રોન	  20 વત્ત� 35 તે�%કું	 ગોણતે� નથે%,
આપાણ	 0 મા�કું�. 

("��ઇ�માયુન� �દર્ભ, ��: 16:04)

હોંવ	, જ્યુ��	 આપાણ	 આગો>ન% પા�લિક્તે પા� જઇશે�� આ 0 મા�ત્રી 0. ન�� યુ�ગોદ�ન આપા	 છે	. તે	થે%, તે	ન� ઉપા�, કું��ણ કું	 આ દ્વ���
કું�ઈ મા�ગો/ આવ% શેકુંતે� નથે%, આ ડિદશે�મા��, અહોંF આવતે� પા�થે�ન% �ખ્યુ� ��બ% બ�જ�થે% મા�ત્રી 6 છે	. તે	થે%, 
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((માયુન��દર્ભ, ��: 16:12))

અહોંF આવતે� પા�થેન% �ખ્યુ� ��બ% બ�જ�થે% ફક્તે 26 છે	.  તે	થે%,  પા�થેન% �ખ્યુ� જ	  આ બિંબદ�એ આવ% �હોં% છે	  તે	 ત્યુ��થે%
આવ% શેકુંતે% નથે%. તે	થે%, આ 20 નકું� થેયુ	� છે	, આ 56 નકું� થેયુ	� છે	. તે	થે%, આપાણ	 પા�લિક્તે દ્વ��� આ પા�લિક્તે કું�% શેકું%એ
છે%એ. અન	 જ� તેમા	 કું:લિપા કું�%ન	 આન% જ	મા દ�	કું હોં��>ન% ગોણતે�% કું�% શેકું� છે�, તે� ��બ% અન	 ન%ચે	ન% કિંકુંમાતે�ન	 ઉમા	�%
�હ્યો� છે	  અન	 અમાન	 મા>શે	 કું	, આ બ	 અવ��ધ� �થે	 ખી�	ખી� 1363 પા�થે છે	. અન	 જ� આપાણ	 આ અવ��ધ�ન	 આપા�
ખી	�%એ, તે� આપાણ	 આ ગોણતે�%ઓ ફ�%થે% કું�% શેકું%એ છે%એ, તે	 કું�યુ,ક્ષમા હોંશે	, આપાણ	 આ મા�વ	શે અન	 બ�કું�તેતે� લિવશે	
બિંચેતે� કું�વ�ન% જરૂ� નથે%. તે	થે%, ગોલિતેશે%� પ્રો�ગ્રી�બિંમાગો કું�વ�ન% આ એકું �%તે છે	, પા��તે� યુ�દ ��ખી� કું	 કું�ઈપાણ !�પા���લિજકું�
:!, કું�યુ, કું�શે	. 

("��ઇ�માયુન� �દર્ભ, ��: 16:48)

તે	થે%,  આપાણ	 તે	ન� બદ�	  1 થે% પ્રો���ર્ભ કું�% શેકું%એ અન	 કું:�મા દ્વ��� "તે�ર્ભ પા� જાઓ.  તે	થે%,  આપાણ	 જઈન	 તે	ન	 ર્ભ�%
શેકું%એ છે%એ અન	 પાછે% આપાણ	 �પા9ણ, પ્રોથેમા કું:�મા ર્ભ�% શેકું%એ છે%એ. પ્રોથેમા કું:�મા ફ�% એકું વ�� થેશે	 કું��ણ કું	 આ કું�વ�
મા�!	ન� એકુંમા�ત્રી �"તે� હોંશે	. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ, ��: 17:01)

પ્રોથેમા કું:�મા ર્ભ�%ન	, હોંવ	 આપાણ	 બ%જા "તે�ર્ભન	 ર્ભ�% શેકું%એ છે%એ અન	 પાછે% તેમા	 ત્રી%જી કું:�મા અન	 ચે�થે� કું:�મા ર્ભ�%
શેકું� છે� અન	 તે	થે% આગો>. અન	 દ	ખી%તે% �%તે	, આ મા9લ્યુ�ન	 માજાવવ�ન� આ એકું મા�ત્રી અ�ગો �"તે� છે	. કિંકુંમાતે બદ��શે	.
તે	થે%, આપાણ	 દ�	કું બિંબદ�એ આ જ મા9લ્યુ� �થે	 અ�તેમા�� મા�પ્તે થેવ�� જ�ઈએ. 

("��ઇ�માયુન� �દર્ભ, ��: 17:17)

અન	 અ�તે	, તેમા	 �%એગો દ્વ��� પાણ કું�% શેકું� છે�. તે	થે%, ન@ધ ��, કું	 જ્યુ��	 હોં� � આ કુંરું� છે� �, તે� આ બ	 બિંબદ�ઓ હોંવ	 0 અન	
ડિ�ગ્રી% ન�ડ્ છે	. હોં� � તે	 બ�ન	 કું�% શેકું�� છે� �. હોંવ	, મા��% પા�	 આ ત્રીણ બિંબદ�ઓ છે	, 0 અન	 ડિ�ગ્રી% મા��. તે	થે%, હોં� � આ બધ� ત્રીણ કું�%
શેકું�� છે� �. પાછે% મા��% પા�	 આ ચે�� બિંબદ�ઓ, 0 અન	 ડિ�ગ્રી% ન�� છે	. તે	થે%, હોં� � આ બધ�� કું�% શેકું�� છે� �. તે	થે%, આ ફક્તે ર્ભ�� આપાવ�
મા�!	 છે	, કું	 !�પા���લિજકું� :!,ન% પા�દગો% તેમા��� ઉપા� �પા9ણ, છે	. ઘણ% વ��, આ પ્રોકું��ન% લિત્રીકું�ણ%યુ વ"તે�ઓન	 પ્રો�ગ્રી�મા
કું�વ� મા�!	 તે	 વધ� જ!%� બનશે	 તે	થે%,  �મા�ન્યુ �%તે	 જ	  કું�વ�ન� પ્રોયુ� કું�	 છે	,  તે	 એકું પા�લિક્તે અન	 કું:�મા છે	,  પા��તે� મા9>
મા9લ્યુ�ન� કું�ઈપાણ "થે�લિનકું ક્રમામા�� તે	ન� ગોણતે�% કું�વ� મા�!	 ઉપાયુ�ગો કું�% શેકું�યુ છે	 . તેમા��	 જાણવ�ન% જરૂ� છે	, જ્યુ��	 તેમા	
ન�� આવ	 છે	, તે	 મા9લ્યુ જ	ન	 તેમા	 ગોણતે�% કું�વ� મા��ગો� છે�, તે	ન% બધ% લિનર્ભ,�તે� પાહોં	��થે% જ ગોણતે�% કું�વ�મા�� આવ% હોં�વ%
જ�ઈએ,  તે	  જ આ  DAGS  મા�>ખી��  તેમાન	  આપા	  છે	.  તે	થે%,  પા	!�  મા"યુ�ઓ એ �%એજી બન�વ	  છે	  અન	  તેમા��	  તે	ન	
પ્રો�ગ્રી�બિંમાગો �ધ% fથે% અ�કું��કું �%તે	 �%એજી દ્વ��� ન	લિવગો	! કું�વ�� પા�શે	.  તે	 �મા�ન્યુ �%તે	 કું�ષ્ટકુંમા�� પા�લિક્તે અથેવ� એકું
કું:�મા દ્વ��� હોં�યુ છે	, પા��તે� તે	 પાણ ત્રી��� હોં�ઈ શેકું	 છે	. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ, ��: 18:18)

264



તે	થે%, અ�તે	, આપાણ	 મા�પ્તે થે�યુ તે	 પાહોં	��, ચે��� આપાણ	 મા	મા�ઇઝા	શેન અન	 ��યુન	લિમાકું પ્રો�ગ્રી�બિંમાગો વચ્ચે	ન� તેફ�વતેન� એકું
9ચેકું દૃષ્ટ��તેન	 જ�ઈએ. તે	થે%, જ� આપાણ% પા�	 �હોંદન% લિછેદ્રો�ન� મા9હોં હોં�યુ તે�, પાછે% તે	 જ	  કુંહોં	 છે	 તે	 �>તે�થે%, જ�
હોં� � અહોંFથે% શેરૂ કુંરું� છે� �  અન	 હોં� � ગોમા	 તે	 �%તે	 જાઉં છે� � , તે� હોં� � અ!વ�ઇ જઈશે, બ��બ�. તે�, જ� હોં� � ત્યુ��થે% મા��% યુ�દશેલિક્તે શેરૂ
કુંરું�, તે� દ�	કું જગ્યુ�એ તે	 મા�ત્રી 0 જ�વ� જઈ �હ્યો�� છે	. તે	થે%, આ બધ� મા9લ્યુ� 0 થેશે	, અન	 મા	મા�ઇઝા	શેન આજ�બ�જ�  આગો>
જ�શે	 નહોંF.  તે	થે%,  યુ�દ ��ખીવ��,  હોં� � દ�વ� કુંરું� છે� �  કું	,  આ બ�હ્યો %મા� �થે	 જ જ�વ�ન�� છે	,  ફક્તે આ લિગ્રી� બિંબદ�ઓન	 યુ�દ
��ખી%ન	 જ ગોણવ�મા�� આવશે	. જ� કું	, જ� હોં� � ��યુન	લિમાકું પ્રો�ગ્રી�બિંમાગો કુંરું�, તે� હોં� � અહોંF ફ�મા, શેરૂ કું�%શે અન	 હોં� � આ�ખી	 ર્ભ��ઈશે.

ફક્તે જ્યુ��	 હોં� �  0 �ધ% પાહોં@ચે�� ત્યુ��	,  માન	 માજાયુ�� છે	  કું	 ગ્રી%�ન% અ�દ� મા9લ્યુ�ન% ગોણતે�% કું�વ�મા�� આવ% છે	 ,  બિંચેતે� કું�શે�
નહોંF, બ��બ�. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ, ��: 19:14)

તે	થે%,  આ લિગ્રી�મા�� આ �પા9ણ, શે	� થેયુ	� ક્ષ	ત્રી છે	  જ	ન% મા9લ્યુ�ન% જરૂ� નથે% કું��ણ કું	 તે	ઓ તેલિ>યુ	થે% !�ચે �ધ% કું�ઈપાણ
પા�થેમા�� યુ�ગોદ�ન આપા% શેકુંતે� નથે% કું��ણ કું	 તે	માન� દ્વ��� પા�� થેતે� પ્રોત્યુ	કું પા�થે, તેમા	 અવ��લિધતે થેશે� આ લિછેદ્રો�મા��ન�
એકું દ્વ���. જ્યુ��	, ગોલિતેશે%� પ્રો�ગ્રી�બિંમાગો હોંવ	 આ બિંબદ�ઓ મા�!	 મા9લ્યુન�� અ�ધ ગોણવ�મા�� આવ	 છે	 , તે	માછેતે�� પાણ તે	 લિન�થે,કું
યુ�દગો%�% છે	, કું��ણ કું	 તે	 મા�ત્રી જરૂડિ�યુ�તેન% ગોણતે�% કું�	 છે	 અન	 તે	 આ મા�દ્દ� �ધ% ક્યુ��	યુ પાહોં@ચે% શેકુંશે	 નહોંF. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ, ��: 19:36)

તે	થે%, તે	થે%, મા	મા� !	બ�મા�� એન્ટ્રી%ન% �	ખી%યુ �ખ્યુ� હોંશે	. તે	 કુંહોં	શે	, 2 મા% પ્� 2 એન પ્રોવ	શે�. તે	ન% પા�	 ફક્તે આ લિગ્રી�ન%
બ�હ્યો %મા� હોંશે	 

((માયુન��દર્ભ,: 19:46)).

તે	થે%, તે	ન% પા�	 બ	 પાડિ�મા�ણ�ન� �દર્ભ,મા�� �	ખી��શે �ખ્યુ� હોંશે	, જ્યુ��	 ગોલિતેશે%� પ્રો�ગ્રી�બિંમાગોમા�� એન !�ઇમ્ એન્ટ્રી% હોંશે	. દ�	કું
લિગ્રી� પા�ઇન્! કું�ષ્ટકુંમા�� ગોણવ�મા�� આવશે	, તે	મા છેતે�� તે	મા��ન� મા�!� ર્ભ�ગોન� નકું�મા�� છે	. તે	થે%, એકું અથે,મા��, આ ઉદ�હોં�ણમા��,
ગોલિતેશે%� પ્રો�ગ્રી�બિંમાગો વ	લ્યુ�ઝા કુંમ્પ્યુ�કિં!ગો કુંમ્પ્યુ�કિં!ગો છે	, જ	ન� આપાણ	 થે��� લિવશ્�	ષણ કું�% શેકું%એ તે	 માજવ�મા�� આવશે	 નહોંF
તે	ન� ઉપાયુ�ગો ક્યુ��	યુ કું�વ�મા�� આવશે	 નહોંF કું��ણ કું	 તે	 ફક્તે મા9>થે% !�ચે પા�ન% દ�	કું પા	!� મા"યુ�ન	 ગોણતે�%મા�� ��ખી	 છે	 .
જ� કું	, આપાણ	 પાહોં	�� કુંહ્યો�� હોંતે�� કું	, ગોલિતેશે%� પ્રો�ગ્રી�બિંમાગો પા�ન��વર્તિતેતે છે	. તે	 ફક્તે �> બનશે	, યુ�દશેલિક્તે પા�ન��વર્તિતેતે થેઈ
�હોં% છે	. તે	 પા�ન��વર્તિતેતે કું:�ન	 બ	 વ�� નહોંF બન�વવ�ન% ઑલિપ્!મા�ઇઝા થેઈ �હ્યો�� છે	, પા��તે� તે	મા છેતે�� તે	 પા�ન��વર્તિતેતે છે	 અન	
પ્રો�ગ્રી�બિંમાગો પ્રો�ગ્રી�બિંમાગો ર્ભ�ષ�મા�� એક્ઝા	ક્યુ�શેનન� �દર્ભ,મા�� ખીચે, કું�	 છે	 . તે	થે%, જ� લિછેદ્રો� ખી��બ �%તે	 વહોંYચેવ�મા�� આવ	 તે� આ
એકું નકું�મા% ગોલિતેશે%� પ્રો�ગ્રી�માFગો વ્યુ9હોં�ચેન� જ	વ% ��ગો	 છે	. ખી�	ખી�, તે	 કું�ઈ વ��ધ� નથે%. તે	 �મા�ન્યુ �%તે	 બહોં�� આવ	 છે	, કું	
ગોલિતેશે%�  પ્રો�ગ્રી�બિંમાગો  અમા�%કું�ણ  �મા�ન્યુ  �%તે	  મા	મા�ઇઝા	શેન  અમા�%કું�ણ  કું�તે��  વધ�  કું�યુ,ક્ષમા  �હોં	શે	.  તે	થે%,  યુ�દગો��
અમા�%કું�ણ કું�વ�ન��  �> છે	  કું��ણ કું	 આપાણ	 જાણ%એ છે%એ કું	,  આપાણ	 એકું ઇન્!�	લિક્!વ �	ડિફન	શેનથે% %ધ� જ એકું
પા�ન��વર્તિતેતે પ્રો�ગ્રી�મા પા� જઈ શેકું%એ છે%એ.  અન	 અમા	 છે	લ્�� માયુ જ�યુ��,  કું	 ત્યુ�� એકું �મા�ન્યુ ફ�મ્યુ�,�� છે	,  કું�ઈપાણ
પા�ન��વર્તિતેતે પ્રો�ગ્રી�મા યુ�દ ��ખીવ� મા�!	 �	%પા%. તેમા��	 મા�ત્રી બ	 પાગો���ઓ શે�મા	� કું�વ% પા�શે	, !	બ�ન	 જ�ઓ અન	 !	બ� ફ%�
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કું��,  જમાણ% બ�જ� .  તે	થે%,  તે	થે%,  મા	મા�ઇઝ્� અમા�%કું�ણ મા	>વવ�� એ ખી9બ જ �> છે	,  ગોલિતેશે%� પ્રો�ગ્રી�બિંમાગો અમા�%કું�ણ
મા	>વવ� મા�!	 પા	!� મા"યુ�ઓન� કું	!��કું લિવશ્�	ષણન% જરૂ� છે	  અન	 બ મા"યુ�ઓન�� મા9લ્યુ��કુંન કું�વ� મા�!	 ��� ઑ�,�
શે�ધ% કું�ઢવ� આવશ્યુકું છે	.  તે	થે%,  તે	 વધ� કું�યુ, છે	,  પા��તે� આ વધ���ન� કું�યુ, �મા�ન્યુ �%તે	 ચે9કુંવ	 છે	,  કું��ણ કું	 તે	 પાછે% તેમા	
પા�ન��વર્તિતેતે કું�તે�� બધ% બ મા"યુ�ઓન� ઇન્!�	લિક્!વ ગોણતે�% મા	>વ% શેકું� છે�. 
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ડિ�ઝા�ઇન અન	 એન�લિ�લિ ઓફ એલ્ગો�ડિ�ધમ્ (Design and Analysis of Algorithms)
પ્રો�ફ	� મા�ધવન મા�કું��દ (Prof. Madhavan Mukund)

ચે	ન્નઈ મા	થે	મા	ડિ!કું� ઇલિન્"!ટ્યુ�! (Chennai Mathematical Institute)

વ%કું-07

મા&ડ્યુ(� - 04

�	ક્ચે� - 47

�મા�ન્યુ બ�વડ્+ અન	 ઉપ�હ�ણો�

ચે��� હવ	 આપણો	 �મા�ન્યુ બવડ્+ અન	 ઉપ�શો��ણો� શો�ધવ� મા�!	 બ	 અન�ક્રમા વચ્ચે	ન% મા"યુ�ન% ફ	�બદ� કું�%એ. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ+ ��: 00:09)

તે	થે%, આપણો	 જે	  પ્રોથેમા મા"યુ�ન	 જે�વ% તે	 7થે% �મા�ન્યુ બવ�+ મા"યુ� કુંહ	વ�મા�� આવ	 છે	 . તે�, ચે��� ધ��%એ કું	 આ
ક્ષણો મા�!	 આપણોન	 બ	 શોબ્દ� આપ્યુ� છે	,  ચે��� ધ��%એ કું	 ત્યુ�� અ�ગ્રે	જી અથેવ� તે	 જે	વ% ર્ભ�ષા� જેઇ �હ% છે	,  આપણો	 બ	
શોબ્દમા�ળા�ઓ આપ્યુ� છે	  અન	 આપણો	 તે	માન% વચ્ચે	 7થે% ���બ% �મા�ન્યુ બ�વ�+ન% ��બ�ઈ શો�ધવ� મા��ગો%એ છે%એ.

બવ�+મા��,  તે	 ફક્તે એકું 	ગોમા	ન્! છે	,  અત્યુ�� �ધ%મા�� જે� મા���મા�� ગો�પ્તે અન	 લિચેવ હ�યુ અન	 7થે% ���બ% �મા�ન્યુ
બવ�+ મા�ત્ર ઉપગો+ �હ"યુ હ�યુ અન	 તે	ન% ��બ�ઇ  6  હ�યુ,  તે� ર્ભ�ગો�� અન	 લિત્રજ્યુ� વચ્ચે	,  મા��% પ�	 આ �મા�ન્યુ
	ગોમા	ન્! છે	. જે� હ� � બ%જી તે�ફ લિCવર્ભ�ષા% અન	 ગો�પ્તે �હ� � છે� � , તે� �મા�ન્યુ બવ�+ શોબ્દ ��બ�ઈ 3 છે	, એ!�	 	કું�� અન	 જે�
મા��% પ�	 ડિ��	ક્!� અન	 	ક્ર	!�% હ�યુ, તે� વ�"તેવમા�� ફક્તે બ	 ��બ�ઈવ�ળા� બવડ્+ છે	  અન	 તે	મા��ન� બ	 છે	, તે	થે% બ�ન	મા��
ઇ% થે�યુ છે	 તે	માન	 અન	 તે	થે% ફ�%થે% કું�	 છે	. તે	થે%, અમા��% પ�	 7થે% ���બ% �મા�ન્યુ બ�વ�+ મા�!	 એકુંથે% વધ� ઉમા	દવ��
હ�ઈ શોકું	 છે	, પ��તે� આ ક્ષણો	 �ક્ષ્યુ Cવ��� મા�ખ્યુત્વ	 બવ�+ શોબ્દન% ગોણોતે�% કું�વ% નહF, પ��તે� ��બ�ઈ, આપણો	 જે�શો�� કું	 આ
ઉપન�મા કું	વ% �%તે	 આપણો	 ���બ�� ગોણોતે�%થે% �ળાતે�થે% બહ�� ન%કુંળા% શોકું%એ છે%એ . તે	થે%, આ ક્ષણો	 ધ્યુ�ન કું	લિન્Hતે કું�વ�ન%
��બ�ઈ મા	ળાવવ�ન�� છે	. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ+ ��: 01:28)

તે	થે%, ચે��� આ વ"તે�ન	 વધ� ઔપચે�ડિ�કું �%તે	 જે�ઈએ, તે	થે% આપણો% પ�	 0 થે% 0 ન% �ખ્યુ� છે	 અન	 બ% 0 થે% બ%ન થે�યુ
છે	, અન	 હવ	 આપણો	 શો�� કુંહ	વ� મા��ગો%એ છે%એ કું	 જે� હ� �  0 �ખું�� છે� �  , 1, પછે% પ�લિઝાશોન Ai, Ai Plus 1 અન	 તે	 પછે%,
એમા. તે	થે%, જે� હ� � Ai અન	 BJ થે% શોરૂ થેતે� કું	!��કું 	ગોમા	ન્ટ્ શો�ધ% શોકું��, જે	મા કું	 જે� હ� � અહFથે% પ્રો���ર્ભ કુંરું� છે� �  અન	 હ� � કું	
અક્ષ�� વ��ચે�� છે� �, તે� બ%જે	થે% પ્રો���ર્ભ કું�� અન	 હ� � કું	 અક્ષ�� વ��ચે�� છે� � . તે	થે%, માM એઆઈઆઈ પ્� 1 અપ !� કું	 ઓછે� 1, હ� �
પ્� કું	 ઓછે� 1 અન	 બ%જે	 , બ%જે	 પ્� 1 અન	 બ%જે	 પ્� કું	 મા�ઇન 1 વ��ચ્યુ��. પછે% આ બ�ન	 કું	 વ�ક્યુ 	ગોમા	ન્! છે	 જે	
મા�ન છે	,  પછે% હ� � કુંહ%શો કું	 તેમા	 અન	  v એ ��બ�ઈ કું	નન�� �મા�ન્યુ બવ�+ છે	.  તે	થે%,  ત્યુ�� શોબ્દન� મા	ળા ખું�તે� ઉપર્ભ�ગો
હ�વ� આવશ્યુકું છે	  અન	 હવ	,  તે	ન� ઉદ્દે	શો ���બ�ગો�ળા�ન� આવ� 	ગોમા	ન્!ન% ��બ�ઈ શો�ધવ�ન� છે	.  તે	થે%,  યુ� અન	 �બલ્યુ�ન�
7થે% ���બ� �મા�ન્યુ બવ�+. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ+ ��: 02:25)
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તે	થે%, અહF બ્રુ�! ફ�+ એલ્ગો�ડિ�ધમા છે	, તેમા	 દ�	કું "થે�નન	 અજેમા�વ% જે�ઓ, તેમા	 દ�	કું Ai અન	 BJ ન	 જે�ઓ છે�, તે	થે% તેમા	
દ�	કું  I અન	 J ન	 જે�ઓ છે�, હ� �  0 અન	 એમા અન	 j  વચ્ચે	  0 અન	 એન.  અન	 પછે% હ� � જે�ઈ �હ્યો� છે� �, જે� હ� � આ બ	 મા	ચે
જે�ઉં, તે� હ� � આગોળાન� પત્ર જે�ઉં છે� �  અન	 આગોળા વધ�� છે� �  અન	 જ્યુ�� �ધ% હ� � બ	 લિ"થેલિતે શો�ધ% શોકુંતે� નથે% ત્યુ�� �ધ% હ� �
જેતે� �હ્યો� છે� �. પછે% માન	 ખુંબ� છે	  કું	 આ બ	 લિ"થેલિતેઓથે% શોરૂ થેતે�� 7થે% ���બ�� બવ�+ મા�ત્ર બ	વકું(ફ છે	 , તે	થે% હ� � અલિબયુ�
પ્� 1 બ�યુ પ્� 1 થે% મા	ચે કું�% શોકું�� છે� �, શોક્યુ તે	!��� ���બ% મા	ચેન� ટ્રૅTકું ��ખું% શોકું�� છે� �, હ� � દ�	કું ai અન	 b j મા�!	 આ કુંરું� છે� �.
તે	થે%, જે� એમા n કું�તે� વધ��	 છે	, તે� પ્રોથેમા અન	 ij ન% બધ% પ�દગો%ઓન% �ખ્યુ� m વખુંતે n છે	 અન	 �મા�ન્યુ �%તે	, હ� �
!(�કું� શોબ્દન	 બ�ધબ	તે� દ�	કું શોબ્દન% ��બ�ઈ પ� જેઈશો. તે	થે%, હ� � આ "કું	નન� અ�તે �ધ% પહUચેવ� પહ	�� n શોબ્દ ઓ�+� કું�%
શોકું�� છે� �, !(�કું� શોબ્દન� અ�તે �ધ% દ�	કું મા	ચે મા	ળા ખું�યુ છે	, પછે% માM ઓ�+� n શોબ્દ આપ્યુ� છે	. તે	થે%, તે	થે%, આ m ન� n ન�
અથેવ�  n mn  ચે��મા�� હશો	.  તે	થે%,  હવ	,  અમા�રું� ધ્યુ	યુ જે�વ�ન��  છે	,  ર્ભ�	 આપણો	 કું�ઈકું વધ� આકુંષા+કું બન�વ%ન	 આ વધ�
કું�યુ+ક્ષમા બન�વ% શોકું%એ. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ+ ��: 03:41)

તે	થે%,  પ્રો"તે�વન� અવ��કુંનમા�� પ્રોથેમા અવ��કુંન એ છે	  કું	 જે� મા��% પ�	 એઆઈઆઈ પ્� 1 હ�યુ તે�,  જે� મા��% પ�	
બ%જે	બ%જે	 પ્� 1 હ�યુ. તે�, જે� મા��% પ�	 ��બ�ઈ કું	 અહFથે% બવ�+ શોબ્દ હ�યુ, તે� પછે% જે�ઓ આગોળાન% "થે�ન	 અન	
આગોળા વધવ��, તે	 ��બ�ઈ કું	 ઓછે� 1 ન�� બ�વ�+ હ�વ�� આવશ્યુકું છે	. તે	થે%, આઇજે	 પ� ��બ�ઈ k ન�� �મા�ન્યુ બવ�+ છે	,
જે� અન	 ��બ�ઈ કું	 ઓછે� 1 ન� ���બ� �મા�ન્યુ બવ�+ હ�યુ તે� જે અન	 વત્તા� 1 અન	 જે	 પ્� 1. તે	થે%, બ%જા શોબ્દ�મા�� હ� �
આઇજે	  જે�ઉં છે� �, જે� ij બ��બ� છે	, તે� Ai અન	 b j પ� �મા�ન્યુ બવ�+ પ� શોબ્દ શોરૂ કું�વ� શોક્યુ છે	 . તે	થે%, જે� Ai

બ%જે	 જે	!��� હ�યુ, તે� હ� � 7થે% ���બ� �મા�ન્યુ બવ�+ જે�ઉં છે� �  જે	  હ� � પ્� 1 અન	 જે	  પ્� 1 ખું�%દ્યો� હ�તે અન	 તે	મા�� 1
ઉમા	�% શોકું��. બ%જી બ�જે� , જે� Ai BJ મા�ન નથે%, તે� તે	મા�� એકું �મા�ન્યુ બ�વ�+ ઉમા	�% શોકુંતે� નથે%, કું��ણો કું	 પ્રોથેમા તે	
પહ	��થે% મા	ળા ખું�તે�� નથે%. તે	થે%, પછે% હ� � ફક્તે 0 ન% શો�Yઆતેથે% શોરૂ થેતે� 7થે% ���બ% �મા�ન્યુ બવ�+ન% ��બ�ઇ. તે	થે%,
આ અમાન	 ઇન્�	ક્!%વ મા�ળાખું�� પ� હ	ન્�� આપ	 છે	 . તે	થે%, જે� હ� � મા�ન ન હ�તે તે�, હ� � બ	 પ�લિઝાશોન્ જે�ઉં છે� �, હ� � જાહ	� કુંરું�
છે� �  કું	 ત્યુ�� કું�ઈ �મા�ન્યુ બવડ્+ શોરૂ થેતે� નથે%, જે� તે	 મા�ન હ�યુ, તે� પછે% હ� � મા"યુ�ન	 આગોળાન% "થે�ન	 પ�"!પ�"!
કું�%શો અન	 પછે%ન% "થે�ન	 જે	  પણો માળાશો	 તે	 1 ઉમા	�%શો. %મા�ન% લિ"થેલિતે એ છે	  કું	 જ્યુ��	 કું�ઈ એકું શોબ્દ ખું��% હ�યુ છે	 ,
ત્યુ��	 આપણો	 કું�ઈ છે��%એ નહF,  તે	થે% આપણો	 કું�ઈ એકું શોબ્દન� લિવ"તે�� કું�% શોકુંતે� નથે%,  આપણો	 આગોળા વધ% શોકુંતે�
નથે%, તે� આપણો	 કુંહ% શોકું%એ કું	 ત્યુ�� �મા�ન્યુ બ�વ�+ હ�ઈ શોકુંતે�� નથે%, કું��ણો કું	 �મા�ન્યુ બવડ્+મા��થે% એકુંન� ઉપયુ�ગો
કું�વ� મા�!	 કું�ઈ અક્ષ�� નથે%. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ+ ��: 05:14)

તે	થે%, ગોવ� મા�!	, આપણો� બધ� શોબ્દ� 0 થે% છે� �  અન	 બ% 0 થે% બ%એમા �ધ% જાયુ છે	, અમા	 એમા વત્તા� ઑનથે પ�લિઝાશોન
અન	 એન પ્� ઑનથે પ�લિઝાશોનન	 મા�જે( �% આપ%શો��. તે�, તેમા��% પ�	 0 મા�� m વત્તા� 1 અન	 0 થે% n વત્તા� 1 મા�� "થે�ન�
હશો	, તે	થે% m વત્તા� 1 ન� અથે+ એ છે	 કું	 હ� � તેમા���મા�� છે	લ્�% "થે�ન	થે% આગોળા ગોયુ� છે� � અન	 બધ� અક્ષ��ન	 તે(!% ગોયુ� છે� � . તે	વ%
જે �%તે	 બ% મા�� n વત્તા� 1 એન� અથે+ એ છે	 કું	 આપણો	 v શોબ્દન% અ�તે �ધ% પહUચે% ગોયુ� છે	 . તે	થે%, આપણો	 જે	 કુંહ્યો�� છે	 તે	 છે	
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કું	 જે� આપણો	 તેમા���મા�� શોબ્દન� અ�તે �ધ% પહUચે%શો��,  તે� પછે% આપણો	 કું�ઈ જેગ્યુ�એ હ�ઈએ,  ત્યુ�� કું�ઈ કું�માન્ નથે%
શોબ્દન�, તે	થે% �મા�ન્યુ બ�વ�+ન% ��બ�ઈ 0 છે	. તે	વ% જે �%તે	, જે� આપણો	 v મા�� શોબ્દન� અ�તે �ધ% પહUચે% ગોયુ� હ�યુ, તે�
આપણો	 જ્યુ�� પણો હ�ઈએ ત્યુ�� કું�ઈ �મા�ન્યુ બવ�+ ��બ�ઈ 0 નથે%. તે	થે%, જે� આપણો	 આ બ	મા�� નથે% ડિકું"�ઓ, આપણો	
શોબ્દન� અ�તેમા�� નથે%, તે� પછે% આપણો	 એ ચેકું�%શો�� કું	 એઆઈ બ%જે	  મા�ન છે	 , જે� Ai બ%જે	  મા�ન નથે%, તે� આપણો	
ઘો�ષાણો� કું�%એ છે%એ કું	  આપણો	 પહ	�� જે�યુ��  છે	  કું	  7થે% ���બ% �મા�ન્યુ બવ�+  �થે	  ��બ�ઈ  0  છે	.  નહિંહતે�,  અમા	
મા(લ્યુપ(વ+કું ગોણોતે�% કું�%એ બ�ન	 શોબ્દ�મા�� આગોળાન� "થે�ન	 અન	 તે	ન	 1 ઉમા	��, કું��ણો કું	 આપણો	 તે	 શોબ્દ 1 થે% વધ��% શોકું%એ
છે%એ, કું��ણો કું	 ai equal to b j. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ+ ��: 06:24)

તે	થે%, આપણો	 તે	ન� મા�!	 યુ�દગો�� ડિ�કુંર્સિવ ફ�ક્શોન �ખું% શોકું%એ છે%એ, પ��તે� અમા	 આ મા"યુ� મા�!	 ��યુન	લિમાકું પ્રો�ગ્રે�હિંમાગો
�લ્યુ�શોનન% ગોણોતે�% કું�વ�ન% %ધ% �%તે	 પ્રોયુ� કું�%શો��. તે	થે%, અમા��% પ�	 �મા�ન્યુ �%તે	 ફ�મા+ન% એ�%�બ્લ્યુ�, આઇજે	;
આ મા(ળાર્ભ(તે ઉપ મા"યુ� છે	 . તે�, પહ	��ન% વ"તે�મા��થે% આપણો	 જે	  જે�યુ�� છે	  તે	 એ છે	  કું	 જે� મા��% પ�	 Ai મા�ન બ%જે	
હ�યુ, તે� હ� � Ai Plus 1, Bj Plus 1 ન	 જે�વ�ન% જેરૂ� છે	, તે	થે% LC, IW, LCW ij LCW i plus 1 અન	 j plus 1 પ�
આધ�� ��ખું	 છે	. અમા	 આ પ્રોકું��ન% ઉપપ્રો�બ્�	મા લિનર્ભ+�તે� છે	, દ�	કું હિંબદ�એ મા(લ્યુન	 ન%ચે	 આપ	�� એકું તે�ફ ધ્યુ�ન આપવ�ન%
જેરૂ� છે	. તે	થે%, આપણો% પ�	 "પષ્ટ છે	 કું	 આ અમા�રું� છે	  અન	 આ આપણું� જે છે	 , તે	થે% તે	ન	 જે�વ�� અન	 �ખુંવ�ન�� છે	. તે�,
તે	થે%,  આપણો� �મા	�ન �થે	 આપણો	 એ�	 પ�છેળાન% તે�ફ દ��%એ છે%એ જે	  છે	,  જે� આ ચે�� પ� આધ�� ��ખું	 છે	,  તે�
આપણો	 એકું તે%� દ���, જે	  લિનર્ભ+�તે�ન	 ઉ�!�વ% (ચેવ	 છે	. તે	થે%, હ� � તે	 ન%ચે	 તે%� પ� જેવ� પહ	��, તે%�ન� તેલિળાયુ	 ગોણોતે�%
કું�વ�ન% જેરૂ� છે	, હ� � આન% ગોણોતે�% કું�% શોકું�� તે	 પહ	���, તે%�, માન	 આન% ગોણોતે�% કું�વ�ન% જેરૂ� છે	. તે	થે%, હવ	, આપણો	 આ
ખું(ણો�થે% પ્રો���ર્ભ કું�% શોકું%એ છે%એ, કું��ણો કું	 તે	 કું�ઇકું પ� આધ�� ��ખું	 છે	 અન	 પછે% કું�મા કું�વ�ન�� શોરૂ કું�	 છે	. 

("��ઇ�માયુન� �દર્ભ+ ��: 07:43)

તે	થે%, જે	મા આપણો	 %મા� પ� જે�યુ��, જ્યુ�� માM એકું શોબ્દ થે�ક્યુ� છે	, જ્યુ�� ક્યુ��તે� પ્રોથેમા શોબ્દ અથેવ� બ%જે� શોબ્દ છે	. તે	થે%,
આપણો	 આ લિCવર્ભ�ષા% અન	 �હ"યુથે% આ શોબ્દન	 પ�છે� મા�કું�% દ%ધ� છે	, અમાન	 જેણો�વ� કું	 Ai અન	 b j ન% કિંકુંમાતે� શો�� છે	.
તે�, આ એકુંન�� મા(લ્યુ� છે	  અન	 આ બ%જે� મા(લ્યુ� છે	 , તે	થે% આ મા��� બ	 શોબ્દ� છે	. તે	થે%, શોરૂઆતેમા�� %મા� પ� દ�	કું ���બ%
�મા�ન્યુ બવ�+ 0 છે	, કું��ણો કું	 બ	 શોબ્દ�મા��થે% એકું ખું��% છે	 અન	 હવ	, હ� � પ�લિક્તે Cવ��� અથેવ� કું&�મા Cવ��� પ�લિક્તે Cવ���
કું&� કું�% શોકું�� છે� �. તે	થે%, ચે��� તે	ન	 બદ�% મા�!	 કું&�મા Cવ��� કું�%એ. તે	થે%, હવ	, આ હિંબદ�એ આપણો% પ�	 5 બ��બ� બ% 5
છે	, તે	થે% આપણોન	 1 વત્તા� એ�%�બ્લ્યુ� 6, 6 માળા	 છે	 અન	 તે	થે% આપણોન	 1 માળા	 છે	, બ%જે	 ક્યુ��કું % અન	 !%, ઇ અન	 !%,
પછે% !%મા�� હ�યુ છે	. .  તે	થે%,  બ�કું% દ�	કું જેગ્યુ�એ,  તે	 ફક્તે  0 છે	,  કું��ણો કું	 મા(લ્યુ મા	ળા ખું�તે�� નથે%.  તે	થે%,  જે� હ� � પહ	��ન��
અથેવ� "તે�ર્ભ પ� જાઉં છે� �. અહF, મા�ત્ર એકું જે જે	  કુંહ	વ�� છે	 તે	 ઇ અન	 ઇ છે	, પ��તે� ત્યુ�� કું��ણો કું	 પછે%ન�� 0 છે	. તે	થે%, માન	 1
વત્તા� 0 માળા	 છે	. જે� હ� � પ�છે�� એકું પ� જાઉં, તે� વ�"તેવમા�� વ	લ્યુ� ન�, ત્યુ�� છે	  કું�ઈ r મા�� ર્ભ�ગ્યુ	 જે, તે	થે%, બવ�+ 0 ન%
બધ% કિંકુંમાતે� છે	, જે� હ� � આગો�% વ"તે� પ� આવ%શો, તે� ફ�%થે% મા��% પ�	 એકું જેગ્યુ� છે	 જ્યુ�� % અન	 % મા	ચે છે	 . તે	થે%, હ� �
કુંહ� � છે� �  કું	 અહFથે% શોરૂ થેતે� 7થે% ���બ� �મા�ન્યુ બવ�+ 1 વત્તા� જે	  છે	  તે	 !% અન	 આ� થે�યુ છે	 , પ��તે� !% અન	 આ� 1
વત્તા� 0 થે% મા	ળા ખું�તે�� નથે% અન	 હવ	, કું��ણો કું	 આ % હવ	 ઇ Cવ��� આગોળા વધ% �હ્યો�� છે	. તે	થે%, આ પ� માન	 ��ગો	 છે	 કું	 તે	
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1 વત્તા� તેલિળાયુ	 જે	  પણો થે�યુ છે	 , તે	થે% તે	 1 વત્તા� 1 એ 2 છે	 અન	 તે	 જે �%તે	, માન	 ��ગો	 છે	 કું	 તે	 S અન	 S ન�� મા	ચે છે	 અન	 તે	
1 વત્તા� જે	  પણો ન%ચે	 છે	  તે	  3 થે�યુ છે	.  તે	થે%,  આપણો	 આ �%તે	 ઓળાખું%એ છે%એ,  આપણો	  3 એન્ટ્રૅ% મા(કું% છે	.  તે	થે%,  આ
ચે�ક્કું કું�ષ્ટકુંમા��, તે	 થે���� �હ"યુમાયુ છે	, જ્યુ�� જેવ�બ છે	. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ+ ��: 09:33)

તે	થે%, આપણો	 શો�� કું�વ�� છે	 તે	 7થે% મા�!% વ	લ્યુ� �થે	 એન્ટ્રૅ% માળા% છે	, આ ડિકું"�મા�� 2 કું�મા� 0, આ આપણું� 7થે% મા�!�� મા(લ્યુ
છે	. તે	થે%, આ આપણોન	 કુંહ	 છે	  કું	 આ બ	 શોબ્દ� વચ્ચે	, 7થે% ���બ% �મા�ન્યુ �વ+ર્ભ7મા ��બ�ઈ 3 છે	. જે	મા માM પહ	�� કુંહ્યો��
હતે�� તે	મા,  આપણો	 ફક્તે 7થે% ���બ% �મા�ન્યુ બવ�+ન% ગોણોતે�% કું�% �હ્યો� છે%એ,  તે	થે% આપણો	 વ�"તેવમા�� બવ�+ શોબ્દ
કું	વ% �%તે	 શો�ધ% શોકું%એ. ઠી%કું છે	, આપણો	 ખું�	ખું� આ ડિકું"�મા��, �ળાતે�થે% વ��ચે% શોકું%એ છે%એ, આપણો	 જાણો%એ છે%એ કું	
ત્યુ�� ��બ�ઈ 3 ન�� 7થે% ���બ�� �મા�ન્યુ બવ�+ છે	; તે	ન� માતે�બ એ છે	 કું	, તે	 ��બ�ઈ 2 અન	 તે	થે% વધ� શોબ્દ Cવ��� ફળા
થેવ�� આવશ્યુકું છે	. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ+ ��: 10:06)

તે	થે%, આ લિવલિશોષ્ટ લિત્રકું�ણો આપણોન	 કુંહ	 છે	 કું	 શોબ્દ�મા�� કુંયુ� અક્ષ�� છે	 અન	 જે� હ� � આ કુંણો+ન	 ફક્તે એકું "તે�ર્ભ બ�ન	 પ� મા�કું��
છે� �,  તે� માન	  c, c  મા�� શોબ્દ માળા	 છે	.  તે	થે%,  આપણો	 આ ઉદ�હ�ણોમા�� જે�યુ�� કું	,  આપણો	 ��બ�ઈન% ગોણોતે�% કુંયુ�+ પછે%,  આ
ઉકું	�ન	 વ��ચેવ�� ખું(બ �ળા છે	. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ+ ��: 10:22)

તે	થે%, અહF આ ચે�ક્કું અલ્ગો�ડિ�ધમાન� કું	!��કું કું�� છે	, ��યુન	લિમાકું પ્રો�ગ્રે�હિંમાગો વઝા+ન, ફક્તે તે	ન	 ઓછે� ગો(�ચેવણોમા�� ��વવ�
મા�!	, માM i અન	 j ન% જેગ્યુ�એ, r અન	 c ન% ચે��ન� "પષ્ટ ઉપયુ�ગો કુંયુc છે	. તે	થે%, r એ પ�લિક્તે છે	, તે	 આ �%તે	 હતે% અન	 c
આ �%તે	 જાયુ છે	. તે	થે%, આપણો	 જે	  કુંહ%એ છે%એ તે	 છે	 કું	 શોરૂઆતેમા�� જે� હ� � છે	લ્�� "તે�ર્ભન	 જે�ઈ �હ્યો� છે� � , તે� આ બધ� 0
છે	 અન	 તેમા	 ન%ચે	ન% પ�લિક્તે જે�ઈ �હ્યો� છે�, યુ�દ ��ખું� કું	 ક્રમા��કું 0 થે% n વત્તા� 1 અન	 0 થે% એમા વત્તા� 1 થે% છે	. તે	થે%, અમા	
ન%ચે	 પ�લિક્તે જે�ઈ �હ્યો� છે%એ, જ્યુ��	 પ�લિક્તે �ખ્યુ� n વત્તા� 1 છે	, દ�	કું "તે�ર્ભ 0 છે	. તે	થે%, આ 0 ન% મા(કું	 છે	. તે	થે%, આ બ	
�	ખું�ઓ મા�ત્ર વ"તે�ઓન	 વહન કું�	 છે	,  હવ	 આપણો	 શો�ધવ�� પ�શો	,  યુ�દ ��ખુંવ�� છે	  કું	 આખું�	 જેવ�બ આપવ� મા�!	 આખું%
એ�	મા�� માહત્તામા પ�લિઝાશોન શો�ધવ�ન�� ધ્યુ	યુ છે	, તે	થે% અમા	 અહF મા(લ્યુ �થે	 તે	ન� ટ્રૅTકું ��ખું%એ છે%એ. તે	થે%, આપણો	 પ્રો���લિર્ભકું
ધ��%એ છે%એ કું	 ��બ�ઈ 0. ન�� માહત્તામા �મા�ન્યુ બવ�+. હવ	, આપણો	 શો�� કું�%એ છે%એ, આપણો	 ફક્તે "તે�ર્ભ Cવ��� પ�લિક્તે
અન	 પ�લિક્તે Cવ��� "તે�ર્ભ પ� જાઓ, તે	થે% આપણો	 n થે% 0 �ધ% દ�	કું "તે�ર્ભ પ� જેઈએ છે%એ, તે	થે% આપણો	 કું&�મા Cવ���
"તે�ર્ભ કું�%એ છે%એ અન	 દ�	કું "તે�ર્ભ, અમા	 પ�લિક્તેથે% ન%ચે	થે% !�ચે �ધ%, એમાથે% 0 �ધ% જેઈએ છે%એ. અમા	 શોબ્દ પ�લિઝાશોન
આ� અન	 પ�લિઝાશોન % એ યુ� જે�ઓ,  આ� ઇક્વ� બ%,  %.  જે� એમા હ�યુ તે�,  હ� �  1  ઉમા	�% શોકું��,  એ�%�બલ્યુ� હ�વ��
જે�ઈએ, તે	થે% જે� મા��% પ�	 ua બ�� c ન% મા�ન છે	, તે� ���બ% �મા�ન્યુ શોબ્દ, ��બ�ઈ ���બ�� �મા�ન્યુ બવ�+ આ�% 1
વત્તા� ઉમા	�� પ્� 1 % વત્તા� 1. નહિંહતે�, 0 જે�, કું��ણો કું	 ત્યુ�� કું�ઈ �મા�ન્યુ શોબ્દ નથે% અન	 જે� ગોણોતે�% કું�	��� નવ�� મા(લ્યુ
અત્યુ�� �ધ% જે	!�� મા(લ્યુ કું�તે�� મા(લ્યુવ�ન છે	,  તે� હ� � વતે+મા�ન મા(લ્યુન	 અપ�	! કું�%શો અન	 અ�તે	,  અ�તે આ ��બ�ઈ ��વશો	.
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તે	થે%, આ કું&�મા Cવ��� આ વ"તે� "તે�ર્ભન	 પ્રોડિક્રયુ� કું�વ� મા�!	ન� એકું %ધ� આગોળાન� મા�ગો+ છે	 , તેમા	 આ બ�ન	 પ્રો	�ણો�ઓન	
અન	 પ�લિક્તે Cવ��� પ�લિક્તેન	 ��કું% શોકું� છે�, જે	થે% તે	 એકું કું�તે છે	. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ+ ��: 12:27)

તે	થે%,  આપણો	 અગો�ઉ જે�યુ�� છે	  કું	 જે� આપણો	 દ�	કું "થે�ન પ� આ�ખું	 જે�એ છે	  અન	 તે	 લિ"થેલિતેન	 શોરૂ કું�તે� શોબ્દન	 "કું	ન
કું�વ�ન� પ્રોયુ� કું�%એ છે%એ, તે� અમાન	 કું�ઈકું માળા	 છે	 જે	  ઓ�+� m, n ચે�� છે	. હવ	, આ ઉકું	� જ્યુ��	 કુંદ એમા !�ઇમા n
ન% કું�ષ્ટકું ર્ભ�વ� મા�!	 જેરૂ�% છે	,  તે� દ	ખું%તે% �%તે	,  એમા !�ઇમ્ n !	બ�મા�� દ�	કું એન્ટ્રૅ%ઝા,  આપણો	 ફક્તે તે	ન	 ર્ભ�વ� મા�!	
પ���શો%ઓન	 જે�વ�� જે�ઈએ. તે	થે%, તે	 તેતે માયુ ઑપ�	શોન છે	. તે	થે%, એમા !�ઇમ્ એન એન્ટ્રૅ%ઝા, આપણો	 તે	ન	 m વખુંતે
n વખુંતે ર્ભ�%એ છે%એ. તે	થે%, આપણો% પ�	 ઓ�+� n1, m n છે	. જે� ગોલિતેશો%� પ્રો�ગ્રે�હિંમાગોન� ઉપયુ�ગો કું�%એ તે�, અમા	 તે	
કુંયુ�d છે	, પ��તે� જે� મા	મા�ઇઝા	શોનન� ઉપયુ�ગો પણો કું�વ�મા�� આવ	 છે	, તે� તેમાન	 મા�ન જેવ�બ માળાશો	, યુ�દ ��ખુંવ�� જે�ઈએ, ત્યુ��
એકું પ�ન��વર્સિતેતે કું�લ્ન� ખુંચે+ થેઈ શોકું	 છે	 અન	 વ�"તેલિવકું અમા�%કું�ણો માયુન% શો�તે� હ�ઈ શોકું	 છે	. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ+ ��: 13:04)

તે	થે%, હવ	 આપણો	 એકું કું�તે�� વધ� �મા�ન્યુ બવ�+ શોબ્દન% તે��ન�મા�� થે��% વધ��	 �મા�ન્યુ મા"યુ� જે�ઈ શોકું%એ છે%એ જે	
વધ� �પ્રોદ �%તે	 ગોણોતે�%ત્માકું છે	. તે	થે%, જે� આપણો	 કું�ઈ ચે�ક્કું મા	ળા ન શો�ધ%એ, પ��તે� આપણો	 "વયુ�ન	 કું	!��કું અક્ષ�� છે��%
દ	વ�ન% મા�જે( �% આપ%એ છે%એ. તે	થે%, આપણો% પ�	 ઉપ-શોબ્દ નથે%, તે	 આપણોન	 કું	!��કું અક્ષ�� અન	 હવ	 છે��વ�ન% છે( !
આપ	 છે	, જે� તેમા	 જાણોવ� મા��ગો� છે�, કું	!��કું અક્ષ��ન	 છે�ડ્યુ� પછે%, 7થે% ���બ% મા	ચે આપણો	 શો�ધ% શોકું%એ છે%એ. તે	થે%,
હવ	, આપણું� અગો�ઉન�� ઉદ�હ�ણો, તે	મા��ન� કું	!��કું મા�ન છે	, જે	મા કું	 કું�ઈ પણો અક્ષ�ન	 છે�ડ્યુ�� લિવન� હ� � 6 મા	ળાવ% શોકું�� છે� �, હ� �
તે	ન	 �ધ��% શોકું��  તે	મા નથે%,  આપણો	 તે	ન	 લિવર્ભ�જીતે કું�%શો��,  હ� �  તે	ન	 �ધ��% શોકું��  નહF.  પ��તે�,  હવ	 જે� હ� �  લિCવર્ભ�ષા% અન	
�હ"યુન	 જે�ઉં, તે� પહ	�� આપણો	 ફક્તે 3 મા	ચે 	કુંન્�, 	કુંન્�ન% ��બ�ઈ ધ��વતે% હતે%, પ��તે� હવ	 હ� � ��બ�ઈ 4 ન	 મા	ચે કું�%
શોકું�� છે� �, કું��ણો કું	 અહF જે� આપણો	 તે	ન	 ઉમા	�%શો��, તે� અહF હ� � બ	 અક્ષ�� મા(કું% શોકું�� છે� �  અન	 મા	ળાવ% શોકું�� છે� �  !%. તે	થે%, હ� � ખું�	ખું�
મા	ચે મા	ળાવ% શોકું�� છે� �  જે	��બ�ઈ 4 છે	, તે	વ% જે �%તે	 આ બ	 ડિ��	ક્!� અન	 	ક્ર	!�%મા��, અગો�ઉ આપણો	 ફ�% આવ્યુ� હતે�, અન	
અમા��% પ�	 ec, ec હતે%. પણો, હવ	 આ મા�દ્દે� Cવ��� હ� � ઇક્!� મા	ળાવ% શોકું�� છે� � , જે	મા કું	 ectr, મા�ન �%તે	 હ� � retr મા	ળાવ% શોકું��
છે� �, હ� � retr મા	ળાવ% શોકું�� છે� �. તે	થે%, જે� આપણો	 "વયુ�ન	 પત્રન	 છે��% દ	વ�ન% મા�જે( �% આપ%એ છે%એ કું��ણો કું	 મા	ચે કું�તે� વધ� ક્રમા
માળા	 છે	 અન	 આન	 7થે% ���બ% �મા�ન્યુ અન�ગો�મા% કુંહ	વ�મા�� આવ	 છે	. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ+ ��: 14:32)

તે	થે%, આપણો	 તે	ન� લિવશો	ન� 7થે% ���બ% �મા�ન્યુ બવ�+ શોબ્દન� �દર્ભ+મા�� લિવચે��% �હ્યો� છે%એ કું	 હ� � હવ	 કું�% શોકું�� છે� � , જે�
હ� � ચે�ક્કું 	ગોમા	ન્!ન	 મા	ચે કુંરું� છે� �, તે� હ� � જેમાણો% બ�જે�થે% મા	ચે કું�વ�ન�� ચે��� ��ખું% શોકું�� છે� �. તે	થે%, હ� � બ�ન	 (ચેકું��કું� આગોળા
વધવ� દ�. તે�, હ� � ગ્રે%�મા�� ન%ચે	 અન	 જેમાણો% બ�જે�  જેઈ શોકું�� છે� �  અન	 મા	ચે જ્યુ�� ત્યુ�� છે	 ત્યુ�� બ%જા "થે�ન	 જે�ઈએ છે%એ. તે�,
પહ	���, આપણો% પ�	 	કું�� વચ્ચે	 ત્રણો "તે�ન% મા	ચે હતે%, અન	 પછે% આપણો	 d વચ્ચે	 એકું �	વ� મા	ચે ઉમા	�%એ છે%એ. તે	થે%,
હ� � આ બ�ન	ન	 ચે�� "તે�ન% 7થે% ���બ% �મા�ન્યુ અન�ગો�મા%ન% જે	મા જે��% શોકું�� છે� �, પ��તે� આપણો	 અન�ગો�મા% ગોણોતે�%ન	 ત્યુ��
વધ� %ધ% �%તે	 કું�%શો��. 
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("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ+ ��: 15:04)

તે	થે%, આપણો	 ���બ� માયુ �ધ% �મા�ન્યુ અન�ગો�મા% મા"યુ� �પ્રોદ કું	મા છે	 તે	 જે�વ� મા�!	 ઉપયુ�ગો% થેઈએ તે	 પહ	���. તે	થે%,
આ લિવ"તે��ન� એકું બ�યુ� ઇન્ફ�માf!%ક્ છે	.  તે	થે%,  જીવલિવજ્ઞા�ન% એ ઓળાખુંમા�� � ધ��વ	 છે	  કું	 આન�વ�લિશોકું ર્ભ�વન�મા�� બ	
જાલિતેઓ કું	!�% નજીકું છે	. તે	થે%, જે� આપણો	 �%.એન.એ. જે�ઓ, તે� આપણું� �%એનએ મા�ખ્યુત્વ	 કુંદ 4 ન� મા(ળા�ક્ષ� પ� ���બ%
શોબ્દમા�ળા� છે	. તે	થે%, આ 4 પ્રો�!%ન છે	, તે	 એકું �%એનએ બન�વ	 છે	, એ, !%, જી, % �લિક્ષપ્તેમા�� છે	  તે	થે% હવ	, જે� આપણો	
�%એનએન� બ	 શોબ્દમા�ળા�ઓ અન	 �ખું�વવ�ન% કું�દ�તે% �%તેન	 જે�એ છે	, તે� તે	ઓ એકુંબ%જા પ�	 કું	!��� નજીકું છે	 તે	 પ(છેવ�
છે	, તે	ઓએ અહF અન	 ત્યુ�� કું	!�%કું વ"તે�ઓન% ડ્રો�પન	 કું	વ% �%તે	 � �%તે	 ગો�ઠીવ% છે	 . તે	થે%, તે	 એકું વધ���ન% જાલિતેઓ અન	
અન્યુ જાલિતેઓ હ�ઈ શોકું	 છે	 જે	 થે��� વધ���ન� જીન તે�%કું	 બ%જે� �  કું�ઈકું છે	 અન	 જે� તે	 જીન્ છે��	 છે	 , તે� બ%જે� �  બધ�� એકું જે
છે	, પ��તે� આ જેન%ન� થેઈ શોકું	 છે	, તે	 બ	 જાલિતેઓમા�� જે� દ� જે� દ� "થે�ન� હ�ઈ શોકું	 છે	. તે	થે%, એવ�� નથે% કું	 ત્યુ�� એકું �મા�ન્યુ
ર્ભ�ગો છે	,  અન	 તે	 પછે% એકું વધ���ન� ર્ભ�ગો છે	,  તે	ન� બદ�	 નવ� જેન%ન� અન્યુ જીન્મા�� ફ	��યુ	�� છે	 .  તે	થે%,  આપણો	
જાણોવ�ન% જેરૂ� છે	  કું	, જે� આપણો	 થે��� જેન%ન�મા��થે% એકું અન	 થે��� જીન્મા�� ઘો!��� કું�% શોકું%એ તે� બ%જી બ�જે�  �%પ
પ� હ�ઈ શોકું	 છે	. તે	થે%, તે	 UNIX અથેવ� LINUX કું�ઈપણો �બ�લિધતે ઑપ�	કિં!ગો લિ"!માન� ઉપયુ�ગો કું�તે% 7થે% ���બ%
�મા�ન્યુ અન�ગો�મા% મા"યુ� છે	, ત્યુ�� કુંમા�ન્� કું�� DIFF છે	, જે	 તેમાન	 બ	 !	ક્"! ફ�ઇ�� �થે	 તેપ� કું�વ�ન% મા�જે( �% આપ	
છે	 અથેવ� તે	માન% વચ્ચે	 ન્યુ(નતેમા તેફ�વતે શો�ધ	 છે	. તે	થે%, �%આઈએફએફ આદ	શો પણો ���બ% �મા�ન્યુ અન�ક્રમાલિણોકું� કું�	 છે	, તે	
એકું અક્ષ� તે�%કું	 દ�	કું ��ઇન �ધ% પહUચે	 છે	  અન	 તે	 કુંહ	 છે	,  ઓછે�મા�� ઓછે� �	ખું�ઓ શો�� છે	,  હ� � આ બ�ન	 ફ�ઇ�� વચ્ચે	
છે��% શોકું�� છે� �, 4 હ� � તે	માન	 મા	ચે કું�% શોકું�� છે� � , અન	 પછે% તે	 તેમાન	 કુંહ	 છે	 કું	 કું	વ% �%તે	 પ�છે� વ"તે�ઓ દ�ખું� કું�વ� મા�!	. પ��તે�,
મા(ળાર્ભ(તે �%તે	 તે	 તેમાન	 કુંહ	વ� મા�!	 7થે% ���બ% �મા�ન્યુ અન�ગો�મા% ગોણોતે�% કું�% �હ્યો�� છે	 , એકુંબ%જાન	 કું	!�% નજીકુંન% !	ક્"!
ફ�ઇ�� છે	. તે	થે%, આ ���બ% �મા�ન્યુ અન�ગો�મા% મા"યુ� મા�!	 પ�ષ્કુંળા એલિપ્�કું	શોન છે	. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ+ ��: 16:52)

તે	થે%, ચે��� આપણો	 આ 7થે% ���બ% �મા�ન્યુ અન�ગો�મા% મા"યુ�ન� ઇન્�	ક્!%વ "ટ્રૅક્ચે�ન	 %ધ� જે માજીએ, 7થે% ���બ%
�મા�ન્યુ બવ�+ ફMકું%એ નહF. તે	થે%, નUધ કું�વ�ન% પ્રોથેમા વ"તે� એ છે	  કું	 જે� હ� � આ બ�ન	 વચ્ચે	 આ 7થે% ���બ% �મા�ન્યુ
બ�વ�+ શો�ધ% �હ્યો� છે� �, તે� માન	 ��ગો	 છે	 કું	 0 એ હકું%કુંતે છે	 કું	 બ% 0 ન% બ��બ� છે	. હવ	, હ� � દ�વ� કુંરું� છે� �  કું	, હ� � તે	ન	 ઉકું	�મા��
જે��વ�� જે�ઈએ,  અન	 પછે% બ�કું%ન� મા�ધ�ન મા�!	 જે�ઓ.  તે	થે%, મા��	 કું�ઇકું કું�વ�� જે�ઈએ, જ્યુ�� હ� � કુંહ� � છે� �  કું	 એકું મા	ચે 0
મા�ન છે	,  અન	 પછે% માન	 (લિચે જે જે�ઈએ. તે	થે%,  આન	 દ�%�ન% થે��%કું જેરૂ� છે	, કું��ણો કું	 તે	 હ�ઈ શોકું	 છે	  કું	 આ શ્રે	ષ્ઠ
નથે%. તે	થે%, યુ�દ ��ખું� કું	 આ એકું ���ચે જે	વ% વ"તે� છે	 ; આપણો	 કુંહ% �હ્યો� છે%એ કું	, કું��ણો કું	 0 બ��બ� બ% 0 મા	ચે થે�યુ છે	,
અન	 પછે% આગોળા વધ�. 

("��ઇ�માયુન� �દર્ભ+ ��: 17:44)

તે	થે%, કું�ઈ દ�%� કું�% શોકું	 છે	  કું	, આ �"તે� નથે%, હ� � જેવ� મા��ગો�� છે� �, 0 ન% કુંલ્પન� કું�વ%, વ�"તેવમા��, બ% 2 થે% મા	ળા ખું�વ��
જે�ઈએ, તે	 શ્રે	ષ્ઠ ઉકું	� હશો	. તે	થે%, ��� લિવચે�� એ 0 થે% 0 થે% મા	ળા ખું�તે� નથે%, 0 એ 0 થે% મા	ળા ખું�યુ છે	, પ��તે� હવ	 ધ્યુ�ન
આપ� કું	 જે� 0 બ% 2 �થે	 મા	ળા ખું�તે�� હ�યુ, કું��ણો કું	 તે	 અન�ગો�મા% છે	, તે� પછે% �ખુંવ� મા�!	 કું�ઇકું, કુંહ	 છે	 કું	 1 એ કું�ઈકું હ�વ��
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જે�ઈએ જેમાણો% તે�ફ, આ �	ખું�ઓ, મા��% પ�	 એવ% કું�ઈ વ"તે� નથે% જે	  આન� જે	વ% પ્રોડિક્રયુ� કું�	 છે	 , હ� � પ્રોડિક્રયુ� �થે	 કું�ઈ
મા	ચે કું�% શોકુંતે� નથે%. કું��ણો કું	, તે	 જે અન�ક્રમામા�� આવશ્યુકું છે	 , તે	થે% જે� 0 થે% બ% 2 મા	ચે, જેમાણો% બ�જે�એ એકું વ"તે� મા	ળા
ખું�તે% હ�યુ, તે� 2 ન	 હજી પણો જેમાણો% બ�જે�એ કું�ઇકું માળાવ�� જે�ઈએ અન	 બ%જે� � . તે	થે%, આ તેમા�મા મા	ચે� એકુંબ%જાન	 પ્રો�	
કુંયુ�+ લિવન� ન%ચે	થે% ઉપ�ન� શોબ્દથે% તેલિળાયુ� �ધ% જાયુ છે	 . તે	થે%, હવ	, જે� હ� � આ �લ્યુ�શોન �ઈશો અન	 હ� � 0 અન	 બ% 0 ન	
જાણું� છે� �, તે� હ� � ખું�	ખું� આ તે%�ન	 અહF ખું	�% શોકું�� છે� �  અન	 આ �%તે	 મા	ચે કું�% શોકું�� છે� �  અન	 આન	 દ(� કું�%શો, આ શો�� કું�શો	, તે	
મા(ળા ઉકું	�ન� ઉપયુ�ગો કું�%ન	 ���બ� માયુ �ધ% લિવક્ષ	લિપતે કું�શો	 0 મા	ચે અબ 2, પ��તે�, 0 થે% 0 ન% મા	ચે. પ��તે�, �લ્યુ�શોનન%
ગો�ણોવત્તા�ન� �દર્ભ+મા��, મા	ચે�ન% �ખ્યુ�, પહ	�� 0 મા	ચે� બ%જા ક્યુ��કું મા	ચે કું�	 છે	, હવ	 તે	 બ% 0 થે% મા	ચે થે�યુ છે	, ��બ�ઈ 7થે%
���બ% �મા�ન્યુ અન�ગો�મા% બદ��તે% નથે%. તે	થે%, દ�%�� પ�છેળા પ�છે% ફ	�વ%, તે	 કુંહ	 છે	 કું	 તે	થે% 0 જે� 0 ન% બ��બ� છે	, તે�
એ ધ��વ�� ખું(બ ��માતે છે	  કું	  0, બ% 0 મા�ધ�નન� ર્ભ�ગો બન�વ	 છે	  અન	 બ�કું%ન% મા"યુ� તે�ફ આગોળા વધ	 છે	 .  તે	થે%,
આપણો	 1 અન	 બ% 1 થે% ઉપપ્રો�બ્�	મા જે�ઈ શોકું%એ છે%એ. તે	થે%, આ પહ	�� કું	 છે	, પ્રોથેમા કું	 કુંહ	 છે	 કું	, 0 ન% બ��બ� 0
ન% બ��બ� છે	, તે� આપણો	 આ ઉપપ્રો�બ્�	માન	 1 થે% જે�ઈ શોકું%એ છે%એ. બ% 1. 

("��ઇ�માયુન� �દર્ભ+ ��: 19:15)

હવ	, જે� તે	 મા�ન નથે%, તે� તેમા	 શો�� કું�� છે� તે	ન% ખું�તે�% કું�ઈ નથે%, તે	 બન્ન	ન	 છે��વ� મા�!	 એકું ��� લિવચે�� નથે%. તે	થે%,
તે�ત્કું�લિ�કું મા�ન%એ કું	 મા��% પ�	 "ટ્રૅ� અન	 �"તે�ન% જે	મા કું�ઈકું છે	, તે	થે% મા�ત્ર એ કું��ણોથે% મા	ળા ખું�તે�� નથે%, તે	ન� અથે+ એ
નથે% કું	 હ� � બ�ન	મા�� હ�વ�� જે�ઈએ, તે� તે	 એન	 જીવ�તે ��ખુંવ� મા�!	 હ� � આગો�� એ �થે	 મા	ચે કું�વ�� જે�ઈએ. તે	થે%, બન્ન	 ત્યુ��
હ�ઈ શોકુંતે� નથે%, કું��ણો કું	 તે	ઓ એકુંબ%જા �થે	 નથે% હ�તે� અન	 એ જેમાણો% બ�જે�એ કું�ઇકું મા	ળાવ	 છે	 અન	 તે	ન� મા�!	 કું�ઇકું
માળાતે�� નથે%. જે� તે	ઓ બન્ન	 જે� દ� હ�યુ, જે� તે	ઓ મા�ન નથે%, તે� આ કું�ઈકું ત્યુ��થે% મા	ળા ખું�વ�� જે�ઈએ અન	 આ અહF કું�ઇકું
મા	ળા ખું�વ�� જે�ઈએ અન	 બ�ન	 થેઈ શોકુંશો	 નહF. કું��ણો કું	, તે	ઓ પ�� કું�શો	, આ અમા	 મા�જે( �% આપ% ન હતે%, તે	થે% તે	મા��ન� એકું
મા�ત્ર બ%જા શોબ્દન% જેમાણો% બ�જે�થે% કું�ઇકું મા	ળા કું�% શોકું	 છે	 ,  પ��તે� આપણો	 તે	 જાણોતે� નથે%.  તે	થે%,  આ અલિનવ�યુ+ ઉકું	��ન��
�મા�ન્યુ લિCધ��તે એ છે	  કું	 તેમા	 એકું અથેવ� બ%જાન	 પ�દ કું�વ� મા�!	 �ખુંતે� નથે%.  તે�,  જે� હ� � બ% છે��%શો અન	  0 ન	
છે��%શો,  તે� માન	 એકું ઉકું	� માળા	 છે	,  માન	 એકું ઉપપ્રો�બ્�	મા માળા	 છે	  જે	ન� 1 થે% છે� �  અન	 બ% 0 થે% બ% એમા હ�યુ છે	.  જે�
બ%જી તે�ફ, હ� � 0 અન	 એકું ડ્રો�પ બ% 0 ��ખું�� છે� �, તે� પછે% 0 અવશો	ષા છે	, પ��તે� બ% 1 થે% જાણો% શોકું�� છે� �, આ મા��� બ	 �ર્ભલિવતે
પ	!�પ્રોવ�હ છે	  જે	  જાણો%ન	 છે	  કું	 0 અન	 બ% બ�ન	 ત્યુ�� હ�ઈ શોકુંતે� નથે%. પ��તે�, મા��	 તે	મા��ન� એકુંન	 ત્યુ�� �હ	વ�ન% પ�વ�નગો%
આપવ% જે�ઈએ, અન્યુથે� માM કું	વ% �%તે	 બ ઑલિપ્!મા�ઇઝા �લ્યુ�શોન બન�વ્યુ��. તે	થે%, તે	મા��ન� એકુંન	 છે��% દ	વ��, તે	 ન�કું�%ન�
શો	ડ્યુ(� કું	મા�� જે	વ�� છે	, કું��ણો કું	 તેમા	 કુંહ� કું	, જે� આ કું�યુ+ બ%જા કું�ઈ �થે	 નથે%, જે� ત્યુ�� 0 છે	, બ% 0 નથે%, બ% 0 છે	, તે�
ત્યુ�� છે	  0 ત્યુ�� નથે%, પણો તે	ન�થે% તેમા	 કુંહ% શોકુંતે� નથે%. તે	થે%, તે	થે%, હ� � આ બ�ન	 મા"યુ�ઓ લિCધ��તેમા�� હ� કુંરું� છે� �  અન	
તે	માન	 માહત્તામા,  તે	માન	 વધ� ��% �%તે	 �ઈશો.  તે	થે%,  આ ઇન્!�	લિક્!વ મા�ળાખું�� છે	,  ક્યુ��તે� પહ	�� અક્ષ� મા	ચે કું�	 છે	  જે	મા�� હ� �
શો�મા	� છે� �, તે	 મા��� અન�ક્રમા છે	  અન	 બ�કું%ન� ઉપપ્રો�બ્�	માન	 હ� કું�	 છે	 . અથેવ�, પ્રોથેમા અક્ષ� બ	 બપ્રો�બ્�	મ્ જેન�	! કું�	
છે	 તે	 મા	ચેમા�� મા	ળા ખું�તે� નથે%, એકું શોબ્દમા�� દ�	કું અક્ષ�ન	 આગોળા ધપ�વ%ન	 અન	 હ� � માહત્તામાન	 માહત્તામા �ઈશો. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ+ ��: 21:18)
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તે	થે%, હ�મા	શોન% જે	મા LCS હ� � કું�મા� જે	 કું�%એ, આઈઆઈ અન	 બ%જે	 થે% શોરૂ થેતે% મા"યુ�ન� એ�%એ મા�!	 ઊર્ભ� �હ�.
તે	થે%, જે� Ai બ��બ� બ%જે	 છે	, તે� આપણો	 કુંહ%એ છે%એ કું	, આઇજે	ન% એ�%એ 1 વત્તા� 1 વત્તા� 1 વત્તા� 1 જા વત્તા� 1
ન% એ�%એ છે	, આ કુંહ	 છે	, આપણો	 મા�ન%શો�� કું	 એઆઈ મા�ન બ%જે	 મા�ધ�ન નથે%. અન	 પછે% બ�કું%ન� ઇનપ�! �થે	
આગોળા વધ�, જે� તે	 ન હ�યુ તે�, પછે% મા��	 તે	મા��થે% એકું છે��વ�� પ�શો	. તે	થે%, કું�� તે� હ� � એ�%એ આઇ પ્� 1 મા�!	 LCS

i plus 1 comma j જે�ઉં છે� �, હ� � બ�ન	ન	 જે�ઉં છે� �  અન	 પછે% હ� � આમા��ન% માહત્તામાતેમા �	 છે	  અન	 બ%જી કું�ઈ વ"તે� નથે%,
કું��ણો કું	 વતે+મા�ન માળાતે��  નથે%.  તે	થે%,  7થે% ���બ% �મા�ન્યુ બવ�+ મા"યુ� �થે	,  અમા	 તે	 લિ"થેલિતેન	 લિવ"તેYતે કું�%શો��  જે	
શોબ્દન	 મા�પ્તે કું�વ� મા�!	 શોબ્દન% બહ�� છે	. તે	થે%, આપણો	 0 થે% m વત્તા� 1 અન	 0 થે% n વત્તા� 1 થે% જેઈશો�� અન	 જ્યુ��	
આપણો% પ�	 ઓછે�મા�� ઓછે� �  m વત્તા� 1 અથેવ�  n વત્તા� 1 હશો	,  તે� એ�%એ મા"યુ�  0 આપશો	,  કું��ણો કું	 તે	 એકું
�મા�ન્યુ અન�ગો�મા% હ�ઈ શોકુંતે% નથે%, કું��ણો કું	 એકું શોબ્દ� ખું��% �હ	શો	. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ+ ��: 22:19)

તે	થે%,  એ�%એમા�� બપ્રો�બ્�	મા ડિ�પ	ન્ન્% એ�%�બ્લ્યુ( કું�તે� થે��% વધ��	 જે!%� છે	,  એ�%�બ્લ્યુ( અમા	 ફક્તે આ
લિનર્ભ+�તે� ધ��વતે� હતે�, તે	વ�� આપણો	 કુંહ્યો�� છે	  કું	, આઇજે	એ માન	 વત્તા� 1 જે	 વત્તા� 1 પ� આધ�� ��ખ્યુ� છે	. પ��તે�, હવ	 અમા	
પણો વત્તા�  1  જા અન	  ij  પ્�  1  પ� લિનર્ભ+�તે� ધ��વ%એ છે%એ.  તે	થે%,  અમા��% પ�	  લિનર્ભ+�તે� જેમાણો% બ�જે�એ અન	
ન%ચે��થે% પણો આવ% �હ% છે	. તે	થે%, આપણો% પ�	 ત્રણો �%તેન% લિનર્ભ+�તે� છે	  કું��ણો કું	 આપણો	 જે�યુ�� છે	  કું	 આ બધ� મા(લ્યુ�
અહF 0 હ�વ�ન� છે	. તે	થે%, આ પ્રોથેમા નજીવ% મા(લ્યુવ�ન મા(લ્યુ છે	  જે	  આપણો	 ગોણોતે�% કું�% શોકું%એ છે%એ, કું��ણો કું	 તે	 બધ�
પ���શો%ઓન	 જે�એ છે	 તે	 ક્યુ��યુ ક્યુ��યુ નથે%. તે	થે%, જે� હ� � અહF ઉદ�હ�ણો તે�%કું	 જે�ઉં છે� � , તે� ન%ચે	ન�� પ��શો%ઓ નથે%, જે� હ� �
અહF પ���શો%ઓન	 ન જે�ઉં તે�. તે	થે%, એ�%એ એમા કું�મા� એન, 5 અલ્પલિવ��મા 5 આ ડિકું"�મા��, મા(લ્યુ ગોણોતે�% મા�!	
ઉપ�બ્ધ છે	, કું��ણો કું	 તે	ન% આજે�બ�જે�ન% બધ% બ�બતે� તે	ન% આપ�ન� ત્રણો અવ��બન ચે�� બધ� વ"તે%મા�� છે	. તે	થે%,
હ� � તે	 કું�% શોકું�� છે� �  અન	 પછે% હ� � ફ�%થે% પ�લિક્તે Cવ��� પ�લિક્તે કું�% શોકું�� છે� � . એકુંવ�� માન	 આ માળા% જાયુ, હ� � આ કું�% શોકું��, મા��%
પ�	 ત્રણો વ	લ્યુ� હશો	, એકુંવ�� હ� � આ કું�%શો, હ� � જેઈ શોકું�� અથેવ� હ� � ��બ% બ�જે�  જેઈ શોકું��, હ� � આ કું�% શોકું�� છે� �  અન	 તે	થે%, હ� �
લિત્રપ�ત્ર% કું�% શોકું�� છે� �, તે	થે% ચે��� તે	 કું��મા કું�%એ. કું&�મા Cવ���. તે	થે%, અમા	 બ	ઝા કું	થે% પ્રો���ર્ભ કું�%એ છે%એ, જ્યુ�� LCS

%મા� પ� 0 છે	, કું��ણો કું	 તેમા��% પ�	 ખું��% શોબ્દ �થે	 7થે% ���બ% �મા�ન્યુ અન�ગો�મા% હ�ઈ શોકુંતે% નથે%. પછે%, અમા	
પ્રોથેમા કું&�મા ર્ભ�� અન	 અહF આપણોન	 1 માળા	 છે	, કું��ણો કું	 જ્યુ��	 બ	 મા	ચે, આપણો% પ�	 1 વત્તા� %એઓ, હ� � પ્� 1,

જે	  પ્� 1 છે	. હવ	, આપણો� માતેર્ભ	દ છે	, તે	થે% જ્યુ��	 તે	 મા	ળા ન આવ	 ત્યુ��	 %, તે	થે% જે� હ� �  c ન	 જે�ઉં અન	 તે	 મા	ચે ન
થે�યુ, તે� હ� � શો�� કુંરું� છે� �  તે	વ�� મા�ન�� છે� � , માન	 ��ગો	 છે	 કું	 આમા��ન� માહત્તામામા�� માહત્તામા �	વ�ન�� છે	 . તે�, આ માહત્તામા 2 છે	, માન	 1
માળા	 છે	,  હવ	 હ� � આમા�� માહત્તામા 2 �	 છે	,  માન	 1 માળા	 છે	,  આમા�� માહત્તામા 2, માન	 1 માળા	 છે	.  તે	થે%,  7થે% ���બ% �મા�ન્યુ
બવ�+ મા"યુ�, તે	 કુંહ	 છે	  કું	 જે� વતે+મા�નન	 મા	ચે થેતે�� નથે%, તે� માન	 0 માળા	 છે	, અહF નથે%, કું��ણો કું	 માન	 આ 	! છે��વ�
અન	 મા�થે� પ� જેવ� દ	વ�ન% પ�વ�નગો% છે	 . તે	થે%, તે	થે%, આ એકું �થે	 યુ�ગ્યુ �%તે	 માળા	 છે	 . એ જે �%તે	, પહ	��ન% કું��મા �થે	
આન	 મા	ળાવવ� મા�!	ન% એકું લિમા�કુંતે, કું��ણો કું	 કું�ઇપણો આ� નથે%. હવ	, જ્યુ��	 હ� � % અન	 % �ધ% પહUચે�� છે� �  ત્યુ��	 કું	!��કું
ઉમા	�	 છે	, તે	 1 વત્તા� હ� � વત્તા� 1 જે	 વત્તા� 1 છે	. તે	થે%, આપણો	 તે	 મા	ળાવ% શોકું%એ છે%એ. તે	વ% જે �%તે	, જ્યુ��	 હ� � આગો�� "તે�ર્ભ
પ� જાઉં છે� �, ત્યુ��	 હ� � ઈ અન	 ઇ �ધ% પહUચે�� છે� �, તે	 તે	 1 વત્તા� હ� � વત્તા� 1 જે	 વત્તા� 1 છે	, તે	થે% માન	 3 માળા	 છે	. અન	 છે	લ્�	,
જ્યુ��	 હ� � આ એ અન	 એ �ધ% પહUચે�� છે� � , માન	 આ 4 અન	 હવ	 માળા	 છે	, આ 4 પ્રોચે�� કું�	 છે	, કું��ણો કું	 અહF હ� � આન�
માહત્તામા ઉપયુ�ગો કુંરું� છે� �. તે	થે%, માન	 આ 4 મા�� માહત્તામા 2 માળા	 છે	, માન	 4 માળા	 છે	. તે	થે%, આ ચે�ક્કું ડિકું"�મા�� ખું�	ખું�, 0
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કું�મા�  0 ન% LCS એ મા��� જેવ�બ છે	,  એ�%�બ્લ્યુ�મા�� યુ�દ ��ખું�,  શો�ધવ� મા�!	 માગ્રે લિગ્રે�ન% આપ� જે�ઓ,  અમા	
માહત્તામા એ�%એ, તેમા	 તે	 કું�વ� નથે% મા��ગોતે�. તેમા	 0 અલ્પલિવ��મા પ્રો�પ્તે કું�� છે� તે	 મા(લ્યુ એ તેમા	 જે	  જેવ�બ શો�ધ% �હ્યો�
છે� તે	 કું�યુ+ કું�	 છે	 ... 

("��ઇ�માયુન� �દર્ભ+ ��: 25:07)

અન	 હવ	 તેમા	 પ�થેન	 પ�છેળાથે% શો�ધ% શોકું� તે	 પહ	���,  દ�	કું મા(લ્યુ શો� મા�!	 ર્ભ�વ�મા�� આવ્યુ�� હતે��,  તે	 ર્ભ�વ�મા�� આવ્યુ�� હતે��
કું��ણો કું	 તે	 1 વત્તા� હ� � વત્તા� 1, જે	 પ્� 1 અથેવ� તે	 ર્ભ�વ� જાયુ છે	 , કું��ણો કું	 અન્યુ બ	 ન	!વક્+ �થે	 માહત્તામા, જે� તે	મા હ�યુ
તે� તે	 મા	ચે હતે%. તે	થે%,  આ 4 ઘોણું� "પષ્ટ હતે��, કું��ણો કું	 તે	 માહત્તામા હતે��, કું��ણો કું	 એ બ% મા�ન નથે%. તે	થે%,  તે	 ન%ચે	થે%
આવ્યુ�� છે	  અન	 આ 4 પણો એ મા��થે% મા�ન છે	. તે	થે%, આ અહFથે% આવ્યુ�� છે	, તે	થે% તેમા	 આ મા(લ્યુન	 શો�ધ% શોકું� છે� અન	
જ્યુ�� પણો તેમા��% પ�	 આ લિવકુંણો+ છે	 ત્યુ�� તે	 શો�ધ% શોકું�યુ છે	, કું��ણો કું	 કિંકુંમાતે મા	ળા ખું�તે% છે	. તે	થે%, વ	લ્યુ� 4 છે	 અન	 બ��બ�
ચે�� ત્ર���ત્માકું પગો��� છે	. અન	 પછે% તેલિળાયુ	 એકું, આ ચે�� મા	ચે� છે	 જે	  7થે% ���બ% �મા�ન્યુ અન�ગો�મા% �ચેન� કું�	 છે	 અન	
તેમા	 તે	 વ"તે�ન	 વ��ચે% શોકું� છે� અન	 આ અન�ક્રમાલિણોકું� �પ્રોદ�યુ બન�વ	 છે	 .  તે	થે%,  જે	મા આપણો	 કુંહ%એ તે	 પહ	�� આપણો	
કુંહ%એ કું	 તેમા	 અ�શોન	 ગોણોતે�% કું�% શોકું� છે�,  તેમા	 પ�છે� જેઈ શોકું� છે� અન	 તે	 ગોણોતે�%ન	 ફ�%થે% ચેકું�% શોકું� છે� અન	
�ક્ષ%ન	 શો�ધ% શોકું� છે� અન	 તે	ન	 ખું�	ખું� કુંહ	વ�મા�� આવ	 છે	  અન	 ખું�	ખું� જે	  શોબ્દ ખું�	ખું� આપ	 છે	  તે	ન	 મા�જે( � કું�વ�ન%
જેરૂ� છે	. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ+ ��: 26:07)

તે	થે%,  એ�%�બ્લ્યુ� મા�!	 એ�%એ મા�!	ન� કું�� થે��� �ળા છે	,  કું��ણો કું	 આપણોન	 આ માહત્તામા મા(લ્યુન� ટ્રૅTકું ��ખુંવ�ન%
જેરૂ� નથે% અન	 વmલિવધ્યુર્ભ� થે�યુ છે	 , કું��ણો કું	 આપણોન	 મા�ત્ર 0 પ� મા(લ્યુ શો�ધવ�ન% જેરૂ� છે	. %. તે	થે%, પહ	�� આપણો	
આ� અન	 % ન� ઉપયુ�ગો કું�તે� હતે� કું	 જે	થે% થે��% "પષ્ટતે� થે�યુ કું	 પ�લિક્તેઓ આ �%તે	 જાયુ છે	 અન	 કું&�મા આ �%તે	 જાયુ છે	 .
તે	થે%, કું&�મા 0 થે% n વત્તા� 1 થે% જાયુ છે	  અન	 પ�લિક્તેઓ 0 થે% એમા વત્તા� 1 થે% જાયુ છે	. તે	થે%, અમા	 %મા�ન	 0 થે% પ્રો���ર્ભ
કું�%એ છે%એ,  અન	 પછે% આપણો	 કું&�મા પ�લિક્તે Cવ��� ન%ચે	થે% ઉપ�થે% પ�લિક્તે Cવ��� "તે�ર્ભ કું�%એ છે%એ,  જે� બ�ન	  છે	
બ��બ�, પછે% તેમા	 ન%ચે	 વત્તા� 1 વત્તા� ઉમા	�� છે�. જે� બન્ન	 મા�ન નથે%, તે� હ� � આ બ	 મા(લ્યુ�ન� માહત્તામા ઉપયુ�ગો કુંરું� છે� �
અન	 આખું�	, જ્યુ��	 આ ર્ભ�	��� છે	, માM કિંકુંમાતે �ખું% છે	, તે	 0 અલ્પલિવ��મા છે	. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ+ ��: 26:53)

તે	થે%, આ છે	 એ�%�બ્લ્યુ�ન% જે	મા, અમા	 મા(ળારૂપ	 એમામા�� ર્ભ�%એ છે%એ, એન કુંદન� કું�ષ્ટકુંમા�� કું�ષ્ટકુંન% દ�	કું એન્ટ્રૅ% ગોણોતે�%
કું�વ% હ	��� છે	,  તે	 ત્રણો પ���શો%ઓન% દૃલિષ્ટમા�� ફક્તે તેતે જે �	 છે	 .  અન	 તે	થે%,  એકું�દ�	 ગોલિતેશો%� પ્રો�ગ્રે�હિંમાગોન� ઉપયુ�ગો
કું�%ન	,  અમા	 ઓ�+� એમા.એન.  અલ્ગો�ડિ�ધમાન� પ્રોદશો+ન કુંયુc છે	,  અમા	 "માYલિતેન� ખુંચે+ પ� મા	મા�ઇઝા	શોનન� પણો ઉપયુ�ગો કું�%
શોકું%એ છે%એ. 
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પ્રો�ફ	� મા�ધવન મા�કું��દ (Prof. Madhavan Mukund)

ચે	ન્નઈ મા	થે	મા	ડિ!કું� ઇલિન્"!ટ્યુ�! (Chennai Mathematical Institute)

વ%કું - 07

મા&ડ્યુ(� - 05

�	ક્ચે� - 48

અ�ત� ફ	�ફ�� કું��

+થે% ���બી% �મા�ન્યુ બીવ�- અન	 અન�ગો�મા% મા"યુ�ન	 ધ્યુ�નમા�� ��ખી%ન	, હવ	 આપણે	 અ�ત� ફ	�ફ�� કું�� ન�માન% નજીકુંથે%
�બી�લિધત મા"યુ� ત�ફ ધ્યુ�ન આપ%એ છી%એ. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ- ��: 00:09)

ત	થે%,  �ક્ષ્યુ એ કું	વ% �%ત	 બી	 �ખી� !	ક્ચે�ન	 મા�પવ� છી	 ,  ત	 કુંહ	વ�ત�� દ"ત�વ	જ મા�નત� મા"યુ� છી	 .  ત	થે%,  ચે��� ન%ચે	
આપ	�� બી	 વ�ક્યુ� જ�ઈએ;  પ્રોથેમા વ�ક્યુમા�� જણે�વ�યુ�� છી	  કું	 જ	  લિવદ્યા�થે:ઓન	 શ્રે	ષ્ઠ બી"ટ્રકુંચે� પ્રો�પ!: અન	 ડિ�ઝા�ઇનિંનગો
એલ્ગો�ડિ�ધમ્મા�� ત	ન� ઉપયુ�ગો કુંદ� કું�વ�મા�� માથે- છી	.  બી%જા વ�ક્યુમા�� કુંહ	વ�મા�� આવ્યુ�� છી	  કું	 વ્યુ�ખ્યુ�ન�એ લિવદ્યા�થે:ઓન	
પ્રોશં�� કું�% હત% કું	 અલ્ગો�ડિ�ધમ્ન� ડિ�ઝા�ઇનમા�� શ્રે	ષ્ઠ બી"ટ્રક્ચે�ન� ખ્યુ��ન� ઉપયુ�ગો કું	વ% �%ત	 થેઈ શંકું	 છી	. ત	થે%, અહD
ત્રી%જ� વ�ક્યુ (ચેવ	 છી	  કું	  કું	વ% �%ત	 આ બી�ન	મા��થે% એકુંન	 બી%જાથે% મા	ળવ% શંકું�યુ છી	 .  જ� તમા	 ચે�ક્કું દ"ત�વ	જ તGયુ��%
લિ"!મ્ન� ઉપયુ�ગો કુંયુH છી	  જ	  તમાન	 ફ	�ફ���ન	 ટ્રIકું કું�વ�ન% મા�જ( �% આપ	 છી	 ,  ત� ત	  �મા�ન્યુ �%ત	 દ"ત�વ	જન� એકું
�"કું�ણે અન	 આન� જ	વ� અન્યુ �"કું�ણે વચ્ચે	ન� ફ	�ફ���ન	 (ચેવ	 છી	.  ત	થે%,  અહD �%�� અક્ષ�� (ચેવ	 છી	,  ત	થે% જ�
આપણે	 આવLલિM 1 અન	 આ �"કું�ણે 2 ત�%કું	 ઓળખી�ત� હ�યુ, ત� પછી% આવLલિM 1 થે% આવLલિM 2 મા�� જઈન	, આપણે	 જ	
કુંયુ�N છી	  ત	 છી	  કું	 તમા	 �%��ત�%મા�� અક્ષ�� �જ(  કુંયુ�- છી	. ત	થે%, તમા	 આ અક્ષ�� શં�મા	� કુંયુ�- છી	, તમા	 ત	માન� દ્વ��� �	ખી� �થે	
���મા�� લિચેલિPનત કું�	�� અક્ષ�� કું�ઢી% ન�ખ્યુ� છી	 અન	 આ પ%ળ�મા�� આપણે	 બીદ��વ% છી	 . ત�, આપણે	 t ન	 v અન	 s દ્વ��� n
ન	 બીદ�%એ છી%એ. ત	થે%, આપણે% પ�	 28 અક્ષ�� છી	, આપણે	 ગોણેત�% કું�% શંકું%એ કું	 28 અક્ષ�� છી	  જ	  જગ્યુ�ઓ અન	
અન્યુ લિહત શં�મા	� કું�વ�મા�� આવ્યુ� છી	, 18 અક્ષ�� કું�ઢી% ન�ખીવ�મા�� આવ્યુ� છી	 અન	 2 અક્ષ��ન	 બીદ�વ�મા�� આવ્યુ� છી	. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ- ��: 01:41)

ત�, હવ	, આ એકું મા�પ હ�ઈ શંકું	 છી	 કું	 એકુંબી%જાન� નજીકુંન� બી	 દ"ત�વ	જ� કું	!�� નજીકું છી	 . ત	થે%, એકું દ"ત�વ	જન	 બી%જામા��
પડિ�વર્તિતત કું�વ� મા�!	 ન્યુ(નતમા ફ	�ફ�� �પ�દન ડિTયુ�ઓ �થે	 �પ�દન અ�ત�, ત	થે% અમા��	 અમા�રું� લિનધ�-�ણે કું�વ�� પ�શં	 કું	
�પ�દન દ્વ��� અમા�રું� શં�� અથે- છી	. ત	થે%, ચે��� આપણે	 ફક્ત ખી(બી જ મા(ળર્ભ(ત ઓપ�	શંનથે% પ્રો���ર્ભ કું�%એ, કું�� ત� તમા	 કું�ઈ
અક્ષ� શં�મા	� કું�% શંકું� છી� અથેવ� તમા	 એકું અક્ષ� કું�ઢી% શંકું� છી� અથેવ� તમા	 એકું અક્ષ�ન	 એકું પગો��થે% બી%જા "થે�ન	
બીદ�% શંકું� છી�. ત	થે%, અ�બીM, બીદ�વ�ન�� લિવચે��%ન	 અમાન	 કું�ઢી% ન�ખીવ� અન	 શં�મા	� કું�વ�ન�� એકું લિવચે�� હ�ઈ શંકું	 છી	 ,
ત	થે% ત	 બી	 પગો��ન% કું�માગો%�% હ�ઈ શંકું	 છી	,  હ� � પ�ત્રીન	 કું�ઢી% ન�ખી�� છી� �  અન	 પછી% હ� � જ	  પ�ત્રીન	 ઇચ્છી� �  છી� �  ત	મા�� શં�મા	� છી� � .
પ��ત�,  હ� � એકું અક્ષ�ન	 બી% દ્વ��� અથેવ� એકું દ્વ��� એકું ઓપ�	શંન ત�%કું	 બીદ�વ�ન% પ�વ�નગો% આપવ� જઈ �હ્યો� છી� � .
ત	થે%, અમા��� ઉદ�હ�ણેમા�� અમા	 દ�વ� કુંયુH છી	 કું	 28 અક્ષ�� શં�મા	� કું�વ�મા�� આવ્યુ� હત�, 18 કું�ઢી% ન�ખીવ�મા�� આવ્યુ� હત�
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અન	  2  ન	 "થે�ન��તડિ�ત કું�વ�મા��  આવ્યુ� હત�.  ત	થે%,  આપણે	 કું�	�� ફ	�ફ���ન% કું�� �ખ્યુ�  48  છી	.  જ� �પ�દન અ�ત�
ઓછી�મા�� ઓછી� ફ	�ફ���ન% �ખ્યુ� હ�વ�ન��  મા�નવ�મા�� આવ	 છી	,  ત� ત	  48  કું�ત� વધ� હ�ઈ શંકું	 નહD,  કું��ણે કું	 ત	ઓએ
પહ	��થે% બીત�વ્યુ�� છી	 કું	 ત	 48 અક્ષ��મા�� કું�વ�ન�� શંક્યુ છી	, શંક્યુ ત	 કું�વ� મા�!	 શંક્યુ છી	. 48 કું�ત�� ઓછી% હWલિશંયુ�� �%ત	. ત	થે%,
અમા	 જ	 વ�ક્યુ પહ	��� બીત�વ્યુ�� ત	 મા�!	 માહMમા �પ�દન અ�ત� 48 જ	!��� છી	. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ- ��: 02:44)

ત	થે%,  આ અ�ત�ન	 �	વ	નલિશં!	ન(Levenshtein)  અ�ત� પણે કુંહ	વ�મા�� આવ	 છી	 ,  કું��ણે કું	 +પ્રોથેમા �લિવયુત દ્વ��� (લિચેત
કું�વ�મા�� આવ્યુ�� હત��, હવ	 �લિશંયુન વGજ્ઞા�લિનકું વ્��ડિદમા%� �	વ	નલિશં!	ન(Vladimir Levenshtein) કુંહ	વ�યુ છી	 અન	 આ +થે%
���બી% �મા�ન્યુ અન�ગો�મા% મા"યુ� છી	, ત	 વ્યુવહ��મા�� અત્યુ�ત ઉપયુ�ગો% છી	. . ત	થે%, પ્રોથેમા વ"ત� જ��ણે% �ધ��ણે� (ચેવવ�ન��
છી	. હવ	, જ� કું�ઈકું ખી�!�� હ�યુ ત	વ�� કું�ઈકું �ખી	 છી	, ત� ત	 જ��ણે% �ધ��કું છી	, ત	ન	 બીદ�વ� મા�!	 શંબ્દકું�શંમા��થે% યુ�ગ્યુ શંબ્દ
(ચેવવ� પ�શં	. ત	થે%, કુંયુ� શંબ્દ જ��ણે% �ધ��કું પ�દ કું�વ�� જ�ઈએ? ત	થે%, પ�દ કું�વ� મા�!	ન�� એકું મા�પદ�� શંબ્દકું�ષમા��ન�
બીધ� શંબ્દ�ન% વચ્ચે	 ઓળખીવ�� છી	  જ	  શંક્યુ છી	  કું	 જ	  !�ઇપ કું�વ�મા�� આવ	� છી	  ત	 +થે% નજીકું છી	 .  ત	થે%,  આ �પ�દન
અ�ત�ન% દ્રલિ]એ મા�પવ�મા�� આવ% શંકું	 છી	 અન	 ત	 પછી% તમા	 ઘણે� ન� અથે- કું�� છી�.

((માયુન��દર્ભ- ��: 03:29))

શં�� તમા	 !�ઇલિપ"!ન� અથે- કું�� છી�. જ્યુ��	 તમા	 ક્વ	�%ઝા અન	 શં�ધ એંજીન �ખી� ત્યુ��	 પણે આ થે�યુ છી	. ત	થે%, જ� તમા	 ગો�ગો�
ન	 કું�ઇકું �ખી� છી�, ત� ગો�ગો�  કું	!�%કુંવ�� તમા��% ક્વ	�%ન	 કું�ઈ શંબ્દમા�� બીદ�શં	 જ	 અથે-પ(ણે- છી	 , કું��ણે કું	 ત	 ઓળખી	 છી	 કું	 તમા	
કું�ઈ ન�મા અથેવ� ખ્યુ�� ખી�!% �%ત	 �ખ્યુ� છી	 .  અમા	 એમા પણે કુંહ્યો�� હત��  કું	 આપણે	 જ	  જ�યુ�� ત	 +થે% ���બી% �મા�ન્યુ
અન�ગો�મા% મા"યુ� છી	  જ	ન	 આપણે	 અગો�ઉ જ�યુ�� છી	 ,  જGનશં�"ત્રીમા��,  બી�યુ�ઇન્ફ�માaડિ!ક્મા�� અન	 ત	 જ �%ત	 અ�ત�ન	 પણે
�પ�ડિદત કું��,  જ� તમા	 આન�વ�લિશંકું મા�લિહત%ન% ત��ન� બી	 જ� દ% જ� દ% જાલિતઓમા�� કું�% શંકું� છી�,  ત� �ખી�માણે% કું�વ% ત	
"વ�ર્ભ�લિવકું છી	.  ત	માન	 �%એનએ અન	 �%એનએન% �માગ્રી%ન� �દર્ભ-મા�� મા�ત્રી ���બી% ��કું�%ઓ હ�યુ છી	 .  ત	થે%,  તમા	 શં�ધવ�
મા��ગો� છી� કું	 �%એનએન� એકું ર્ભ�ગોન	 બી%જામા�� પડિ�વત-ન કું�વ�� કું	!��� હ	��� અથેવ� મા�શ્કું	� છી	 અન	 ત	ન� આધ��	 આપણે	 કુંહ%
શંકું%એ છી%એ કું	 બી	 જાલિત એકુંબી%જા મા�!	 બી�ધ છી	 કું	 નહD. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ- ��: 04:15)

ત	થે%,  જ� તમા	  +થે%  ���બી%  �મા�ન્યુ  અન�ગો�મા%  મા"યુ�  પ�  પ�છી�  જાઓ છી�,  ત�  એકું ���બી%  �મા�ન્યુ  અન�ગો�મા%
લિવચે��વ�ન� એકું �%ત એ છી	  કું	 માન	 ��ગો	 છી	  કું	 હ� � ફક્ત ત	 બીધ� ર્ભ�ગો�ન	 કું�ઢી% ન�ખી� જ	  એ�%એન� ર્ભ�ગો નથે%, ત	થે%
મા��% પ�	 લિદ્વર્ભ�ષ% અન	 �હ"યુ જ	વ% વ"ત�ઓ. ત	થે%, હવ	, આમા�� જ� હ� � બી%ન	 કું�ઢી% ન�ખી%શં અન	 હ� � અહDથે% અન	 આ�
અન	 ઇન	 અહDથે% કું�ઢી%શં, ત� પછી% હ� � +થે% ���બી% �મા�ન્યુ અન�ગો�મા% �થે	 �હ%શં. ત	ન� લિવશં	 લિવચે��વ�ન% બી%જી �%ત એ
ઓળખી�ણે છી	, માd એકું શંબ્દથે% પ્રો���ર્ભ કુંયુH છી	 અન	 હ� � ત	ન	 આ શંબ્દમા�� પડિ�વર્તિતત કું�% �હ્યો� છી� � , ત	થે% હ� � પહ	�� બી% અન	 હ� �
કું�ઢી% ન�ખી�� છી� �  અન	 પછી% હ� � અહD આ� દ�ખી� કુંરું� છી� � . ત	થે%, હ� � બી�ન	 શંબ્દ� પ� કું�મા કું�ત� નથે% અન	 બી�ન	મા��થે% કું�ઢી% ન�ખી��
છી� �, હ� � ફક્ત પ્રોથેમા શંબ્દ પ� જ કું�યુ- કું�	 છી	. ત	થે%, હ� � શંબ્દ�ન	 �%�%! કુંરું� છી� �, હ� � ત	 અક્ષ��ન	 કું�ઢી% ન�ખી%શં જ	  માન	 જ�ઈત�
નથે%, કું��ણે કું	 મા��% પ�	 બી%જ� �  શંબ્દ નથે% અન	 હ� � અક્ષ� શં�મા	� કુંરું� છી� � , ત	થે% માન	 પહ	�� જ�ઈએ છી	 કું	 બી%જામા�� પહ	��મા��
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નથે% અન	 આ �%ત	 હ� � પડિ�વત-ન કું�%શં. પ્રોથેમા શંબ્દ બી%જા શંબ્દમા�� છી	 અન	 આ બી�ન	મા��થે% કું�ઢી% ન�ખીવ� મા�ન છી	 અન	 ત	ન	
�મા�ન્યુ અન�ગો�મા%મા�� આવ	 છી	.  ત	થે%,  આ આપણેન	 જણે�વ	 છી	  કું	 જ� LCS એ ફક્ત કું�ઢી% ન��ખી� અન	 શં�મા	� કું�વ�ન%
મા�જ( �% આપ% છી	, ત� �પ�દન અ�ત�ન% ગોણેત�% કું�વ�ન% માકુંક્ષ છી	. ત	થે%, �પ�દન અ�ત� લિવશં	ન% �પ્રોદ વ�ત એ છી	  કું	 ત	
એકું અક્ષ� અન	 અન્યુન� "થે�ન��ત�ણેન	 પણે મા�જ( �% આપ	 છી	 .  ત	થે%,  ત	 ���બી% �મા�ન્યુ અન�ગો�મા%થે% અમાન	 થે����  અ�ગો
મા	ડિટ્રકું આપ% શંકું	 છી	. 

("��ઇ�માયુન� �દર્ભ- ��: 05:42)

ત	થે%, ���બી% �મા�ન્યુ અન�ગો�મા% ત�ફ પ�છી� જવ��, ત	 કુંહ	 છી	 કું	 જ� કું�ઈ શંબ્દન% શંરૂઆતમા�� બી	 અક્ષ�� મા	ળ ખી�યુ છી	 , ત� ત	
મા�નવ�� ઉપયુ�ગો% છી	 કું	 �મા�ન્યુ અન�ગો�મા%મા�� ત	 શં�મા	� છી	 . ત	થે%, મા��% પ�	 આ એકું છી	 જ	  કુંહ	 છી	 કું	 Ai એ bj મા�ન છી	,
ત	થે% હ� � આન	 મા��� અન�ગો�મા%મા�� શં�મા	� કુંરું� છી� �  અન	 પછી% બી�કું%ન% મા"યુ�ન	 ઉકું	��� છી� � . નનિંહત�, હ� � એઆઈ અથેવ� બી% જ	
છી��%ન	 મા	ળવ	�% બી	 બી મા"યુ�ઓન� માહMમા ઉપયુ�ગો કુંરું� છી� �. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ- ��: 06:13)

હવ	, અ�ત�ન% મા"યુ�મા�� ફ	�ફ�� કું�વ� મા�!	, આપણે% પ�	 મા�ન મા�પદ�� છી	, જ� Ai એ બી%જ	  મા�ન છી	, ત� મા��	 કું�ઇ
કું�વ�ન�� નથે%. ત	થે%, i અન	 j થે% શંરૂ થેત� શંબ્દન% �પ�દન અ�ત� એ પ્� 1 જ	 વM� 1 થે% શંરૂ થેત% �પ�દન અ�ત� જ	!�%
જ છી	.  યુ�દ ��ખી� કું	 આપણે	 હવ	 ���બી% �મા�ન્યુ અન�ગો�મા%ન% લિવરુંદ્ધ કું�% �હ્યો� છી%એ,  હવ	 આપણે	 �ખ્યુ� ઘ!��વ�ન�
પ્રોયુ� કું�% �હ્યો� છી%એ મા	ચે�ન% �ખ્યુ� વધ��વ� મા�!	 ફ	�ફ���. ત	થે%, જ� આપણે	 જ�યુ�� કું	 કું�ઇકું પહ	��થે% મા	ળ ખી�ત�� હ�યુ, ત�
કું�ઈ ફ	�ફ��ન% જરૂ� નથે%, ત	થે% અમા	 આગોળન% "થે�ન	 આગોળ વધ%એ છી%એ. હવ	, જ� ત	ઓ હવ	 મા	ળ ખી�ત� નથે% ત� ત્રીણે
વ"ત�ઓ શંક્યુ છી	,  ત	થે% મા��% પ�	  ai, ai પ્� 1 અન	 so on છી	 અન	 મા��% પ�	 bj, bj પ્� 1 અન	 બી%જ� �  છી	. ત�,
પ્રોથેમા વ"ત�મા�� હ� � કું�% શંકું�� ત	 છી	 કું	 હ� � આન	 %મા�� %ધ% બીન�વ% શંકું�� છી� �j, આ ડિકું"�મા�� માd પહ	�� અક્ષ��ન	 બી��બી� બી��બી�
�ખી�વ્યુ� છી	  અન	 ત	થે% માન	 ફક્ત વM� 1 જ	  પ્� 1 જ�વ�ન% જરૂ� છી	.  અન્યુ વ"ત� જ	  હ� � કું�% શંકું�� છી� �  ત	 આ બીધ�ન	
એકું�થે	 દ(� કું�વ�� છી	, હ� � ત	ન	 એકું જ દ(� કું�%શં. . ત	થે%, હવ	, આ ખી�	� પ�% ગોઈ છી	, પ��ત� હ� � હજી પણે બી�કું%ન% મા"યુ�મા��
જઇ �હ્યો� છી� �, ત	થે% હવ	, હવ	 જ�વ�� પ�શં	 કું	 હ� � પ્� 1 ન	 પછી%થે% જી જ��	 છી	. અન	 છી	વ!	, છી	લ્�% વ"ત� જ	 હ� � કું�% શંકું�� ત	 છી	
કું	 આ બી%જ	  શંરૂઆતમા�� �જ(  કું�વ��, ત	થે% હવ	, આન� અથે- એ થે�યુ કું	 આ બી	 વ"ત�ઓ હવ	 મા	ચે થે�યુ છી	 . ત	થે%, હવ	, માન	 Ai

આગોળ અન	 બી%જ	 પ્� 1 ન	 આગોળ જ�વ�� પ�શં	 અન	 આમા��ન� ત્રીણેમા��થે% કું�ઈપણેન	 �ઘ�Mમા કું�યુ-ન% જરૂ� છી	 ત	 એકું છી	 .
ત	થે%, હ� � �લ્યુ�શંનમા�� 1 વM� 1 વM� પ્� 1 અથેવ� 1 વM� 1 અથેવ� Ij પ્� 1 મા�!	 1 પ્� �લ્યુ�શંન i વM� 1 જા
અથેવ� 1 વM� �લ્યુ�શંન અન	 આમા��ન� ત્રીણેન� ન્યુ(નતમા ��. 

("��ઇ�માયુન� �દર્ભ- ��: 07:59)

ત	થે%, આ આપણેન	 અ�લિતમા ઇન્!�	લિક્!વ મા�ળખી�� આપ	 છી	  જ	  આપણે	 જ�ઈએ છી	 . ત	થે%, i અન	 j પ� શંરૂ થેત� શંબ્દ મા�!	
ED �પ�દન અ�ત�,  જ� Ai એ bj  મા�ન છી	,  ત� ત	  i  ન� વM�  1 j  વM�  1 છી	.  જ� ત	 બી��બી� નથે%,  ત� ત	 �પ�દન
અ�ત�ન% ઓછી�મા�� ઓછી% 1 વM� છી	. આ ત્રીણે જ� દ� પ	!� મા"યુ�ઓ અન	 �મા�ન્યુ �%ત	 આપણે	 એમા વM� 1 એન વM� 1
�ધ% માયુ�-ડિદત છી%એ, પ��ત� અથે-ઘ!ન હવ	 અ�ગો છી	 . જ� કું�ઈ એકું શંબ્દ ખી��% હ�યુ ત�, તમા��	 જ	  પડિ�વત-ન કું�વ�ન% જરૂ�
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છી	 ત	 �ખ્યુ� બી%જ� �  પડિ�વત-ન કું�વ�ન� છી	 અથેવ� તમા	 જ	  શંબ્દન� ઉપયુ�ગો કું�� છી� ત	ન�થે% બીધ�� શં�મા	� કું��. ત�, જ� હ� � bj

ત�ફ જ�ઉં છી� �,  બી%જ	  વM� 1 ન	 બી%ન અન	 ત	ન% બી�જ�મા�� કું�ઈ નથે%,  ત� એડિ�! અ�ત� શં�� છી	.  �રું,  મા��	 આ ઘણે� બીધ�
અક્ષ��ન	 મા(ળર્ભ(ત �%ત	 દ�ખી� કું�વ�� પ�શં	. ત્યુ�� કું	!�� અક્ષ�� છી	? એન n મા�ઇન j પ્� 1, ત	થે% જ્યુ��	 તમા	 ખી��% હ�વ
ત્યુ��	 �પ�દન અ�ત� અન	 v પ�	 z લિ"થેલિત છી	  n મા�ઇન j પ્� પ્� 1. ત	વ% જ �%ત	, બી% ખી��% છી	 અન	 તમા	 નથે%, ત	
મા�ઇન i પ્� 1 છી	, આપણેન	 આ બીધ� જ	વ� દ�ખી� કું��. ત	થે%, આ થે��� તફ�વત છી	, ત	 શં(ન્યુ નથે%, પ��ત� ત	 અક્ષ��ન�
ઉપયુ�ગો કું�વ�ન� ખીચે- છી	, જ	 આ શંબ્દમા�� ખી(!	 છી	. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ- ��: 09:13)

ત	થે%, �પ�દન અ�ત�મા�� ઇન્�	ક્!%વ બી"ટ્રક્ચે� બી��બી� એ જ છી	 જ	  એ�%એમા�� છી	. દ�	કું પ�લિઝાશંન હ� � વM� 1 જ	 વM�
1 પ� આધ�� ��ખી�� છી� �  અન	 જ� કું	 હ� � વM� 1 જ	 અન	 આઇજ	 પ્� 1 છી	. ત	થે%, અમા��% પ�	 ત્રીણે મા�ન પ��શં%ઓ %ન	
આલિધન છી	, જ	 આપણે	 પહ	�� કુંયુ�N હત�� ત	મા કુંયુ�N છી	 અન	 અમા�રું� હ�મા	શં�� આપણે	 ન%ચે	 જમાણે� ખી(ણે	 પ્રો���ર્ભ કું�% શંકું%એ છી%એ
અન	 ખી(ણે� દ્વ��� પ�લિક્ત અથેવ� ખી(ણે� દ્વ��� પ�છીળન% પ�લિક્ત પ� કું�મા કું��.  ત	થે%,  આ ડિકું"�મા�� યુ�દ ��ખી� કું	 %મા�ન%
લિ"થેલિત શં(ન્યુ નથે%, પ��ત� ત	 n મા�ઇન j પ્� 1 છી	, ત	થે% હ� � ઉપ� જાઉં છી� �, �ખ્યુ� વધ	 છી	. ત	થે%, આ મા��% %મા� છી	 અન	
હવ	 હ� � ફક્ત મા��� પ�ન��વર્તિતત વ"ત�ન	 ��ગો� કું�% શંકું�� છી� �  જ	  !% મા	ચે� કુંહ	 છી	 , !% પ� અ�ત�ન% અ�ત� મા�!	 શં(ન્યુ છી	 , કું��ણે કું	
મા��% પ�	 કુંશં�� કું�વ�ન�� નથે% અન	 ત	ન�થે% આગોળ કું�ઈ નથે%. બી%જ	  ક્યુ��યુ, કું��ણે કું	 હ� � મા	ચે નથે% કું�ત�, �પ�દન અ�ત� ફક્ત
બી�કું%ન% ત્રીણેન% ન્યુ(નMમા હશં	. ત	થે%, બી�કું%ન� ત્રીણે વM� 1 ન� ત	 �ઘ�Mમા છી	, ત	થે% આ ડિકું"�મા�� જ� હ� � ચે(�!� ત�, ઉદ�હ�ણે
ત�%કું	 આ જ�ઓ, 0, 1 અન	 2 0 વM� 1 એ 1 છી	. ન્યુ(નતમા 4, 2 અન	 3 એ છી	. 2, પ્� 1 એ 3 અન	 ત	થે% વધ� છી	, ત	થે%
વત-મા�નમા�� ત	 બીન�વવ� મા�!	 ત	 ઓછી�મા�� ઓછી� ત	 વM� 1 છી	. ત	થે%, હ� � આ કું�વ�ન�� ચે��� ��ખી�� છી� �  અન	 હ� � ��બી% બી�જ�  જાઉં
છી� �, આખી�	 હ� � શં�ધ% શંકું�� છી� �  કું	 લિદ્વર્ભ�ષ% અન	 �હ"યુ વચ્ચે	ન% ન્યુ(નતમા ફ	�ફ�� અ�ત� ખી�	ખી� 4 છી	, માન	 પહ	�� ચે�� ફ	�ફ���
કું�વ�મા�� આવ્યુ�� છી	, ફક્ત આપણે	 અગો�ઉ કું�	�% ઇલિન્�ડિકુંલિવવ વ્યુ�ખ્યુ�ન� ઉપયુ�ગો કું�% �હ્યો� છી%એ. અન	 હવ	 પહ	��� પ્રોશ્ન એ
છી	  કું	 હ� � આમા��થે% ઉકું	� કું	વ% �%ત	 પ્રો�પ્ત કું�% શંકું�� છી� � ,  ત	થે% હ� � પ�થેન	 અન��%શં.  ત	થે%,  માન	 ત્યુ�� કું	મા 4 માળ્યુ��,  કું��ણે કું	 ત	
ન્યુ(નતમા છી	 અથેવ� ત	 ત્રીણે છી	 

((માયુન��દર્ભ- ��: 10:53))

મા�ન નથે%. આ ત્રીણેમા��થે% �ઘ�Mમા શં�� છી	? ત	 3 છી	, ત	થે% હ� � પ�છી� ગોયુ�. એ જ �%ત	, અહD 3 શં� મા�!	 છી	, કું��ણે કું	 આમા��ન��
આ �ઘ�Mમા છી	, ત	થે% હ� � ન%ચે	 ગોયુ�? ત	થે%, દ� વખીત	 જ્યુ��	 હ� � ન%ચે	 જાઉં છી� �, ત્યુ��	 ત	 કુંહ	 છી	 કું	 હ� � આઇજ	 થે% હ� � વM� 1 જા
પ� જાઉં છી� �  અન	 જ� તમા	 અમા��� કું	મા�� યુ�દ ��ખી� છી�, ત� હ� � વM� 1 જ અન	 ii કું�ઢી% ન�ખીવ�ન	 અન�રૂપ છી	. એ જ �%ત	,
હ� � આ "થેળ પ� જમાણે% બી�જ�  જાઉં છી� �. આન� અથે- એ થે�યુ કું	 હ� � આઇજ	 , આઇજ	 પ્� 1 થે% જાઉં છી� �, આ શં�મા	� છી	.
ત�, હ� � અહDથે% જ	  વ��ચે% શંકું�� ત	 છી	 કું	 જ્યુ��	 હ� � આ વ% ન	 કું�ઢી% ન�ખી�� છી� � , હ� � આન	 �%�%! કુંરું� છી� �, ત� હ� � અહD આવ%શં, હ� �
આ આ� દ�ખી� કું�%શં અન	 હ� � આ દ�ખી� કું�%શં. અન	 આ જ ચે�� ફ	�ફ��� છી	 જ	 માન	 ગો�પ્તમા�� લિદ્વર્ભ�ષ% પડિ�વત-ન ��વવ�
મા�!	 બીન�વવ�ન% જરૂ� છી	. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ- ��: 11:41)
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ત	થે%, દ�	કું અ�ત� મા�!	 "યુ��� કું�� +થે% ���બી% �મા�ન્યુ અન�ગો�મા% મા�ન છી	 . પ્રો���ર્ભમા�� જ મા�!� ફ	�ફ�� કું�વ�મા�� આવ્યુ� છી	 ,
%મા� પ�ન% કિંકુંમાત� શં(ન્યુ નથે%, પ��ત� �પ�દન પ(ણે- કું�વ� મા�!	 જ	  પણે જરૂ�% છી	.  પછી%,  હ�મા	શંન% જ	મા હ� � ન%ચે	 જમાણે%
બી�જ�એ જમાણે% ત�ફ શંરૂ કુંરું� છી� �  અન	 હ� � જમાણે	થે% ��બી	 પ�લિક્તઓથે% ન%ચે	થે% !�ચે પ� કું&�મા કુંરું� છી� � , જ� વત-મા�ન મા(લ્યુ જ�
તમા	 જ	  મા(લ્યુ� હ� � આ� અન	  v ન% લિવરુંદ્ધ જ�ઈ �હ્યો� છી� �  ત	 મા�ન છી	,  પછી% માd એડિ�કિં!ગો અ�ત�ન	 આગોળન% વ"ત� પ�
"થેલિગોત કું�% દ%ધ��,  મા��	 અહD કું�વ�ન�� કું�ઈ નથે%.  નનિંહત�, હ� � �ઘ�તમા મા"યુ�ઓન� ઉપયુ�ગો કુંરું� છી� �  અન	 વત-મા�ન ફ	�ફ���
મા�!	 1 ઉમા	�%શં અન	 અ�ત	, માd કિંકુંમાત 0 અન	 0. પ�ત કું�% છી	 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ- ��: 12:24)

જડિ!�ત� ઓ�-� m વખીત n છી	, ત	 બી��બી� છી	 પ�છી�� એકું જ	!�� જ, કું��ણે કું	 કુંદન� આ માયુન� કું�]કુંન	 ર્ભયુ�- પછી% n
અન	 ત	 ગોણેત�% કું�વ� તત માયુ �	 છી	. હવ	, આ ત્રીણે	યુ મા"યુ�ઓમા�� એકું બી%જ� મા�દ્દો� છી	 જ	ન	 આપણે	 �બી�ધ્યુ� નથે%.
ત	થે%, ચે��� હવ	 ત	ન% �થે	 વ્યુવહ�� કું�%એ. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ- ��: 12:41)

ત	થે%, આ એકું જગ્યુ� જ!%�ત� છી	. ત�, આપણે% પ�	 આ કું�]કું છી	 જ	 આપણે	 ગોણેત�% કું�વ% પ�શં	 જ	 આપણે�મા�� ગ્રી%ન છી	
એમા વખીત છી	, પ��ત� નWધ �� કું	 આપણે	 ત	ન	 ઉદ�હ�ણે ત�%કું	 કું	વ% �%ત	 ગોણેત�% કું�% છી	 , આ કું&�માન% ગોણેત�% કું�વ%, પછી%
આ કું&�મા, પછી% આ કું&�મા અન	 બી%જ� �  ઘણું�. ત	થે%, કું�ઈ પણે માયુ	, જ્યુ��	 હ� � આ બી%જા કું&�માન% ગોણેત�% કું�% �હ્યો� છી� �,
ઉદ�હ�ણે ત�%કું	, હ� � ફક્ત પ્રોથેમા કું&�મા વ��ચે�� છી� � . જ્યુ��	 માન	 ત્રી%જી કું&�માન% જરૂ� હ�યુ, ત્યુ��	 હવ	 આ કું&�માન% જરૂ� નથે%,
કું��ણે કું	 ત્રી%જી કું&�મા ફક્ત જમાણે% બી�જ�ન% બી%જી કું&�મા પ� આધ�ડિ�ત છી	 . ત	થે%, જ� મા��	 કું��મા દ્વ��� કું��મા ર્ભ�� ત�
મા��	  આગોળન� કું&�મા,  મા��� જમાણે� "ત�ર્ભ અન	 વત-મા�ન "ત�ર્ભન% જરૂ� પ�શં	  અથેવ� જ� માન	  પ�લિક્ત દ્વ��� પ�લિક્ત,

વત-મા�ન પ�લિક્ત અન	 વત-મા�ન પ�લિક્તન% જરૂ� હ�યુ. ત	થે%, બી%જા શંબ્દ�મા�� જ્યુ��	 હ� � ફક્ત બી	 કું&�મા અથેવ� બી	 પ�લિક્તઓ ��ખી��
છી� �,  હ� �  આ વ"ત�ન	  0 0  પ� પ(ણે-પણે	 ગોણેત�% કું�% શંકું��  છી� �,  ત	થે%,  વ�"તવમા�� એમા !�ઇમ્  n  મા�પ !	બી�ન	 �ગ્રીહ ત�%કું	
લિનયુમાન કું�વ�ન% કું�ઈ જરૂ� નથે%. મા��	 હજ�  પણે n વખીત ગોણેત�% કું�વ% પ�શં	, પ��ત� માયુ જ!%�ત� એ m વખીત n �હ	
છી	. ત	થે%, માયુ એ એમા વખીત છી	 કું	 આપણે	 શં�� કુંહ% �હ્યો� છી%એ કું	 આ જગ્યુ� ઘ!��% શંકું�યુ છી	, જ� અમાન	 એમા કુંહ	 છી	 કું	 n
એ ન�ન�� ન�ન�� છી	, ત� આ જગ્યુ�ન	 ફક્ત બી	 કું&�મા ��ખી%ન	 !�પ� ન	 ઘ!��% શંકું�યુ છી	. અન	 હવ	 તમા	 પ(છી% શંકું� છી� કું	 હ� � ઉકું	�
કું	વ% �%ત	 પ�નપ્રો�-પ્ત કું�% શંકું��, કું��ણે કું	 �લ્યુ�શંનમા�� હ� � આખી% વ"ત� પ� પ�થેન	 પ�છી� શં�ધ% શંકું�� છી� �, તમા	 ખી�	ખી� જ	મા જ
આગોળ વધ% �હ્યો� છી� ત	મા ટ્ર	કુંન	 વધ��% શંકું� છી�, તમા	 દ�	કું પ્રોવ	શંન	 વધ��%ન	 �લ્યુ�શંન બીન�વ% શંકું� છી�, ત	થે% પણે ત	  n
જગ્યુ�મા�� કું�% શંકું�યુ છી	. ત	થે%, આપ	� આ�કું��કું%યુ ઉકું	� મા�!	 �ક્ષ%ન	 ગોણેત�% કું�વ� મા�!	 તમા��	 આ !	બી�ન% લિબી�કું�� જરૂ�
નથે%.  ત	થે%,  આ બીધ% મા"યુ�ઓમા�� જ્યુ�� આપણે% ગોલિતશં%� પ્રો�ગ્રી�નિંમાગોમા�� ખી(બી જ માયુ�-ડિદત પ��શં% અવ��બીન છી	 ,  તમા	
ખી�	ખી� ઘણે% ઓછી% જગ્યુ� કું�% શંકું� છી�, ત	 પછી% તમાન	 આપવ�મા�� આવ	� વ�"તલિવકું કું�]કુંન% દ્રલિ]એ ત	 આવશ્યુકું ��ગો	
છી	. 
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મા	ડિ*ક્ ગો�ણા�કું��

આ અઠવ�ડિ�યુ�મા�� ��યુન�લિમાકું પ્રો�ગ્રા�મિંમાગોન� અમા��� છે	લ્�� ઉદ�હ�ણા મા�!	, હવ	 આપણા	 મા	ડિ*ન� ક્રમાન	 અ�કું��કું �%તે	 
ગો�ણા�કું�� કું�વ�ન% મા"યુ� પ� ધ્યુ�ન આપ%એ છે%એ. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ8 ��: 00:09)

તે	થે%, તેમા	 કુંદ�ચે બે	 પડિ�મા�ણા� A અન	 B ન	 ગો�ણા�કું�� કું�વ� મા��ગો� છે�, તે	થે% આપણાન	 ��ગોતે પડિ�મા�ણા�ન% જરૂ� છે	, તે	થે% 
જ� આપણા% પ�	 A અન	 B હ�યુ, તે� અમા��	 જરૂ� છે	 કું	 A મા�� કું&�મ્ન% �ખ્યુ� �ખ્યુ� �થે	 મા	ચે કું�વ% આવશ્યુકું છે	. બે%
મા�� પ�લિક્તેઓ. તે	થે%, અમા��% પ�	 m વખતે n મા	ડિ*ક્ A અન	 n વખતે p મા	ડિ*ક્ બે% છે	 અન	 અ�લિતેમા મા?ડિ*ક્ તેમા��� 
માયુ એમા ગો�ણ્યુ� પAષ્ઠો� બેનશે	, એ જ પ�લિક્તેઓન% મા�ન �ખ્યુ�મા�� કું&�મ્ન% મા�ન �ખ્યુ� હ�વ% જ�ઈએ બે%. અન	 તેમા	 
તે	 ઉત્પ�દન AB ન% ગોણાતે�% કું�� છે� તે	 �%તે	, તે	થે% જ� હ� � એબે%મા�� આઇજ	 વ% પ્રોવ	શે કુંરું�, તે� હ� � એમા�� એ પ�લિક્તે હ��� 
કું�%શે અન	 હ� � કું	!��કુંએ જ	 "તે�ર્ભ બે%. �થે	 ગો�ણા�કું�� કુંયુF છે	 તે	થે%, હ� � તે	 �ઈશે અહG પહ	�% એન્*%, ત્યુ�� પહ	�% એન્*% છે	, 
તે	થે% હ� � એ 1 અન	 બે% 1 જ	 �ઈશે, તે	માન	 એકું એ 2 બે% 2 જ	 વધ��%શે, આખ�	 A i n b n j ગો�ણા�કું�� તે	માન	 બેધ�ન	 ઉમા	��.
તે	થે%, આ ક્રમામા�� n પગો��� �	 છે	, કું��ણા કું	 હ� � ક્રમામા�� જ��% ઉત્પ�દન� અન	 પછે% તે	માન	 બેધ� ઉમા	�% �હ્યા� છે	. તે	થે%, તે	થે%, મા��	
છે	લ્�	 એમા !�ઇમા પ% એન્*%ઝાન% ગોણાતે�% કું�વ% પ�શે	, દ�	કું પ્રોવ	શેન	 ત્યુ�� �	ખ%યુ ઓ�8� n ન% જરૂ� છે	. તે	થે%, મા(ળ અ�કુંગોલિણાતે
કું�માગો%�%ન� �દર્ભ8મા�� બે	 મા	ડિ*ક્ન�� ગો�ણા�કું�� કું�વ�ન% કું�� કિંકુંમાતે એમા વખતેન� ગો�ણા n ગો�ણાક્રમાન% છે	. તે	થે%, આ મા(ળર્ભ(તે 
તેથ્યુ છે	 કું	 આપણાન	 મા"યુ�ન% જરૂ� છે	. 

("��ઇ�માયુન� �દર્ભ8 ��: 01:34)

તે	થે%, હવ	 મિંચેતે� એ છે	 કું	 3 અથેવ� વધ�ન� ઉત્પ�દનન% ગોણાતે�% કું�%ન	 બે	 પડિ�મા�ણા�ન� ઉત્પ�દનન% ગોણાતે�% કું�% શેકું�તે% 
નથે%. તે	થે%, મા�ન% �� કું	 હ� � ત્રણા મા	ડિ*લિ એ, બે% અન	 %ન	 ગો�ણા�કું�� કું�વ� મા��ગો� છે� �, એકું માયુ	 હ� � ગો�ણા�કું�� પણા કું�% શેકું�� 
છે� �, તે	થે% માન	 2 ન% જરૂ� છે	. તે�, મા��	 તે	ન	 એકું વખતે બે% તે�%કું	 ગો�ણા�કું�� કું�વ� જ�ઈએ, એકું માધ્યુવતેM મા	ડિ*ક્ એબે%ન	 દ� 
અન	 પછે% C દ્વ��� ગો�ણા�કું�� કું�� અથેવ� હ� � બે% વખતે C કું�% શેકું�� છે� �  અન	 પછે% બે%મા��થે% A દ્વ��� ગો�ણા�કું�� કું�%શે. તે	થે%, 
મા	ડિ*ક્ ગો�ણા�કું�� એ બે�ધ��ણા%યુ નથે%, અમા��	 આ �મા�ન્યુ �%તે	 નથે%. તે	થે%, તે	 માહત્વપ(ણા8 છે	 કું	 ઓ�8� મા�ન છે	, પ��તે� તે	 
અન�ક્રમામા�� તે	 ક્રમામા�� હ� � આ �ળ%કું�ણા કું�તે� નથે%. તે	થે%, તે	 એ�લિએડિ!વ છે	, હ� � તે	ન	 એકું કુંO બે% દ્વ��� અન��% શેકું�� 
છે� �, C અથેવ� A વખતે B પછે% C દ્વ��� અન��વ�મા�� આવ	 છે	, ક્યુ�� તે� હ� � બે	 મા	ડિ*ક્ ગો�ણા�કું�� કું�% શેકું�� છે� �  અન	 કુંઈ 
હયુ�ગો%તે� એ!�	 કું	 જવ�બે બેદ��શે	 નહG, અ�લિતેમા ઉત્પ�દન કું�શે	 એ જ �હ	 છે	. પ��તે�, આપણા� મા�!	 �પ્રોદ શે�� છે	, હવ	 તે	
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છે	 કું	 જવ�બેન% ગોણાતે�% કું�વ�ન% જડિ!�તે�, હ� � કુંયુ� ક્રમામા�� તે	 કુંરું� છે� �  તે	ન� આધ��	 બેદ��ઈ શેકું	 છે	, પછે% ર્ભ�	 હ� � એ વખતે 
બે% તે�%કું	 અન�રું� કું	 બે% દ્વ��� અન�ક્રમા	 બે% અથેવ� પહ	�� બે% અન	 પછે% ગો�ણા�કું�� કું�% શેકું�યુ. એ. 

("��ઇ�માયુન� �દર્ભ8 ��: 02:47)

તે	થે%, ચે��� એકું ખ(બે જ તે�ચ્છે ઉદ�હ�ણા જ�ઈએ. તે	થે%, મા��% પ�	 આ પ્રોકું��ન% ત્રણા પડિ�મા�ણા� છે	, તે	થે% એ 1 છે	 અન	 આ
મા	ડિ*ક્ જ	 આન% જ	મા દ	ખ�યુ છે	, તે	ન% પ�	 1 પ�લિક્તે અન	 100 કું&�મા છે	, બે% એ એકું મા	ડિ*ક્ છે	 જ	  આ �%તે	 દ	ખ�યુ છે	, 
તે	મા�� 100 પ�લિક્તેઓ અન	 1 કું&�મા છે	 અન	 % છે	 ફ�%થે% એકું મા	ડિ*ક્, તે	થે% તે	 આન� જ	વ�� ��ગો	 છે	. તે�, આ મા��� એ છે	, 
આ મા��� બે% છે	 અન	 આ મા��� % છે	 તે	થે% હવ	, હ� � ધ�રું� છે� �  કું	 હ� � બે% વખતે % કું�%શે, જ� હ� � બે% વખતે કું�%શે તે� શે�� થે�યુ 
છે	 આ 100 મા�� હવ	 ફૂં�કું�યુ છે	 અન	 માન	 માળશે	 મા�!� મા	ડિ*ક્ જ	 100 થે% 100 છે	. કું��ણા કું	, મા��% પ�	 અહG 100 

પ�લિક્તેઓ છે	 અન	 100 "તે�ર્ભ છે	 અન	 તે	થે% અ�લિતેમા વ"તે� બે%મા�� પ�લિક્તેઓન% �ખ્યુ� અન	 કું��માન% �ખ્યુ� છે	. તે	થે%, બે% 
!�ઇમ્ % મા	ડિ*ક્ ખ�	ખ� 100 છે	. 100 દ્વ��� અન	 તે	 કું	!�� પગો��� �	શે	, તે	 m મા�� n મા�� �ઈ જાયુ છે	 જ	  100 મા�� 1 

થે% 100 મા�� 10,000 પગો�� છે	. હવ	 મા��% પ�	 એ 100 છે	 જ	 100 છે	 અન	 બે% 100 છે	 જ	 100 થે% 100 છે	, તે	થે% હ� � 
ફ�%થે% કું�ઈકું 100 બેન�વ�� છે� �, 100 થે% 100, જ	 તેમાન	 100 મા�� 100 મા�� 100 મા�� �	વ�ન�� છે	, આપણા	 n ન	 n મા�� �ઇએ 
છે%એ. પ% મા��, બે%જ� શેબ્દ 

((માયુન��દર્ભ8: 03:56)).

તે	થે%, એકું �થે	 આ ચે�ક્કું અન�ક્રમામા�� 20,000 પગો��ન% જરૂ� છે	, બે%જી બે�જ�  બે%જી બે�જ�ન% આગો�હ% કું��, જ� માU 
પહ	�� આ ઉત્પ�દનન% ગોણાતે�% કું�% હ�યુ, તે� પછે% માU તે	ન	 એકું �ળ 1 થે% 1 મા	ડિ*ક્મા�� પતેન કુંયુ�V છે	. તે�, અહG 
પ�લિક્તેઓન% �ખ્યુ� 1 છે	 અન	 કું��માન% �ખ્યુ� 1 છે	, તે	થે% એબે% 1 થે% 1 મા	ડિ*ક્ છે	 અન	 ગોણાતે�% કું�વ� મા�!	 તે	 ફક્તે 100 

પગો��� �	 છે	. અન	 હવ	, મા��% પ�	 100 થે% 1 મા	ડિ*ક્ન% 1 થે% 1 ગો�ણા છે	, તે	થે% ફ�%થે% તે	 મા�ત્ર 100 પગો��� �	 છે	, તે	થે% આ
ફક્તે 200 પગો��� �	 છે	. તે	થે%, તેમા	 જ�ઈ શેકું� છે� કું	, તેમા	 જ	 કુંO પ� છે	 તે	ન� આધ��	 જડિ!�તે�મા�� ન�!કું%યુ તેફ�વતે હ�ઈ 
શેકું	 છે	, કુંO એ બે% અથેવ� બે% પછે% અન��વ�મા�� આવ	 છે	. 

("��ઇ�માયુન� �દર્ભ8 ��: 04:33)

તે	થે%, �મા�ન્યુ �%તે	 આપણા% પ�	 એમા જ	મા કું	 મા	ડિ*ન�� અન�ક્રમાલિણાકું�, તે	 બે��બે� છે	, તે	થે% એમા 1, એમા 2 અપ !� એમા 
એન અન	 તે	માન� પડિ�મા�ણા� આ� 1 % 1, આ� 2 % 2 �ધ% આ�એન % એન ન�બે�� પ�લિક્તેઓ, કું&�માન% �ખ્યુ� હશે	. 
પડિ�મા�ણા� આપણાન	 આપવ�મા�� આવશે	, જ	થે% આપણા	 ગો�ણા�કું�� કું�% શેકું%એ. ક્રમા��કુંન% એન્*%ઝાન	 ધ્યુ�નમા�� ��ખવ�ન% જરૂ� 
છે	 તે	 �ખ્યુ�, �વ	દન�ત્માકું ગો�ણા�કું�� વધ���ન�� ઓપ�	શેન્ દ્વ��� જ���ઈ શેકું	 છે	, જ	ન	 આપણા	 બે	 મા	ડિ*ન	 ગો�ણા�કું�� કું�વ� 
મા�!	 ક્ષમા થેવ�ન% જરૂ� છે	, તે	 પડિ�મા�ણા� મા	ચે કું�%શે��. તે	થે%, ખ�તે�% કું�� કું	 દ�	કું મા	ડિ*ક્ન�� કું&�મા, કું&�માન% �ખ્યુ� આગો�મા%
મા	ડિ*ક્મા�� પ�લિક્તેઓન% �ખ્યુ� જ	!�% મા�ન છે	, જ	થે% તે	 ઉત્પ�દન ��% �%તે	 વ્યુ�ખ્યુ�લિયુતે થેયુ	� છે	. અન	 અમા�રું� ધ્યુ	યુ આ
ઉત્પ�દનન% ગોણાતે�% કું�વ�ન% શ્રે	ષ્ઠો �%તે શે�ધવ�ન�� છે	, બે	 મા	ડિ*ક્ન�� ગો�ણા�કું�� કું�વ�ન� મા(ળર્ભ(તે કું�યુ8ક્રમા�ન� ક્રમા શે�� છે	 તે	 
ઓછે�મા�� ઓછે� એકું�દ�	 ખચે8 મા	ળવવ� મા�!	 અમા��	 પ્રોદશે8ન કું�વ�ન% જરૂ� છે	. અન	 આ કુંOન� માહત્તમા મા�ગો8 શે�ધવ� 
મા�ન છે	. તે	થે%, યુ�દ ��ખ� કું	 માU જ્યુ��	 એ બે% વખતે બે% % કુંયુ�V હતે��, આ કુંOન	 કું	વ% �%તે	 મા(કુંવ�� તે	 પ�દ કું�વ��, આન	 કુંO 
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કું	વ% �%તે	 મા�કુંવ��. �મા�ન્યુ �%તે	, જ� હ� � તેમાન	 હવ	 એકું વ�� બે% વખતે % વખતે �% આપ%શે, તે� તેમા	 ઘણા% બેધ% વ"તે�ઓ કું�%
શેકું� છે�, તેમા	 એબે%, %�% કું�% શેકું� છે� અન	 પછે% ગો�ણા�કું�� કું�% શેકું� છે� અથેવ� તેમા	 %�% કું�% શેકું� છે�, પછે% બે%%�%, 
પછે% એબે%%�% અથેવ� તેમા	 એબે% કું�% શેકું� છે�. એબે%%, પછે% એબે%% �%. તે	થે%, ત્યુ�� ઘણા� જ� દ� જ� દ� મા�ગોF છે	 જ	મા�� 
તેમા	 આ�લિશેકું �%તે	 ઉત્પ�દનન� જ��%, જ��%ન� ઉત્પ�દન� અન	 માગ્રા વ"તે�ન�� લિનમા�8ણા કું�% શેકું� છે�. તે	થે%, અમા	 આ કું�વ� 
મા�!	ન� શ્રે	ષ્ઠો મા�ગો8 શે�ધવ� મા��ગો%એ છે%એ. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ8 ��: 05:58)

તે	થે%, ચે��� આપણા	 આ ર્ભ�ગોમા�� ઇન્�લિક્!વ મા�ળખ�� અજમા�વવ� અન	 ઓળખ%એ. તે	થે%, અમા�રું� ધ્યુ	યુ આ ���બે% પ્રો��ક્! 
એમા 1 થે% એમા એનન% ગોણાતે�% કું�વ�ન� છે	, પ��તે� યુ�દ ��ખ� કું	 દ�	કું તેબેક્કું	 આપણા	 ફક્તે એકું જ માયુ	 બે	 મા	ડિ*ક્ન	 
વધ��% શેકું%એ છે%એ. તે	થે%, અ�લિતેમા તેબેક્કું	 તેમા	 બે	 �દ�%, કું	!��કું બે	 જ	વ� મા	ડિ*ન	 ગો�ણા�કું�� કું�શે�. હવ	, આપણા	 કુંO 
દ્વ��� ફ�%થે% જ( થેબેદ્ધ કું�% શેકું%એ છે%એ, પ��તે� આપણા	 ફ�%થે% ગો�ઠવ% શેકુંતે� નથે%. તે	થે%, જ� આપણા	 અ�લિતેમા તેબેક્કું�મા�� 
કું�મા કુંયુ�V હ�તે તે� આપણા% પ�	 બે	 જ( થે� હશે	, તે	થે% તેમા	 ��બે	થે% લિમા�પ�ઇન્! અન	 કું	!��કું ઉત્પ�દનન	 લિમા�પ�ઇન્!થે% �ઈન	 n
�ધ% કું	!��કું ઉત્પ�દન� કુંયુ�8 હ�તે. તે	થે%, કું	!��કું કું	 મા�!	 આપણા	 એમા એન થે% એમા કું	 એમા અન	 એમા કું	 પ્� 1 થે% એમા 
એન ન% ગોણાતે�% કું�% હ�તે. આ બેધ� કુંયુ�8 પછે%, પ્રોથેમા ર્ભ�ગોમા��, અમા��% પ�	 M1 ન% જ	મા ઘણા% પ�લિક્તેઓ હશે	 અન	 એમા 
કું	 તે�%કું	 ઘણા� બેધ� કું&�મા હશે	, તે	થે% તે	 R 1 વખતે C કું	 હશે	. બે%જ� �  એકું આ�.કું	. પ્� 1 થે% % એન હશે	 અન	 આપણા	 
જાણા%એ છે%એ કું	 % કું	 એ આ�કું	 પ્� 1 ન% બે��બે� હશે	, તે	થે% આ બે�ન	 એકુંબે%જા �થે	 ગો�ણા�કું�� થે�યુ. તે	થે%, અ�લિતેમા ખચે8 
m મા�� n મા�� આવશે	, જ	 % 1 મા�� % કું	 મા�� n છે	, તે	થે% આપણા	 જાણા%એ છે%એ કું	 અ�લિતેમા પગો��� કું	!��� �	 છે	. મા�નવ�� છે	 કું	 તે	 
એમા કું	 પ� તે(!% ગોયુ�� હતે��, છે	લ્�� ગો�ણા�કું�� આન	 વધ��	 છે	. હવ	, આ ચે�ક્કું પ�દગો% �થે	 તે	ન	 કું�વ�ન% કું�� કિંકુંમાતે મા	ળવવ� 
મા�!	, અમાન	 એમા 1 અન	 એમા કું	 પ્� 1 થે% એમા ન� એમા 1 ન�� કુંમ્પ્યુ�કિં!ગો કું�વ�ન% કિંકુંમાતે માળ% �હ	શે	. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ8 ��: 07:30)

તે	થે%, આપણા% પ�	 આ અ�લિતેમા પડિ�લિ"થેલિતે છે	 અન	 હવ	 આપણા% પ�	 આ બે	 પ	!� મા"યુ�ઓ છે	, તે	થે% આપણા% પ�	 આ
બે	 પ	!� મા"યુ�ઓ છે	 અન	 કું�� ખચે8 પ્રોથેમા પ	!� મા"યુ�ન� ખચે8મા�� છે	. જ� કું	, એમા 1 થે% એમા કું	 ગોણાતે�% કું�વ� મા�!	 ખ(બે 
જ �	 છે	; જ�કું	, એમા કું	 પ્� 1 થે% એમા એન પ્�ન% ગોણાતે�% કું�વ� મા�!	 આ!��� જ ��ગો	 છે	, આ છે	લ્�� ઉપ�યુન% કિંકુંમાતે 
જ	 આ બે	 પ	!� મા"યુ�ઓન�� ગો�ણા�કું�� કું�વ� પછે% થે�યુ છે	.ઇ મા	ડિ*ક્ દ�	કુંન	 તે	 બે	 મા	ડિ*ક્ન	 એકું �થે	 વધ��વ� મા�!	. પ��તે�, 
આપણા	 કુંહ્યા�� છે	 કું	 આ કું	 1 અન	 એન વચ્ચે	 ક્યુ��કું હ�ઈ શેકું	 છે	, તે	થે% આપણા	 કું	વ� પ�દ કું�%શે��. તે	થે%, આ પ્રોકું��ન% 
મા"યુ�ઓન% ર્ભ�વન� જ	 આપણા	 આ અલિનલિ^ચેતે વ"તે�ઓ જ�યુ� છે	 તે	 એ છે	 કું	 આપણા	 પ�દગો% કું�વ�ન� પ્રોયુ� કું�તે� 
નથે%. અમા	 કુંહ%એ છે%એ કું	 અમાન	 અગો�ઉથે% કું�ઈ ખ્યુ�� નથે% કું	 કું	 ��� છે	, તે	થે% અમા	 ફક્તે બેધ� �ર્ભલિવતે કું	 અજમા�વ% 
જ�ઓ અન	 આમા�� _થે% શ્રે	ષ્ઠો મા(લ્યુ �ઈએ. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ8 ��: 08:21)

બે%જા શેબ્દ�મા�� કુંહ%એ તે�, ઓપ�	શેન્ન% કું�� �ખ્યુ�ન� �દર્ભ8મા�� એમા 1 થે% એમા ન	 ગો�ણા�કું�� કું�વ�ન% કિંકુંમાતે એ 1 અન	 
એન વચ્ચે	ન� ન્યુ(નતેમા મા(લ્યુ હ�વ� જ�ઈએ, તે	 એન કું�તે�� ખતે �%તે	 ઓછે% હ�વ% જ�ઈએ, કું��ણા કું	 બે%જ� ર્ભ�ગો એનકું 
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પ્� 1 હશે	. તે	થે%, 1 અન	 એન વચ્ચે	 અથેવ� મા	ડિ*ક્ 1 થે% કું	, ન	 મા	ડિ*ક્ કું	 પ્� 1 થે% n મા�� ગો�ણા�કું�� કું�વ� અન	 છે	લ્�� 
ગો�ણા�કું��ન% કિંકુંમાતે ઉમા	�%ન	. તે	થે%, હવ	 બેદ��મા�� જ� હ� � તે	ન	 ઉદ�હ�ણા તે�%કું	 જ�ઉં છે� �, તે� લિવ��મામા��, તે	 કું	!��કું માધ્યુવતેM 
મિંબેદ� એમા તે(!% શેકું	 છે	. તે	થે%, હ� � કું	!��કું એમા જ	 પ્� 1 ન	 એમા કું	મા�� ઉમા	�%શે, તે	થે% માન	 મા��% પ	!� મા"યુ�ઓન� રૂપ	 1 થે%
n �ધ%ન� અવ્યુવલિ"થેતે 	ગોમા	ન્ટ્ માળશે	. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ8 ��: 09:08)

તે	થે%, કું�દ�તે% વ�તે એ છે	 કું	 એમા આઇ થે% એમાજ	ન� અલિનલિ^ચેતે 	ગોમા	ન્! પ� ઇન્�	લિક્!વ "*ક્ચે�ન	 વ્યુ�ખ્યુ�લિયુતે કું�વ��, જ્યુ�� 
અ�બેત્ત, હ� � જ	 કું�તે� ઓછે� � છે	. તે	થે%, અમા	 માધ્યુમા��ન� કું�ઈપણા કું	, �ઘ�તેમા મા(લ્યુ, આઇ અન	 જ	  વચ્ચે	 અથેવ� એમા આઇ 
મા�!	 એમા કું	 અન	 ત્યુ��બે�દ એમાકું	 પ્� 1 થે% એમાજ	 અન	 કું	 જ	  છે	લ્�� ગો�ણા�કું��ન% કિંકુંમાતે છે	 તે	ન� મા�!	 ન્યુ(નતેમા મા(લ્યુ 
જ�ઈએ છે	 જ	 % 1 મા�� % છે	. કું	 જ	 % મા��. તે	થે%, અગો�ઉ આપણા	 ઈન્�	ક્ન� ઉપયુ�ગો કું�%શે��, તે	થે% એમા 1 ન% કિંકુંમાતે 
�ખવ�, એમા 2 ન% કિંકુંમાતે �ખવ�ન	 બેદ�	, જ	 પણા આપણા	 આઇજ	 �ખ%શે��, તે	 મા�!	 ij ન� ખચે8 એમા જ	ન� પ(ણા�Vકું અન�ક્રમા	 
એમા. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ8 ��: 09:47)

તે	થે%, ચે��� આપણા	 મા%કું�ણાન� અ�લિતેમા ઇન્�	લિક્વ "વરૂપન	 જ�ઈએ જ	 આપણા	 ગોણાતે�% કું�વ�ન% જરૂ� છે	. તે	થે%, મા(ળ કું	
તે	 છે	 જ્યુ��	 આપણા	 ��બે�ઈ 1 ન�� અન�ક્રમાલિણાકું� જ�ઈ �હ્યા� છે%એ, તે	થે% જ� તેમા	 ઉદ�હ�ણા તે�%કું	 ગોણાતે�% કું�% �હ્યા� છે�, 
એમા 1, એમા 2, એમા 3, એમા 4, તે� એકું શેક્યુતે� છે	 જ	 એમા 1 વખતે એમા તે�%કું	 તે��% ન�ખ	 છે	.એમા 2, એમા 3, એમા 4. 

હવ	, જ� હ� � આ લિવ��મા કું�% �હ્યા� છે� � તે� એમા 1 કું�વ�ન% કિંકુંમાતે કું�ઈ નથે%, કું��ણા કું	 જ� હ� � 1 થે% 1 ન% ગોણાતે�% કું�% �હ્યા� છે� , 
તે� હ� � ગો�ણા�કું�� કુંરું� છે� �. તે	થે%, ii ન% કિંકુંમાતે 0 છે	 અન	 તે	 પછે% હ� � ફ�%થે% પહ	���ન% �%કુંર્સિવ ફ�મ્યુ�8�	શેનન� ઉપયુ�ગો કુંરું� છે� �. 
અમા	 k ન�� કુંક્ષ�ન% ફ�મા8 મા�!	 �ઘ�ત્તમા મા(લ્યુ �ઈએ છે%એ, પ��તે� i કું�તે�� k ન% કિંકુંમાતે કું�તે�� કું�કું �%તે	 ઓછે� � નહG, ખચે8 કું	 
પ્� 1 થે% j અન	 ri માયુ % કું	 કું	 % j. અન	 અ�બેત્ત, આપણા	 ફક્તે ત્યુ��	 જ ગોણાતે�% કું�%શે�� જ્યુ��	 હ� � j થે% મા�ન હ�ઉં,

આપણા	 ક્યુ��	યુ ક્ષમા થેઈ શેકું%શે�� નહG, જ્યુ��	 આપણા	 ઇન્�	ક્ j એ કું�તે�� ન�ન� હ�યુ ત્યુ��	 આપણા	 ક્યુ��	યુ ગોણાતે�% કું�વ� 
મા��ગોતે� નથે%. હવ	, જ્યુ��	 હ� � ખચે8 ii વત્ત� 1 જ	વ% વ"તે� કુંરું� ત્યુ��	 શે�� થે�યુ છે	 તે	 તેપ�વ�ન�� (ચેન આપવ�મા�� આવ	 છે	. 
તે	થે%, આ શે�� કુંહ	શે	 કું	 હ� � એમા આઇ એમા હ� � પ્� 1 �	વ� મા��ગો�� છે� �, હવ	 મા��� મા�!	 મા�ત્ર એકું જ �ર્ભલિવતે મા(લ્યુ છે	, તે	થે% આ 
વચ્ચે	ન�� હ�વ�� જ�ઈએ હ� � અન	 હ� � પ્� 1 કું�તે�� ખતે ઓછે� � છે� �. તે	થે%, તે	ન� માતે�બે એ છે	 કું	 k મા�!	 મા�ત્ર એકું જ �ર્ભલિવતે 
મા(લ્યુ છે	, તે	થે% આ વ"તે�ન	 M i થે% M અન	 M i પ્� 1 થે% M i પ્� પ્� 1 �ધ% તે��% ન�ખશે	 અન	 પછે% તે	 માન	 
કિંકુંમાતે 0 આપ� અન	 પછે% માન	 ફક્તે આ જ��%ન	 વધ��%ન	 ખચે8 થેશે	 જ	 આ જ��%મા��થે% બે��બે� આવશે	. તે	થે%, આ બે	ઝા 
કું	મા�� કું�ઈ મા"યુ� નથે%, જ્યુ��	 બે	 (ચેકું��કું બે��બે� મા�ન હ�યુ ત્યુ��	 આપણાન	 મા�ત્ર બે	ઝા કું	ન% જરૂ� છે	. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ8 ��: 11:27)

તે�, હવ	, પહ	��, આપણા% પ�	 આ મા	ડિ*ક્ ર્ભ�વ� મા�!	 હશે	, કું��ણા કું	 આપણા% પ�	 આન� ઉપયુ�ગો નથે%, કું��ણા કું	 
આપણાન	 જરૂ� છે	, તે	થે% હ� � આ �%તે	 જઇ �હ્યા� છે� �. તે	થે%, અમા��% પ�	 પહ	�% અન�ક્રમાલિણાકું� છે	 અન	 બે%જી અન�ક્રમાલિણાકું� તે	 
�%તે	 જઇ �હ% છે	, તે	થે% મા(ળર્ભ(તે �%તે	 પ્રો���લિર્ભકું મિંબેદ� કું�તે� પહ	���ન� મા(લ્યુ�ન	 ધ્યુ�નમા�� ��ખવ�ન% જરૂ� નથે%, તે	થે% અમા��	 
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ફક્તે તે	 માયુન% !�ચેન% જરૂ� છે	. અન	 હવ	 જ� તેમા	 પ�લિઝાશેન આઇજ	ન% ગોણાતે�% કું�વ�ન� પ્રોયુ� કું�% �હ્યા� છે�, તે� અમાન	
કિંકુંમાતે ik ન% જરૂ� પ�શે	, જ	 આ પ�લિક્તેમા�� છે	, આપણાન	 મા(લ્યુન% જરૂ� પ�શે	 એમા.જ	 . ન�ન� મા(લ્યુ� મા�!	 અન	 આપણાન	 
ફ�મા8ન% કિંકુંમાતે�ન% જરૂ� પ�શે	 જ	કું	, કું	જ	  આ "તે�ર્ભમા�� અન્યુમા�� છે	  . તે	થે%, ન%ચે	 આપ	�� અન	 ��બે% બે�જ�ન�� મા(લ્યુ�ન% જરૂ�
પ�શે	 જ	 વણા8ન�ત્માકું લિવકુંણા8 છે	, તે	થે% આ કું�વ�ન� એકું �"તે� આ �%તે	 ર્ભ�વ�ન� છે	, જ	થે% આપણા	 જ્યુ�� પણા ર્ભ�%એ, ત્યુ�� 
આપણા% પ�	 પહ	��થે% ન%ચે	ન% કિંકુંમાતે� હશે	 અન	 આપણા% પ�	 અન્યુ મા(લ્યુ� પણા હશે	 અહG બે�કું%. તે	થે%, આપણા	 આ 
મા	ડિ*ક્ન	 તેલિળયુ	 !�ચેથે% ર્ભ�%શે��, આપણા	 તે	ન	 લિત્રકું�ણાથે% પણા ર્ભ�% શેકું%એ છે%એ, પ��તે� તે	 પ્રો�ગ્રા�મા કું�વ� મા�!	 ખ(બે 
પ%��દ�યુકું છે	. તે	થે%, તે	 પ�લિક્તે અથેવ� કું&�મા દ્વ��� ક્યુ�� તે� પ�લિક્તે કું�વ% વધ� �રું� છે	, જ	થે% તેમા	 આ �%તે	 પણા પ્રો���ર્ભ કું�% 
શેકું� છે�, તેમા	 આ �%તે	 પણા કું�% શેકું� છે�. જ્યુ��થે% તેમા	 શેરૂ કું�� છે� ત્યુ��થે%, તેમા��% પ�	 ન%ચે	 મા(લ્યુ� છે	 અન	 તેમા	 તે	 મા	ળવ% 
શેકું� છે�, તે	થે% તેમા	 લિત્રજ્યુ�મા�� અન	 બે�ન	ન	 જમાણા	 અથેવ� ઉપ� શેરૂ કું��. તે	થે%, ક્યુ�� તે� તેમા	 ઉપ� ��બે	થે% પ્રો���ર્ભ કું�� અન	 
ડિકુંન��% અન	 દ�	કું ત્ર��� ન%ચે	 કું�યુ8 કું��, દ�	કું કું&�મા આપણા	 તેલિળયુ	થે% ઉપ� કું�%એ છે%એ. હવ	, તેમા	 તેલિળયુ	 જમાણા	 શેરૂ કું�� 
અન	 તેમા	 ��બે	થે% જમાણા% બે�જ�એ જમાણા% બે�જ�  અન	 દ�	કું પ�લિક્તેન	 કું�યુ8 કું��, જ	થે% કું�� તે� આ થેશે	. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ8 ��: 13:01)

તે	થે%, અહG તે	ન� મા�!	 "યુ��� કું�� છે	, તે	થે% આપણા	 પહ	�� લિત્રકું�ણા�કું�� 0 થે% પ્રો���ર્ભ કું�%શે�� અન	 હવ	 આપણા	 જ	 કુંયુ�V તે	 પહ	���
આપણા	 તે	 કું�%શે��, આપણા	 કુંહ્યા�� હતે�� કું	 આપણા	 બેધ� "તે�ર્ભ� શેરૂ કું�%એ છે%એ 

((�દર્ભ8આપ�: 13 : 15)).

તે	થે%, આ ખ�	ખ� એકું કું&�મા મા�� હ�વ�� જ�ઈએ. તે�, કું&�મા 1 ન	 આપણા	 કું�વ�ન�� નથે% કું��ણા કું	 તે	 લિત્રકું�ણા છે	 જ	મા�� આપણા	 
કું��મા 2 ન	 આગોળથે% શેરૂ કુંયુ�V છે	, તે	થે% 2 થે% n. પછે% પ્રોત્યુ	કું હ�� મા�!	 લિત્રજ્યુ�થે% !�ચેન% હ�� �ધ%, આપણા	 હવ	 આ 
ન્યુ(નતેમા ગોણાતે�% કું�વ�ન% જરૂ� છે	. તે	થે%, આપણા	 શેરૂઆતેમા�� એવ�� મા�ન%એ છે%એ કું	 ડિફલ્!� કું�વ� મા�!	ન�� મા(લ્યુ અન�તે છે	, 
હવ	 અન�તે મા�ત્ર તેમા�મા પડિ�મા�ણા� વત્ત� 1 ન�� ઉત્પ�દન કું�વ�ન% જરૂ� પ�% શેકું	 છે	, કું��ણા કું	 તેમા	 જાણા� છે� કું	 

((�દર્ભ8માયુ: 13:42))

કિંકુંમાતે વધ% નથે% તે	 તે�, તેમા	 મા�!�� મા(લ્યુ પ�દ કું�% શેકું� છે� અન	 આપણા	 શે�� કું�%એ છે%એ તે	 હવ	 તેમા	 દ�	કું મા(લ્યુ મા�!	 તેપ�� 
છે�, તેમાન	 તે	 આકુંર્ષ8કું વ"તે� માળ	 છે	. તેમા	 k થે% k, k વત્ત� 1 થે% % જ�ઓ અન	 પછે% r વખતે c k વખતે % % જ�ઓ. 

તે	થે%, તેમા	 આ લિવલિશેષ્ટ મા(લ્યુન	 જ�ઓ જ	 પ્રો��લિગોકું વ"તે� છે	 અન	 જ� તે	 અત્યુ�� �ધ% તેમા	 જ�યુ	�% કિંકુંમાતે કું�તે�� ન�ન% છે	, 
તે	થે% આ મા(ળર્ભ(તે �%તે	 કુંમ્પ્યુ�કિં!ગો છે	 કું	 જ	 અન�તેમા�� 	! કું�%ન	 અન	 પછે% દ� વખતે	 જ�ઈ અન	 અપ�	! કું�%ન	 k પ� min. 

તે	થે%, આ મા�ત્ર ઇન્!�	લિક્!વ વ"તે�ન� પ�ન��વતે8નન� %ધ� અમા� છે	 અન	 તે	 મા�ત્ર ઉપ-મા"યુ�ઓન� �દર્ભ8 આપ	 છે	 જ	  
આધ�� પ� આધ�� ��ખ	 છે	 અથેવ� ઇનપ�! આપ	 છે	. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ8 ��: 14:29)
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તે	થે%, એકું �પ્રોદ વ�તે એ છે	 કું	 આપણા	 ઓ�8� એન "ક્વ	� !	બે� ર્ભ�% �હ્યા� છે%એ, હવ	 જ્યુ��	 આપણા	 _થે% �મા�ન્યુ 
અન�ગો�મા% અથેવ� અ�તે�ન	 �પ�ડિદતે કું�%એ છે%એ, ત્યુ��	 અમા	 કુંહ્યા�� હતે�� કું	 માયુ� મા"યુ�ન% જડિ!�તે� બે��બે� !	બે�ન� 
કુંદન% જડિ!�તે�. અમા��% પ�	 એમા !�ઇમ્ એમા !	બે� હતે%, તે	ન	 ર્ભ�વ� મા�!	 એમા !�ઇમ્ એમાન� માયુ ��ગ્યુ� હતે�, 
કું��ણા કું	 તે	 બે	 મા"યુ�ઓમા�� અમા	 ત્રણા એન્*%ઝાન	 જ�ઈન	 દ�	કું એન્*% ર્ભ�% હતે%. તે	થે%, અમા��% પ�	 એકું તેતે નજ� 
હતે%, હવ	 અહG શે�� થે�યુ છે	 તે	 છે	 કું	 જ્યુ��	 હ� � આ એન્*%ન	 ર્ભ�વ� મા�!	 કું	!��કું અ�તે� પ� લિત્રકું�ણાન	 બે�ધ કુંરું� છે� �, માન	 આ 
પ�લિક્તે અન	 આ કું&�મ્ન	 "કું	ન કું�વ�ન% જરૂ� છે	. તે	થે%, મા��� મા	ડિ*ક્મા�� એકું એન્*% ર્ભ�વ� મા�!	 જ	  માયુ ��ગો	 છે	 તે	 
�	ખ%યુ હ�ઈ શેકું	 છે	. આત્યુ�લિતેકું ડિકું"�મા�� જ્યુ��	 હ� � લિત્રકું�ણામા�� ખ(બે જ શેલિક્તેશે�ળ% છે� �, ત્યુ��	 હ� � તે	 એન્*%ન	 ર્ભ�વ� મા�!	 
ઓ�8� એન !�ઇમા કું�% શેકું�� છે� �. તે	થે%, મા	ડિ*ક્ન� દ�	કું માધ્યુવતેM મા(લ્યુન	 એન ઇન્!�લિમાડિ�યુ	! તે�ફ જ�ઈતે% આવશ્યુકુંતે� હ�ઈ 
શેકું	 છે	, પ્રોત્યુ	કું મા(લ્યુન	 પ્રોત્યુ	કું પ�લિઝાશેનન	 એન ઇન્!�લિમાડિ�યુ	! મા(લ્યુન% જરૂ� પ�% શેકું	 છે	. તે	થે%, જ� આ કું�ષ્ટકું કુંદ n ચે�� 
છે	, તે� કું�ષ્ટકું ર્ભ�વ�ન% વ�"તેલિવકું જડિ!�તે� કુંદ n ક્યુ�બે છે	 તે	થે% આ એકું �પ્રોદ મા"યુ� છે	, કું��ણા કું	 તે	 કુંહ	 છે	 કું	 તેમા	 કુંદથે%
��યુન	લિમાકું પ્રો�ગ્રા�મિંમાગો એલ્ગો�ડિ�ધમાન� જડિ!�તે� %ધ� જ મા�પ્તે કું�% શેકુંતે� નથે% !	બે�ન% જ	 આપણા	 અપ�	! કું�વ�ન� 
પ્રોયુ� કું�% �હ્યા� છે%એ. કું��ણા કું	 તે	 કું�ષ્ટકુંમા�� પ્રોત્યુ	કું એન્*%ન	 અપ�	! કું�વ� મા�!	 તેમા��	 કું�	�� પ્રોયુત્ન�ન% �કુંમા પ� પણા આધ��
��ખ	 છે	. 
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ચે	ન્નઈ મા	થે	મા	ડિ!કું� ઇલિન્"!ટ્યુ�! (Chennai Mathematical Institute)

વ%કું - 08

મા�ડ્યુ�� - 01

�	ક્ચે� - 50

�%લિનયુ� પ્રો�ગ્રા�મિંમાગો

આ અભ્યુ�ક્રમાન� છે	લ્�� અઠવ�ડિ�યુ�મા��,  આપણે	 કું	!��કું અલિગ્રામા લિવષયુ� પ� ધ્યુ�ન આપ્યુ�.  તો� ચે��� આપણે	 �%લિનયુ�
પ્રો�ગ્રા�મિંમાગોથે% શરૂઆતો કું�%એ. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ8 ��: 00:06)

તો	થે%, આપણે	 અત્યુ�� �ધ% જે	  મા"યુ�ઓન� �માન� કું�વ� જે�ઈએ તો	 મા�!�ર્ભ�ગો	 ઑલિપ્!મા�ઇઝા	શનન�� કું�યુ< છે	 . તો	થે%, અમા	
ગ્રા�ફમા�� !=�કું� �"તો�ઓ શ�ધ% �હ્યાં�� છે%એ અથેવ� અમા	 ન્યુ=નતોમા ખચે8 લિવ"તો��વ�ન� વ@ક્ષન	 ઓળખવ�ન� પ્રોયુ� કું�% �હ્યાં��
છે%એ અથેવ� અમા	 Cથે% ���બી% �મા�ન્યુ બી ક્રમા શ�ધ% �હ્યાં� છે%એ. તો	થે%, આપણે	 પ�થેન% ��બી�ઈ અથેવ� વ@ક્ષન% કિંકુંમાતો
અથેવ� બી ક્રમાન% ��બી�ઇન	 ઑલિપ્!મા�ઇઝા કું�વ�ન� પ્રોયુ� કું�% �હ્યાં� છે%એ અન	 પછે% આ ઑલિપ્!મા�ઇઝા	શન અવ��ધન�
આધ��	 થે�યુ છે	. તો	થે%, જ્યુ��	 આપણે	 પ�થેન% શ�ધ કું�%એ છે%એ, ત્યુ��	 આ�	ખ પ�તો	 જે ગ્રા�ફ દ્વ��� આપવ�મા�� આવ	 છે	 ,
તો	થે% પ�થેન	 ગ્રા�ફમા�� આપ	�% ધ��ન	 અન��વ�� આવશ્યુકું છે	. તો	થે%, જે	મા ગ્રા�ફ એ જે	  પ�થેન	 ઓળખ	 છે	  તો	 બીદ��શ	, તો	 પણે
બીદ��શ	. એ જે �%તો	, આપણે	 આપ	� ગ્રા�ફન� �દર્ભ8મા�� વ@ક્ષ� ફ	��વવ�ન% મા��ગો કું�% �હ્યાં� છે%એ. તો	થે%, દ�	કું ગ્રા�ફમા�� આપણે	
પહે	�� અ�ગો અ�ગો વ@ક્ષ� ઓળખવ� અન	 તો	માન% વચ્ચે	ન% Cથે% ન�ન% કિંકુંમાતોન% તોપ� કું�વ� મા�!	 પ=છે%એ છે%એ. એ જે
�%તો	, બી	 બી લિક્વન્ �થે	 અન�ક્રમામા�� વ�"તોલિવકું અક્ષ�� નક્કું% કું�	 છે	 કું	 તો	માન% વચ્ચે	 શ�� �મા�ન્યુ છે	. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ8 ��: 01:02)

તો	થે%,  આપણે	  �	ખ%યુ�  પ્રો�ગ્રા�મિંમાગો કુંહે	વ�તો�  મા�ળખ�મા��  આવ�  અવ��ધ ઑલિપ્!મા�ઇઝા	શન મા"યુ�ઓન� ન��  �મા�ન્યુ
બીન�વ!ન	 જે�ઈ શકું%એ છે%એ. તો	થે%, �	ખ%યુ પ્રો�ગ્રા�મિંમાગોમા�� આપણેન	 કું	!�%કું વ	ડિ�યુ	બીલ્ આપવ�મા�� આવ	 છે	, કું	!�%કું મા�ત્રા�
જે	  આપણે	 ગોણેતો�% કું�વ� મા��ગો%એ છે%એ અન	 પછે% કું	!��કું �	ખ%યુ કું�યુ< છે	  જે	  આ જેથ્થે�ન	 અવ��ધ	 છે	 . તો	થે%, �	ખ��ડિકુંતો
ફ�ક્શન વ	ડિ�યુ	બી� x ન% યુ�દ છે	 તો	 ફ�મા8 x પ્� b ન% કું�ઈકું છે	. તો	થે%, તો	ન% પ�	 x ચે�� x ક્યુ�બી !મા8 નથે%, તો	 બીધ� �	ખ%યુ
છે	, તો	થે% આપણે% પ�	 x પ્� બી% છે	. તો	થે%, �મા�ન્યુ �%તો	 જે� આપણે% પ�	 બીહે�લિવધ વ	ડિ�યુ	બી� xyz હે�યુ, તો� પછે% ફ�મા8
x પ્�ન% અવ��ધ હે�ઈ શકું	 છે	  અન	 વત્તા� કું�ઈકું લિ"થે� અથેવ� x પ્� b વત્તા� બી��બી� કું�તો� ઓછે� હે�યુ છે	  અન	 વત્તા�
કું�ઇકું લિ"થે� કું�તો� મા�ન હે�યુ છે	. અન	 પછે% આ મા=લ્યુ� પ�ન% અવ��ધ� છે	  જે	  ચે�� �ઈ શકું	 છે	  અન	 હેવ	 અમા�રું� �ક્ષ્યુ
કું	!��કું પ્રોમા�ણેન	 ઑલિપ્!મા�ઇઝા કું�વ�� છે	,  આપણે	 કું	!��કું કું��ણે અથેવ� કું	!��કું વજેન અથેવ� તો	ન� જે	વ� કું�ઈકુંન	 માહેત્તામા
કું�વ� અથેવ� માહેત્તામા કું�વ� મા��ગો%એ છે%એ અન	 તો	 જેથ્થે� દ્વ��� ચે�ન% દ્રલિQએ વ્યુક્તો કું�વ�મા�� આવ	 છે	. હેજે�  �ધ% એકું
અન્યુ �	ખ%યુ કું�યુ8.  તો�,  આપણે% પ�	 કું	!��કું ફ�કુંશન છે	  જે	  હે� �  ફ�%થે%  x  પ્� b y  વ�	 �ખ�� છે� �,  પ��તો� તો	 એકુંબી%જાન�
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અવ��ધ મા�!	 અન	 ઉદ્દે	શ્યુ કું�યુ8 મા�!	, અ�બીત્તા ગો�ણે��કુંન� એકું અ�ગો મા=હે છે	. તો�, આપણે% પ�	 એકું અ�ગો �	ખ%યુ ફ�કુંશન
છે	 જે	 આપણેન	 જેણે�વ	 છે	 કું	 આપણે	 તો	 ઑલિપ્!મા�ઇઝા કું�વ�ન� પ્રોયુ� કું�% �હ્યાં� છે%એ. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ8 ��: 02:17)

તો	થે%,  �	ખ��કુંન પ્રો�ગ્રા�મિંમાગોન	 માજેવ� મા�!	ન� શ્રે	ષ્ઠ મા�ગો8 એ એકું ઉદ�હે�ણે જે�વ�ન�� છે	 .  તો	થે%, ધ��� કું	 અમા	 એકું મા%ઠ�ઈન%
દ�કું�ન ચે��વ% �હ્યાં� છે%એ જે	ન	 ગ્રા�લિન્�ઓઝા મા%ઠ�ઈ કુંહે	વ�મા�� આવ	 છે	  અન	 અમા	 બી	 પ્રોકું��ન% મા%ઠ�ઈઓ,  બી�ડિફ અન	
હે�વ� વ	ચે%શ��. હેવ	, આપણે	 જાણે%એ છે%એ કું	 બી�ડિફન� દ�	કું બીXક્મા�� 100 રૂલિપયુ�ન� નફ� થે�યુ છે	  અન	 હે�વ�ન� દ�	કું
બીXક્મા��  600 રૂલિપયુ�ન� નફ� થે�યુ છે	. તો	થે% "પQપણે	, બી�ડિફ કું�તો�� વધ� હે�વ� બીન�વવ�ન� અથે8 કું��. હેવ	, આપણે	 એ
પણે જાણે%એ છે%એ કું	 આપ	� ડિદવ	 200 થે% વધ� બી�ફ% બીXક્% વ	ચે% શકુંતો� નથે%, અમા	 300 થે% વધ� હે�વ� બીXક્ વ	ચે%
શકુંતો� નથે% અન	 એકું�થે	 "!�ફ ફક્તો 400 બી�ક્ બીન�વ% શકું	 છે	. તો	થે%, હેવ	 જે� તોમા	 400 બી�ક્ બીન�વ� છે�, તો� આપણે	
ફક્તો  300  હે�વ�, 200  બી�ડિફ વ	ચે% શકું%એ છે%એ,  તો	થે% અમા��	  બી�ન	ન	  બીન�વવ�ન% જેરૂ� છે	.  તો	થે%,  આ બી�બીતો	 આ
અવ��ધ� આપવ�મા�� આવ	 છે	 કું	 આપણે	 બી�ડિફ અન	 હે�વ�ન� લિમાશ્રેણેન	 શ�� બીન�વવ�� જે�ઈએ. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ8 ��: 03:13)

તો�, ચે��� આપણે	 ચે��ન	 ઓળખવ� મા�!	 પ્રોયુ� કું�% �હ્યાં� છે	 તો	 વ	ડિ�યુ	બી�ન	 ઓળખ%એ. તો	થે%, હે� � આ મા%ઠ�ઈઓન� દYલિનકું
ઉત્પ�દન લિવશ	 વ�તો કું�% �હ્યાં� છે� �, તો	થે% અમા	 બી	 વ	ડિ�યુ	બીલ્ b અન	 h ન� ઉપયુ�ગો કું�%શ�� જે	  દશ�8વ	 છે	  કું	 આપણે	 બી�ડિફ
અન	 હે�વ�ન�� બી�ક્ન% �ખ્યુ�ન	 એકું ડિદવમા�� �જે=  કું�%એ છે%એ. હેવ	, આ આપ	� છે	 કું	 આપણે	 જાણે%એ છે%એ કું	 આપણું�
નફ� બી�ડિફન� 100 રૂલિપયુ� અન	 હે�વ�ન� બી�ક્ મા�!	  600 રૂલિપયુ� છે	. તો	થે%, તો	 100 બી% પ્� 600 એચે છે	, આપણે	
કું	!�% વ	ચે% શકું%એ તો	 લિવશ	ન% કું	!�%કું મા�લિહેતો% પણે છે	 , તો	થે% તોમા	 જાણે� છે� કું	 અમા	 એકું ડિદવ બી�ફ%ન� 200 થે% વધ� બી�ક્
વ	ચે% શકુંતો� નથે%.  તો	થે%, b 200 થે% ઓછે� અથેવ� બી��બી� હે�વ�� જે�ઈએ અન	 આપણે	 એકું ડિદવ હે�વ�ન� 300 કું�તો�
વધ��	 બી�ક્ વ	ચે% શકુંતો� નથે%, તો	થે% એચે 300 કું�તો� ઓછે� અથેવ� બી��બી� હે�વ�� જે�ઈએ. અન	 અ�તો	, આપણે	 કુંહ્યાં�� છે	  કું	
એકું�થે	 અમા��� "!�ફ ફક્તો ઉત્પ�દન કું�વ� ક્ષમા છે	. 400 બીXક્ બીધ� માળ%ન	, બી�ફ% અથેવ� હે�વ� કું�ઈપણે �યુ�જેન�
અન	 અ�બીત્તા અ�બીત્તા,  અમા	 મા�ત્રા બી�ડિફન� લિબીન ઝા%�� જેથ્થે� બીન�વ% શકું%એ છે%એ,  તો	થે% અમા	 બી�ડિફન� ઓછે�  7
બી�ક્ બીન�વ% શકુંતો� નથે%. તો	થે%, આપણે% પ�	 આ અ"પQ અવ��ધ છે	, આપણે	 કુંહે%એ છે%એ કું	 બી અન	 એચે બી�ન	 શ=ન્યુ
કું�તો� વધ��	 હે�વ�� આવશ્યુકું છે	. તો	થે%, હેવ	 આપણે	 આ બીધ�ન	 અમા�નતો�ઓન� 	!મા�� મા=કું% શકું%એ છે%એ અન	 પછે% એકું
ઉદ્દે	શ્યુ કું�યુ8 કું�% શકું%એ છે%એ અન	 તો	ન	 એકું �	ખ%યુ પ્રો�ગ્રા�મા કુંહે% શકું%એ છે%એ. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ8 ��: 04:29)

તો	થે%,  અમા�રું� ઉદ્દે	શ્યુ નફ� વધ��વ�ન� છે	 ,  તો	થે% આ નફ� છે	,  તો	થે% આ તો	 છે	  જે	  આપણે	 માહેત્તામા કું�વ� જેઈ �હ્યાં� છે%એ,

જેથ્થે� 100 બી% વત્તા� 600 એચે અન	 આપણે	 "પQપણે	 પ�દ કું�% શકુંતો� નથે%,  જે� બી અન	 એચે બીદ��યુ છે	,  તો� પછે%
આપણે	 તો	માન	 જે	!��� મા�!�� બીન�વ% શકું%એ છે%એ, પ��તો� આ અવ��ધ છે	. તો	થે%, b અન	 h અન�ક્રમા	 0 થે% 200 અન	 0 અન	
300  વચ્ચે	 �હે	વ��  જે�ઈએ અન	 �થે	 માળ%ન	 તો	  400  થે% વધ� ન હે�ઈ શકું	.  તો	થે%,  આ પ�છે�� પ@ષ્ઠમા��  આપણે	 �ખ	�%
માયુ�8દ�ઓ છે	, હેવ	 આપણે	 તો	ન	 ન%ચે	 �ખ% �હ્યાં� છે%એ, લિ"!મા મા%કું�ણે� અમા�નતો� છે	. 

288



("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ8 ��: 05:04)

તો	થે%,  આપણે	 આ ડિકું"�મા�� આન	 હે	��ઇથે% કુંલ્પન� કું�% શકું%એ છે%એ,  કું��ણે કું	 મા=ળર્ભ=તો �%તો	 બી% અન	 જેથ્થે�ન� બી	
જેથ્થે� છે	  જે	  આપણે	 ગોણેતો�% કું�વ� મા��ગો%એ છે%એ અન	 આપણેન	 તો	માન� લિવશ	ન% હેકું%કુંતો�ન� મા=હે આપવ�મા�� આવ	 છે	 .
તો	થે%, આપણે	 જાણે%એ છે%એ કું	 b 0 થે% 200 ન% વચ્ચે	 છે	, તો	થે% બી% મા�!	 શ્રે	ણે% આ ક્ષ	ત્રામા�� કું�ઈપણે છે	. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ8 ��: 05:24)

તો	 જે માયુ	, આપણે	 પણે જાણે%એ છે%એ કું	 ધ�� 0 થે% 300 ન% વચ્ચે	 છે	, તો	થે% આ જેગ્યુ�ન	 અવ��ધ	 છે	  જે	  આપણે	 આ
જેમાણે% તો�ફ જે�ઈ શકું%એ છે%એ 

((માયુ:05:30)).

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ8 ��: 05:33)

અન	 અ�તો	, આપણે% પ�	 અન્યુ અવ��ધ છે	  જે	  એકું �થે	 બી% પ્� એચે 400 કું�તો� ઓછે� �  હે�વ�� જે�ઈએ, તો	થે% હેવ	 તો	 આ
�	ખ�ઓન% આ બી�જે�  છે	. તો	થે%, હેવ	 આપણે	 બી% %ન% આ બી�જે�મા�� �હે	વ�� પ�શ	. 

("��ઇ�માયુન� �દર્ભ8 ��: 05:46)

તો	થે%,  એકું�દ�	 આ આપણેન	 શક્યુ ક્ષ	ત્રા કુંહે% શકું	 છે	 ,  આ ક્ષ	ત્રામા�� કું�ઈપણે મિંબીદ�  b મા=લ્યુ અન	  h મા=લ્યુન�� પ્રોલિતોલિનલિધત્વ કું�	 છે	
જે	ન� અથે8 બીધ% અવ��ધ� છે	. હેવ	, આપણે	 આપણે� નફ�કું��કું કું�યુ8ન� પડિ�ચેયુ આપવ� પ�શ	, તો	થે% અમા�રું� ઉદ્દે	શ 100 બી%
વત્તા� 600 એચે છે	 અન	 આપણે	 જે	  મા=લ્યુ� B અન	 H ન	 પ�દ કું�%એ તો	ન� આધ��	, આ �વ�ળ� મા�ન હેશ	. તો�, આપણે	
ચેકું�% શકું%એ છે%એ કું	 આ જે� દ� જે� દ� મા=લ્યુ� મા�!	 શ�� જે�એ છે	 . તો	થે%, ઉદ�હે�ણે તો�%કું	, જે� તોમા	 60,000 હે�વ�ન� અમા���
નફ� 	! કુંયુ< છે	,  તો� આ �	ખ� �થે	ન% કું�ઈપણે મા�ત્રા�,  ન���ગો% �ર્ભલિવતો ક્ષ	ત્રાન% અ�દ� બી% અન	 એચે ન% કું�ઈપણે કિંકુંમાતો
અમાન	 60,000 આપશ	. આ બીધ� મિંબીદ�ઓ આપણેન	 100 બી% વત્તા� 600 એચે બી��બી� 60,000 આપ	 છે	. હેવ	, જે� હે� � આ
�	ખ�ન	 આ ક્ષ	ત્રામા�� ખ	�%શ, તો� મા=લ્યુ બીદ��શ	. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ8 ��: 06:34)

જે� હે� � તો	ન	 આગોળ ખ	�%શ અથેવ� હે� � 60,000 થે% 1,20,000, 1 ��ખ 20,000 �ધ% જેઈ શકું�� છે� �. 

("��ઇ�માયુન� �દર્ભ8 ��: 06:40)
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જે� હે� � તો	ન	 હેજી આગોળ ખ	�%શ, તો� માન	 1 ��ખ 50,000 માળશ	. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ8 ��: 06:46)

જ્યુ��	 તો	 �	ખ� ખ�	ખ� ક્ષ	ત્રાન	 છે��	 છે	  ત્યુ��	, તો	 ખ=ણે� પ�, પ%%એમા વળ��કું તો�ફ વળ	 છે	  કું	 નહે^ તો	 આપણે	 શ�ધ% કું�ઢી%એ
છે%એ કું	 આપણે	 1 ��ખ 90,000 મા	ળવ% શકું%એ છે%એ અન	 તો	 તો��ણે આપ	 છે	  કું	 આ ખ�	ખ� શ્રે	ષ્ઠ બીનશ	 મા=લ્યુ હેવ	, આ
શ્રે	ષ્ઠતોમા મા=લ્યુ આ પ%%એમાન� કું�ઈ ખ=ણે� પ� થે�યુ છે	 અન	 આ �મા�ન્યુ �%તો	 કું	 છે	 , એકું એવ% દ�%� કું�% શકું	 છે	 કું	 શ્રે	ષ્ઠ
મા=લ્યુ હે�મા	શ�� એકું લિશખ� પ� થે�યુ છે	.  કું��ણે કું	,  જે	મા આપણે	 અહે^ ફ�ક્શન જે�યુ�� છે	  તો	મા આપણે	 ��ઇનન	 ઑલિપ્!મા�ઇઝા
કું�વ�ન� પ્રોયુ� કું�% �હ્યાં� છે%એ અન	 જે	મા આપણે	 �ર્ભલિવતો પ્રોદ	શમા�� ફ� કું�%એ છે%એ તો	મા મા=લ્યુ ક્યુ�� તો� વધતો� જાયુ છે	
અથેવ� ઘ!��� થે�યુ છે	 અન	 જ્યુ�� �ધ% તો	 પ્રોદ	શ છે��	 ત્યુ�� �ધ% તો	 થે���� કુંક્ષ હેશ	. હેવ	, તો	 આ ઇQતોમા �	ખ�ન	 માજી શકું	 છે	
જે	  વ�"તોવમા�� આ મા�ન હે�તો,  તો� આ બી�ન	 લિશ��મિંબીદ� અન	 આ કુંણે8 બી�ન	 �ર્ભવતોa આ વ�ક્યુન% �થે	 અન	 દ�	કું મિંબીદ�
અન�કું=ળ હેશ	.  તો	થે%,  એવ��  કુંહે	વ�મા��  આવતો��  નથે% કું	  લિશ��મિંબીદ�ઓથે% શ્રે	ષ્ઠ મા=લ્યુ�  દ=�  નથે%,  પ��તો�  ચે�ક્કુંપણે	  ત્યુ��  અમા�કું
લિશ��મિંબીદ� હેશ	 જે	ન� માહેત્તામા મા=લ્યુ છે	. તો	થે%, અમા�રું� ધ્યુ	યુ ફક્તો માહેત્તામા ઉકું	� શ�ધવ�ન�� છે	, તો	 લિશ��મિંબીદ� તો�ફ જે�વ�� પ=�તો�� છે	.

("��ઇ�માયુન� �દર્ભ8 ��: 07:44)

તો	થે%, હેકું%કુંતોમા��, આ ખ=બી પ્રોખ્યુ�તો �ળ લિમ્પ�	ક્ અલ્ગો�ડિ�ધમા કું	વ% �%તો	 કું�યુ8 કું�	 છે	 . તો	થે%, તો	 શ�� કું�	 છે	, તો	 આ �ર્ભલિવતો
ક્ષ	ત્રાન�� લિનમા�8ણે કું�	 છે	  જે	  અવ��ધથે% ઘ	��યુ	��� છે	  અન	 પછે% તો	 લિશ�ચ્છે	દ પ�દ કું�	 છે	 . તો	થે%, અમા	 તો	ન	 લિવગોતોવ�� લિવગોતોવ��
ચેચે�8 કું�%શ�� નહે^, પ��તો� તોમા��	 એકું ખ=ણે�ન� આ લિવચે��ન	 �મા�ન્યુ બીન�વવ�� પ�શ	, બી	 પડિ�મા�ણે�મા�� શ=ન્યુતો� શ�� છે	 તો	 કુંલ્પન�
કું�વ% �ળ છે	. પ��તો�, અમા��% પ�	 ઘણે%બીધ% અવ��ધ છે	 જે	મા�� અમાન	 બી	 કું�તો� વધ� પડિ�મા�ણે�ન	 ઑલિપ્!મા�ઇઝા કું�વ�� પ�શ	,
પછે% તોમા��	 યુ�ગ્યુ �%તો	 લિશ��મિંબીદ�ન	 વ્યુ�ખ્યુ�લિયુતો કું�વ�ન% જેરૂ� છે	, પ��તો� અ�તોદbશ%યુ રૂપ	 આ �ર્ભલિવતો ક્ષ	ત્રાન� ખ=ણે� છે	. તો	થે%,
અમા	 આ લિશષ8કું�મા��થે% કું�ઈપણેમા�� પ્રો���ર્ભ કું�%એ છે%એ, ઉદ્દે	શ્યુ કું�યુ8ન�� મા=લ્યુ��કુંન કું�%એ છે%એ, પછે% આપણે	 પ���શ% લિશ��મિંબીદ�
તો�ફ ધ્યુ�ન આપ%એ છે%એ. જે� કું�ઈ નજીકુંન� લિશ�ચ્છે	દ, કું�ઈ પ���શ%ન�� મા=લ્યુ વધ� �રું� હે�યુ તો� આપણે	 તો	 પ���શ% તો�ફ
આગોળ વધ%એ,  જે� આપણે� પ��શ%ઓમા��ન� કું�ઈ પણે આપણે� કું�તો� વધ� ��� ન હે�યુ,  તો� તોમા	 ઉદ્દે	શ્યુ ચે��� કું�� છે�,
પછે% આપણે	 બી�ધ કું�%એ છે%એ અન	 જાહે	��તો કું�%એ છે%એ કું	 આ વ�ક્યુ શ્રે	ષ્ઠ છે	.  તો	થે%,  આપણે	 આ વ્યુ�ખ્યુ�નમા�� પ���વ�
આપતો� નથે% કું	,  જે� તો	 ખ�	ખ� �ચે��  છે	,  પ��તો�  તો	  દ�%� કું�વ% મા�શ્કું	� નથે%,  પ��તો�  અ�બીત્તા,  ઘણે% લિવગોતો��ળ �%તો	
અમા�મા�� મા=કુંવ� મા�!	 ich ન	 કું�મા કું�વ�ન% જેરૂ� છે	. તો	થે%, Yદ્ધ��લિતોકું �%તો	 જે	 લિમ્પ્�	ક્ Yદ્ધ��લિતોકું છે	 તો	મા��થે% એકું મા"યુ�
ઘ�તો��કું%યુ  હે�ઈ શકું	  છે	,  પ��તો�  વ�"તોવમા��  વ્યુવહે��મા��  તો	  �	ખ%યુ  પ્રો�ગ્રા�મ્ન	  હે� કું�વ�  મા�!	  એકું ખ=બી જે અ�કું��કું
અલ્ગો�ડિ�ધમા તો�%કું	 પડિ�ણેમા	 છે	. હેવ	, Yદ્ધ��લિતોકું �%તો	 કું�યુ8ક્ષમા અલ્ગો�ડિ�ધમ્ છે	, તો	થે% �	ખ%યુ પ્રો�ગ્રા�મિંમાગો મા�!	 પ�લિ�ન�લિમાયુ�
!�ઇમા એલ્ગો�ડિ�ધમા છે	, ત્યુ�� આ�તોડિ�કું મિંબીદ� પદ્ધલિતો કુંહે	વ�મા�� આવ	 છે	 અન	 ન�	ન્દ્ર કુંમા8કું�8ન	 કું��ણે	 એકું પદ્ધલિતો છે	 જે	ન	 ઘણે�
��કું�એ ��ર્ભળ્યુ�� હેશ	. વણે8ન અન	 પ્રો�ગ્રા�મ્ મા�!	 આ વધ� જે!%� છે	, �ળતો� પ્રો�ગ્રા�મા મા�!	 �ર્ભવતોa �ળ છે	, પ��તો� જ્યુ��
�ધ% આપણે	 મિંચેલિતોતો હે�ઈએ ત્યુ�� �ધ% આપણે	 જે	  જાણેવ�ન% જેરૂ� છે	  તો	 છે	  કું	  એકુંવ�� તોમા	 અવ��ધકું 	! અન	 એકું
�	ખ�ત્માકું અવ��ધન� ઉપયુ�ગો કું�%ન	 ઉદ્દે	શ્યુ કું�યુ8 	! કું�% ��, તો� તોમા	 તો	ન	 હે� કું�% શકું� છે� અ�કું��કું �%તો	. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ8 ��: 09:30)
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તો�, અ�બીત્તા, જ્યુ��	 તોમા	 �લ્યુ�શન અલિ"તોત્વમા�� હે� ત્યુ��	 પણે તોમા	 આવ� છે�. તો	થે%, આપણે� ડિકું"�મા�� અમા��% પ�	 એકું
ઉકું	� હેતો� જ્યુ�� અમા��% પ�	 એકું �ર્ભલિવતો ક્ષ	ત્રા હેતો�� જે	  આ પ્રોકું��ન� ટ્રે	પ	લિઝાયુમા જે	વ�� ��ગો	 છે	. તો	થે%, પહે	�� મા�દ્દે� એ છે	 કું	
�ર્ભલિવતો ક્ષ	ત્રા પહે	��થે% જે �લિક્ષપ્તો હેશ	, ઉપગ્રાહેન� અથે8 એ થે�યુ કું	 જે� તોમા	 આ પ્રોદ	શન% અ�દ� કું�ઈ પણે બી	 મિંબીદ�ઓ ��
અન	 તોમા	 તો	ન	 �%!%થે% કુંન	ક્! કું�% શકું� છે�,  તો� માગ્રા �	ખ� પ્રોદ	શમા�� �હે	 છે	.  તો	થે%,  ઉદ�હે�ણે તો�%કું	,  જે� મા��% પ�	 આ
પ્રોકું��ન� આકું�� હે�યુ તો�,  આ અલિર્ભવ્યુલિક્તો નથે%,  કું��ણે કું	 હે� � અ�દ� બી	 પ�ઇન્! પ�દ કું�% શકું�� છે� �  અન	 પછે% એકું �%!%થે%
જે���યુ	��� છે� �  અન	 આ ર્ભ�ગોમા�� આ �	ખ� એ પ્રોદ	શન	 છે��% દ	 છે	 . તો	થે%, �ર્ભલિવતો જેગ્યુ� હે�મા	શ� અલિર્ભવ્યુક્તો થેશ	, પ��તો� તો	
ખ��% હે�ઈ શકું	 છે	. ધ��� કું	, અમા��% પ�	 પહે	��ન% વ"તો�મા�� વધ���ન% માયુ�8દ� હેતો% જે	 કુંહે	 છે	 કું	 બીધ�� આ વ�ક્યુન% ન%ચે	 જે
હે�વ�� જે�ઈએ, હેવ	 જ્યુ��	 આ ન���ગો%ન% �થે	 માન	 આ વ�દળ% અવ��ધ હે�યુ તો�, ત્યુ�� કું�ઈ મા�દ્દે� નથે% કું	 જે	  બીધ�� જે �તો�ષ	.
તો	થે%, અવ��ધ અ�તો�ષકું��કું છે	, �ર્ભલિવતો ક્ષ	ત્રા ખ��% થેઈ જાયુ છે	 અન	 ત્યુ�� કું�ઈ ઉકું	�� નહે^ હે�યુ. બી%જી શક્યુતો� એ છે	 કું	
આપણે	 તો	ન	 પ=�તો% માયુ�8ડિદતો કું�તો� નથે%, તો	થે% આપણે	 ફક્તો કુંહે% શકું%એ કું	 આપણે	 મા�ત્રા શરૂ કુંયુ�e છે	 , આપણે	 મા�ત્રા એ!��� જે
કુંહે%એ છે%એ કું	, ઉદ�હે�ણે તો�%કું	 કુંહે%એ તો�, એચે 300 કું�તો� ઓછે� � હે�વ�� જે�ઈએ, પછે% આ એકું અલિવર્ભ�જ્યુ ક્ષ	ત્રા છે	. તો	થે%,
જે	મા માf મા��% વ�દળ% �	ખ� દ��% છે	 તો	મા માf પહે	�� કુંયુ�e છે	 અન	 હે� � તો	ન	 ખ	�% �હ્યાં� છે� � , તો	 કુંહે	 છે	 કું	 નફ� વધતો� જાયુ છે	 , ત્યુ��
કું�ઈ ઉપ�� પ�ઇન્! નથે%. તો	થે%, આ પ	થે���જીકું� કું	� છે	  જ્યુ�� �ર્ભલિવતો ક્ષ	ત્રા ખ��% છે	  અથેવ� તો	 અમાયુ�8ડિદતો છે	 , જ્યુ��
તોમાન	 ઉકું	� માળ% શકુંશ	 નહે^. પ��તો�, જે� તો	 બી�ધ�યુ	��� છે	, તો� પછે% �	ખ%યુ પ્રો�ગ્રા�મિંમાગોન� લિદ્ધ��તો આપણેન	 શ�� કુંહે	 છે	 તો	 છે	 કું	
ઉદ્દે	શ્યુ કું�યુ8  જે= ઠ��  બી��શ	,  તો	  માહેત્તામા અથેવ� ન્યુ=નતોમા %લિમાતો ક્ષ	ત્રાન% %મા� �થે	  એકું લિશખ� પ� �હે	શ	  અન	 તો	થે% તો	
ચેકું�વ� મા�!	 તો	 પ=�તો�� છે	. અન	 તો	 છે	 જે	  simplex કું�	 છે	. 
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તો	થે%, આન� પ� થે��� વધ� અભ્યુ� કું�વ� મા�!	, ચે��� આપણે	 ઉદ�હે�ણેન	 લિવ"તો@તો કું�%એ. તો	થે%, હેવ	, અમા��% બી�ફ% અન	
હે�વ� ઉપ���તો,  જે	  બી�ડિફ મા�!	  100 રૂલિપયુ�ન� નફ� પ=�� કું�તો�� મા�ન લિવગોતો� છે	, 600 મા�!	 હે�વ� મા�!	 અમા	 બીદ�મા
��મા���ઈ ઉમા	�%  છે	  જે	  આપણેન	  1300  ન��  વધ��	  નફ�  આપ	  છે	.  વ�"તોવમા��  ��કું�  બીદ�મા ��મા���ઈ અમાયુ�8ડિદતો
જેથ્થે�મા��  ખ�%દ%.  તો	થે%,  બી�ડિફ  અન	  હે�વ�  મા�!	ન%  અગો�ઉન%  મા��ગો  મા�ન  છે	,  200  અન	  300,  પ��તો�  બીદ�મા
��મા���ઈન	 અમાયુ�8ડિદતો �કુંમામા�� વ	ચે% શકું�યુ છે	 .  દ�ર્ભ�8ગ્યુ	,  અમાન	 કું�ઈ નવ� "!�ફ માળ્યુ� નથે%,  તો	થે% અમા	 હેજી પણે કું��
400 બીXક્% બીન�વવ� મા�!	 પ્રોલિતોબી�લિધતો છે%એ અન	 હેવ	 અમા��% પ�	 એકું વધ���ન�� અવ��ધ છે	 જે	  આપણેન	 માળતો� દ=ધ
�થે	 આપણે	 શ�� કું�% શકું%એ તો	ન� �દર્ભ8મા�� છે	 . તો	થે%, દ=ધ કું	 જે	  આપણેન	 માળ	 છે	 તો	 �થે	 આપણે	 એકું ડિદવમા�� હે�વ�ન��
600  બીXક્% બીન�વ% શકું%એ છે%એ અથેવ� ��મા���ઈ અથેવ� તો	ન�  કું�ઈપણે લિમાશ્રેણેન	  જે�ઈ શકું%એ છે%એ.  તો	થે%,
��મા���ઈન� અ�કું��કું �%તો	 બી�ક્ન	 હે�વ�ન� બી�ક્ન% જે	મા દ=ધ કું�તો�� ત્રાણે ગોણે% વધ��	 જેરૂ�% છે	. તો	થે%, હેવ	 ફ�%થે%,
આ અવ��ધ� આપવ�મા�� આવ	 છે	, આપણે	 જાણેવ� મા��ગો%એ છે%એ કું	 Cથે% શ્રે	ષ્ઠ ઉત્પ�દન શ	ડ્યુ=� કું	 જે	ન	 આપણે	 અમા��%
મા%ઠ% દ�કું�ન પ� કું�પ�ઝા કું�%શ��. 
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તો	થે%, જે� આપણે	 મા%કું�ણેન	 હેવ	 જે�વ�� જે�ઈએ, તો� હેવ	 ઉદ્દે	શ્યુ કું�યુ8મા�� વધ���ન% મા�ત્રા� છે	 જે	  ��મા��ઈથે% માળ	 છે	 . તો�,
આપણે% પ�	 અલિતોડિ�ક્તો વ	ડિ�યુ	બી� છે	, આપણે% પ�	 b અન	 h જે	 પહે	�� બી�ડિફ અન	 હે�વ� અન	 rasmalai મા�!	 r છે	,
તો	થે% આપણે	 બી�ફ% દ%ઠ બીXક્ દ%ઠ  100 રૂલિપયુ�,  હે�વ�ન�� બીXક્ દ%ઠ  600 રૂલિપયુ� અન	 ��મા���ઈન�  1300 બીXક્
મા	ળવ% શકું%એ છે%એ. બી�ફ% અન	 હે�વ� મા��ગો પ�ન% માયુ�8દ�ઓ અન	 ��મા���ઈ મા�!	 કું�ઈ અવ��ધ નથે%, તો	થે% અમા	 ત્યુ��
કું�ઈપણે ઉમા	�% શકુંતો� નથે%.  કું�� ઉત્પ�દનમા�� હેવ	 �મા��ઈન� મા�વ	શ થે�યુ છે	,  તો	થે% આ ત્રાણે	યુ માળ%ન	 વ�દળ% હે�વ�
જે�ઈએ અન	 આ દ=ધન% માયુ�8દ�ન	 વ્યુક્તો કું�	 છે	 .  તો	થે%,  આ એકુંદમા એકુંદમા છે	,  હે� � હે�વ�ન��  600 બી�ક્ બીન�વ% શકું�� છે� �,
બી%જી બી�જે�  હે� � ��મા���ઈન� 200 બી�ક્ બીન�વ% શકું�� છે� �, કું��ણે કું	 200 વખતો 600 રૂલિપયુ� બીદ�	 છે	. પ��તો�, હે� � કું�ઈ પણે
�યુ�જેન કું�% શકું�� છે� �  અન	 તો	 ઉત્પન્ન કું�શ	, તો	 જે દ=ધ અથેવ� તો	ન� જે	!��� ઓછે� �  જેરૂ�% છે	 . તો	થે%, એચે પ્� 3 આ� 600

ન% બી��બી� કું�તો� ઓછે� �  હે�વ�� જે�ઈએ, તો	થે% આ દ=ધન% અવ��ધ છે	. અન	 આખ�	, આ તોમા�મા ત્રાણે જેથ્થે�ઓ 0 કું�તો� મા�!%
અથેવ� મા�ન હે�વ% આવશ્યુકું છે	. 
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તો	થે%,  આ ડિકું"�મા�� જે� આપણે	 આ લિચેત્રા દ��%એ,  તો� તો	 હેવ	 એકું લિત્રાપડિ�મા�ણે%યુ ર્ભ=લિમાલિતો બીન% જેશ	,  કું��ણે કું	 આપણે%
પ�	 ત્રાણે અક્ષ બી%, એચે અન	 હેવ	 આ� ઊર્ભ% ડિદશ�મા�� આવ% �હ્યાં� છે	  અન	 હેવ	 �	ખ�ઓન� બીદ�	 અવ��ધ� આવ	 છે	 , તો	
આ યુ�જેન� બીન% જાયુ છે	. તો	થે%, બીહે�કું�ણેન	 બીદ�	 હેવ	 બીન્યુ�, અમા��% પ�	 પ�લિ�!�પ કુંહે	વ�મા�� આવ	 છે	, આપણે% પ�	
ત્રાણે પડિ�મા�ણે%યુ પદ�થે8 છે	. અન	 ફ�%થે% આપણે	 શ�ધ%શ�� કું	 તોમા	 કું�ઈ ખ=ણે�મા�� શ્રે	ષ્ઠ છે� અન	 આ ડિકું"�મા�� શ્રે	ષ્ઠતોમા બીન	 છે	 કું	
તોમા	 શ=ન્યુ બી�ડિફ કું�� છે�, તોમા	 પ=ણે8 રૂપ	 300 હે�વ� કું�� છે� અન	 પછે% તોમા	 બી�કું%ન� ��મા���ઈ મા�!	 કું�� છે� અન	 પછે%
તોમાન	 નફ� માળ	 છે	 3 ��ખ 10,000 
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તો�, તો	થે% આપણે	 કુંહે% શકું%એ કું	 આ ખ�	ખ� કું	 છે	? તો�, શ�� આ ખ�	ખ� અમા��% શ્રે	ષ્ઠ વ"તો� છે	? તો	થે%, યુ�દ ��ખ� કું	 જે� હે� �
આ કુંરું�, તો� 300 મા�� 600 માળશ	, તો	થે% માન	 અહે^થે% 1 ��ખ 80,000 માળ	 છે	 અન	 તોમાન	 અહે^ 1 ��ખ 30,000 માળ	 છે	
અન	 આ �%તો	 આપણેન	 3 ��ખ 10,000 માળ	 છે	. તો	થે%, હે� � કું	વ% �%તો	 જાણે% શકું�� કું	 આ જેવ�બી ખ�	ખ� શ્રે	ષ્ઠ છે	? તો	થે%, અહે^
એકું �પ્રોદ લિન�%ક્ષણે છે	  જે	  આપણે	 કું�% શકું%એ છે%એ. તો	થે%, આમા��ન% કું	!�%કું અવ��ધ� છે	  જે	  આપણે	 પહે	�� કું�% હેતો%,
આપણે	 ફક્તો તો	 જે દ=� કુંયુ�e હેતો�� જે	 કુંહે	 છે	 કું	 ત્રાણે મા=લ્યુ� B, H અન	 R શ=ન્યુ કું�તો� વધ��	 છે	, કું��ણે કું	 તો	 ઉપયુ�ગો% નથે%. હેવ	,
આન	 ધ્યુ�નમા�� ��ખ%ન	 હે� � એ, બી% અન	 % ન� �	બી�ન% ત્રાણે અવ��ધ� �	 છે	, �મા�ન્યુ �%તો	 જે� હે� � અવ��ધ �ઉં અન	 હે� �
ગો�ણે�કું�� કુંરું�,  તો� જે� હે� � કુંહે� � કું	  2 એચે 600 ન% બી��બી� કું�તો� ઓછે% છે	.  તો�,  આપણે	 �દ� બી%જેગોલિણેતોમા��થે% જાણે%એ
છે%એ. કું	 જે	  એચે બી��બી� 300 ન% બી��બી� છે	 તો	 જે છે	. તો�, મા��	 તો	ન	 વધ��% શકું� છે�, તો	 એકું તોતો દ્વ��� અવ��ધ છે	, હે� �
બીહે�� આવ%શ, તો	થે% તો	ન	 એકું �થે	 જે���. હે� � A ન� કું	!��કું �યુ�જેન� �ઈ શકું�� છે� �  બી% �થે	 કું	!��કું �યુ�જેન� અન	 વત્તા�
C ન� કું	!��કું �યુ�જેન�, તો	 આપણેન	 કુંશ�� નવ�� કુંહે	તો�� નથે%, અમા	 તો	ન	 એકું અ�ગો ફ�માb!મા�� જે��%એ છે%એ. તો	થે%, માન	 ��ગો	
છે	 કું	 હે� � 100 વ�� આ �	 છે	 અન	 હે� � ફ�%થે% 100 વખતો બી% �	 છે	 અન	 હે� � 400 ગોણે% % �	 છે	 અન	 હે� � તો	ન	 ઉમા	�%શ, તો	થે%
માન	 100 એચે પ્� 100 એચે પ્� 400 એચે માળશ	 જે	  600 એચે છે	. પછે% માન	 100 બી% માળશ	 અન	 અ�તો	, માન	 1200

વત્તા� 100 માળશ	, તો	 1300 આ� છે	. તો	થે%, આ �યુ�જેન �થે	 એ, બી% અન	 %ન	 �યુ�લિજેતો કું�� અથેવ� હે� � 100 દ્વ��� A,
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B થે% 100, C 400 દ્વ��� ગો�ણે�કું�� કુંરું� છે� �, હે� � નવ% અમા�નતો� ઉત્પન્ન કુંરું� છે� �. પ��તો�, આ નવ% અમા�નતો� અમાન	 કું�ઈકું
�પ્રોદ જેણે�વ	 છે	, કું��ણે કું	 હેકું%કુંતોમા�� ��બી% બી�જે�એ આપણે% પ�	 જે	  છે	 તો	 આપણું� નફ� છે	. તો	થે%, નફ� બી��બી� 100 બી%
વત્તા� 600 એચે, 1300 આ� છે	, આપણે	 આન	 માહેત્તામા કું�વ�ન� પ્રોયુ� કું�% �હ્યાં� છે%એ અન	 આપણે% માયુ�8દ�ઓ આપણેન	
શ�� કુંહે	 છે	 તો	 છે	 કું	 �ર્ભલિવતો ક્ષ	ત્રામા��, આ મા=લ્યુ ત્રાણેથે% વધ� હે�ઈ શકું	 

((માયુન��દર્ભ8: 16:05 )),

3 ��ખ 10,000 હે�વ� જે�ઈએ. બી%જા શબ્દ�મા�� કુંહે%એ તો�, આ ખ�	ખ� શ્રે	ષ્ઠતોમા નફ� છે	, કું��ણે કું	 આપણે% અવ��ધ�થે%
આપણે	 આ હેકું%કુંતો મા	ળવ% શકું%એ છે%એ કું	 આપણે	 તો	ન�થે% વધ� કું�ઈ મા	ળવ% શકુંતો� નથે%,  તો	થે% આ એકું શ્રે	ષ્ઠ મા=લ્યુ હે�વ��
જે�ઈએ.  તો	થે%,  આ લિવલિશQ ઉદ�હે�ણેમા�� એવ�� ��ગો	 છે	  કું	 આપણે	 પ�તો�ન	 �લિબીતો કું�% શકું%એ છે%એ કું	 અમા	 તો	 માયુ�8દ�થે%
ચેપળ કું�ઈકું કું�%ન	 શ્રે	ષ્ઠતોમા પ્રો�પ્તો કુંયુ�e છે	. 

("��ઇ�માયુન� �દર્ભ8 ��: 16:34)

તો	થે%, તો	 દર્ભ�ગ્યુ	 બીહે�� આવ્યુ�� છે	 કું	 આ એકું �યુ�ગો નથે%, તો	 તો��ણે આપ	 છે	 કું	 તોમા	 હે�મા	શ�� આવ� �યુ�જેન� બીન�વ% શકું�
છે�. તો	થે%, જે� મા��% પ�	 % -1, % 2 ન% અવ��ધ હે�યુ, તો� આ મા��� અવ��ધ મા%કું�ણે� છે	 , હે� � હે�મા	શ�� કું	!��કું �યુ�જેન
શ�ધ% શકું�� છે� �. તો	થે%, હે� � કું	!��કું �	મ્બી��� 1 % 1, �	મ્બી	�� 2 % 2 �ઈ શકું�� છે� �, હે� � તો	ન	 ઉમા	�% શકું�� છે� �  અન	 પછે% હે� � તો	 ઉપ�ન�
બી�ઉન્�મા��થે% મા	ળવ% શકું�� છે� �  અન	 તો	 ઉપ�� બી�ઉન્� ખ�	ખ� માન	 કુંહે	શ	 કું	, માન	 માળ	� �લ્યુ�શન બી��બી� નથે%. તો	થે%, આન	
એ�પ%ન�� લિદ્વઅવળ�� કુંહે	વ�મા�� આવ	 છે	 અન	 ફ�% આપણે	 આ લિદ્ધ��તોન	 ધ્યુ�નમા�� �ઈશ�� નહે^, પ��તો� તો	 જાણેવ�� ઉપયુ�ગો% છે	
કું	 અમા	 ફ�મ્યુ�8�	શન �ઈ શકું%એ છે%એ જે	 અમા	 એ�.પ%. મા�!	 શરૂ કું�%એ છે%એ અન	 પછે% આપણે	 બી%જા પ્રોશ્ન પ=છે% શકું%એ
છે%એ. જે	 કું	!��કું �	ખ%યુ માલિલ્!��યુ8 �થે	ન� અવ��ધ�ન	 �યુ�લિજેતો કું�%ન	 આપણે	 મા	ળવ% શકું%એ તો	 ન્યુ=નતોમા મા=લ્યુ છે	 . તો�,
આપણે	 નવ� વ	�%એબી�� મા	ળવ%એ છે%એ જે	  બી��બી� આ ગો�ણે�કું�� છે	.  �	મ્બ્��  1 થે% �મ્બી	�� કું	 જે	  મા=લ્યુ�ન	 ઘ!��	 છે	  તો	
��મ્બી	�� 1 % 1 વત્તા� �	મ્બી��� 2 % 2 વત્તા� �	મ્બી��� કું	 % કું	 શ�� છે	? તો�, આ મા��� નવ� પ્રોશ્ન છે	, હે� � આન	 ઘ!��વ� મા��ગો��
છે� �  અન	 પછે% આ બી%જી એ�પ% મા"યુ� બીન% જાયુ છે	 અન	 હે� � તો	ન	 ઉકું	��� છે� �  કું	 ડ્યુ�અ� અન	 અ�ન% પ�	 એકું ઉકું	� છે	 ,
જે� અન	 તો	 મા�ત્રા ત્યુ��	 જે જે� તો	 ઉકું	� બી�ન	 મા�!	 શ્રે	ષ્ઠ હે�યુ. તો	થે%, આ અમાન	 વ�જેબી% ઠ��વવ�ન� એકું �"તો� આપ	 છે	 કું	 માf
�	ખ%યુ પ્રો�ગ્રા�મિંમાગો મા"યુ�ન	 યુ�ગ્યુ �%તો	 ઉકું	�% છે	. 
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ડિ�ઝા�ઇન અન	 એન�લિ�લિ ઓફ એલ્ગો�ડિ�ધમ્ (Design and Analysis of Algorithms)
પ્રો�ફ	� મા�ધવન મા�કું��દ (Prof. Madhavan Mukund)

ચે	ન્નઈ મા	થે	મા	ડિ!કું� ઇલિન્"!ટ્યુ�! (Chennai Mathematical Institute)
વ%કું - 08 

મા�ડ્યુ�� - 02 
�	ક્ચે� - 51

એ�પી% મા��	લિં�ગો: પ્રો��ક્શન પ્��લિંનગો

ચે��� આપીણે	  ફ�%થે%  ઉત્પી�દન કું�વ�  �થે	  �%લિનયુ� પ્રો�ગ્રા�લિંમાગોન�  ઉપીયુ�ગો કું�%ન	  મા"યુ�ન��  મા��	લિં�ગો કું�વ�ન�  બી%જા
ઉદ�હ�ણેન	 જો�ઈએ. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ6 ��: 00:09)

તે	થે%,  યુ�દ ��ખો� કું	 એકું �	ખો%યુ પ્રો�ગ્રા�મા ઑલિપ્!મા�ઇઝા	શન મા"યુ� છે	,  જ્યુ�� તેમા��% પી�	 કું	!��કું ચે�� હ�યુ છે	  જો	  તેમા	
ગોણેતે�% કું�વ� મા��ગો� છે� તે	ન�� વણે6ન કું�	 છે	 . અન	 હવ	 તેમા��% પી�	 આ ચે�� પી� �%લિનયુ� અવ��ધ છે	 , તે	માજો એકું �	ખો%યુ
ફ�ક્શન છે	  જો	  તેમા	 તે	 કું�વ� મા��ગો� છે� કું	 જો	ન	 તેમા	 ઑલિપ્!મા�ઇઝા,  માહત્તમા અથેવ� ઘ!��વ� મા��ગો� છે�,  જો	ન	 ઉદ્દે	શ્યુ કું�યુ6
કુંહ	વ�મા�� આવ	 છે	. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ6 ��: 00:28)

અન	 �	ખો%યુ પ્રો�ગ્રા�માન	  ઉકું	�વ�ન� એકું �"તે� તે	  ર્ભ@લિમાલિતેથે% લિવચે��%ન	  લિમ્પી�	ક્ અલ્ગો�ડિ�ધમાન� ઉપીયુ�ગો કું�	  છે	  અન	
લિમ્પી�	ક્ષ અલ્ગો�ડિ�ધમાન� એ હકું%કુંતે છે	  કું	 �	ખો%યુ પ્રો�ગ્રા�માન� માહત્તમા મા@લ્યુ હ�મા	શ�� અ"પીષ્ટતે�ન� લિશખો� પી� છે	.  તે	થે%,  તે	
કું	!��કું લિશ��લિંબીદ�થે% શરૂ થે�યુ છે	 અન	 તે	 એકું લિશ�ચ્છે	દથે% પી��શ% �ધ% જાયુ છે	 , જ્યુ�� �ધ% તે	 કું�ઈ શ�કું� શ�ધ% ન �	 ત્યુ�� �ધ%
તે	ન�� મા@લ્યુ પી��શ% છે	 અન	 દ�વ� એ છે	 કું	 કુંણે6 ખો�	ખો� �લ્યુ�શનન�� પ્રોલિતેલિનલિધત્વ કું�	 છે	. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ6 ��: 05:56)

294



અમા	 પીણે કુંહ્યું�� હતે�� કું	 આપીણે	 દ�%� કું�% શકું%એ છે%એ કું	 આ લિFવઅ� બીન�વ%ન	 આ શ્રે	ષ્ઠતેમા મા@લ્યુ છે	 , જો	 લિમાશ્રેણેન	 ઘ!��વ�
મા�!	 અન	 લિમાશ્રેણેન	 ઘ!��વ� મા�!	 અન	 મા@ળ અન	 લિFવ ખો�	ખો� શ્રે	ષ્ઠતેમા મા@લ્યુ છે	. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ6 ��: 01:13)

તે	થે%, આગો�મા% ઉદ�હ�ણે આપીણે	 કું�પીJ! મા	ન્યુ�ફ	કુંચેરિં�ગો કું�પીન% તે�ફ જો�વ�� છે	 . તે	થે%, અમા��% પી�	 એકું કું�પીન% છે	 જો	  હ�થેથે%
બીન�વવ�મા�� આવતે% કું�પીJ! બીન�વ	 છે	  અન	 હ��મા�� અમા	 કુંમા6ચે��%  30 કુંમા6ચે��%ઓ છે	,  દ�	કું કુંમા6ચે��% એકું માલિહન�મા��  20

કું�પીJ! બીન�વ	 છે	 અન	 તે	ન� પીગો�� 20,000 રૂલિપીયુ� છે	. તે	થે%, જો� આપીણે	 ફક્તે કું�પીJ!ન% રિંકુંમાતે જો�ઈશ��, તે� પીછે% દ�	કું કું�પીJ!
બીન�વવ� મા�!	 અમા	 1000 રૂલિપીયુ� ચે@કુંવ%શ��. હવ	, તે	 તે��ણે આપી	 છે	  કું	 અમા��% મા�લિકું મા��ગો મા�મા% છે	 , તે	થે% કું	!��કું કું�યુ6
�	!�ન	 જો�યુ� બી�દ અમાન	 વર્ષ6ન�� દ�	કું માલિહન�મા�� વ	ચે�ણે કું�વ�ન% અપી	ક્ષ� ��ખો% કું�પીJટ્ન% �કુંમાન� અ�દ�જો બીન�વવ�મા��
આવ	 છે	. તે	થે%, અમા��% પી�	 440 થે% 920 ન% મા��ગોન% �	ન્જો છે	, તે	થે% યુ�દ ��ખો� કું	 તેમા��% પી�	 30 કુંમા6ચે��%ઓ અન	 20

કું�પીJ! છે	, હ� � દ� માલિહન	  600 કું�પીJટ્ બીન�વ% શકું�� છે� �, આ હ� � વતે6મા�ન લિહ"� �થે	 કું�% શકું�� છે� �. હવ	, 440 જો	!�% મા��ગો
ઓછે% છે	. તે	થે%, જો� હ� � 600 કું�પીJ! કુંરું� છે� �, હવ	 જો� મા��% પી�	 30 કુંમા6ચે��%ઓ હ�યુ અન	 દ�	કું એકું માલિહન�મા�� 20 કું�પીJ!
બીન�વશ	, તે� હ� � તે	 પી�છે� �  મા	ળવ%શ. તે	થે%, હ� � કું�પીJ!ન	 આદશ6 બીન�વવ� મા�!	 !કું�વ��% આપી% �હ્યું� છે� �, તે	થે% દ�	કું કુંમા6ચે��% એકું
માલિહન�મા�� 20 કું�પીJ! બીન�વશ	. તે	થે%, હ� � હ�મા	શ� 600 કું�પીJ! બીન�વશ	, પીણે મા��% પી�	 160 જો��% હશ	 જો	  હ� � વ	ચે% શકુંતે�
નથે%. પી��તે�, ત્યુ�� કું	!��કું માલિહન� છે	  જ્યુ�� માન	 320 ન% મા��ગો હશ	 અન	 હવ	 મા��% પી�	 વ	ચેવ� મા�!	 પી@�તે% કું�પીJ! છે	  કું	 કું	મા
તે	ન� પ્રોશ્ન છે	. તે	થે%, હ� � જાન્યુ�આ�%થે% ડિ�	મ્બી�ન% મા��ગોન	 જાણું� છે� � અન	 કુંહ	 છે	 કું	 આ જાન્યુ�આ�% મા�!	 �% 1, ફ	બ્રુ�આ�% મા�!	
�% 2 અન	 ડિ�	મ્બી� મા�!	 12 �ધ% �ગ્રાલિહતે છે	. તે	થે%, મા��% પી�	 આ 12 મા�ત્રા� છે	 જો	  ચે�ખ્ખો� ગો�ણે તે�%કું	 જાણે%તે% છે	, આ
કું	!�% છે	 તે	 હ� � વ	ચે% શકું�� છે� �  અન	 આ દ�	કું ગો�ણે. 

("��ઇ�માયુન� �દર્ભ6 ��: 02:45)

તે	થે%,  હવ	,  માન	 આ બીદ��તે% મા��ગોમા�� ઉ�!� પી�વ�ન	 કું��ણે	,  ઓછે�મા�� ઓછે% �કુંમા ગો�મા�વવ�ન% ખો�તે�% કું�વ� મા�!	,  આ
અ�ગો મા��ગોન	 પીહSચે% વળવ� મા�!	 આ વ્યુ@હ�ચેન� �થે	 આવવ�� પી�શ	. તે	થે%, એકું શક્યુતે� એ છે	  કું	 જ્યુ��	 પીણે મા��% પી�	
વધ���ન% મા��ગો હ�યુ ત્યુ��	 હ� � ઓવ�!�ઈમા �	, તે	થે% જો� હ� � માયુ જોમા� કુંરું� તે� હ� � કું�માદ���ન	 વધ� કું��કું� �ધ% કું�મા કુંરું� છે� �
અન	 વધ� કું�પીJ! કુંરું� છે� �. પી��તે�, આન� મા�!	 2 ખોચે6 છે	, ઓવ� !�ઇમા મા�!	 કું��કું દ%ઠ કું�મા વ	તેન �મા�ન્યુ ધ�� કું�તે�� �મા�ન્યુ
�%તે	 વધ��	 છે	,  ચે��� ધ��%એ કું	 તે	  80 !કું� વધ��	 છે	.  તે	થે%,  જો� તેમાન	 મા@ળ રૂપી	 યુ�દ છે	  કું	 અમા	 પ્રોત્યુ	કું કું�પીJ! દ%ઠ 1000

રૂલિપીયુ� આપીણે% શ્રેમા રિંકુંમાતે તે�%કું	 ચે�કુંવ% દ%ધ% છે	, તે	થે% જો� હ� � તે	ન	 ઓવ�!�ઇમામા�� બીન�વ%શ, તે� તે	ન% રિંકુંમાતે 1800 રૂલિપીયુ�
પ્રોલિતે કું�પીJ! હશ	. કું��ણે કું	, તે	 મા�ન માયુ �	શ	 અન	 વ્યુલિક્તેન	 80 !કું� વધ� ચે@કુંવવ� પી�શ	. તે	થે%, 1800 ન% 80 !કું�, તે	થે%
તે	ન% રિંકુંમાતે 1800 પ્રોલિતે કું�પીJ! છે	  જો	  ઓવ�!�ઇમા �	! છે	 , બી%જી બી�બીતે એ છે	  કું	 તેમા	 અ�બીત્ત, કું�ઈ ડિદવન% 24 કું��કું
કું�મા કું�વ�ન% અપી	ક્ષ� ��ખો% શકુંતે� નથે%. તે	થે%, ત્યુ�� એકું માયુ�6દ� છે	 જો	  કુંહ	 છે	 કું	 કું�ઈ કું�યુ6કું� 30 !કું�થે% વધ� ન કું�% શકું	, 30

!કું�થે% વધ��	 માયુ લિવતે�વ% શકુંતે� નથે%. તે	થે%, જો� તે	ઓ �મા�ન્યુ �%તે	 દ� માલિહન	 20 બીન�વ	 છે	, તે� મા�!�ર્ભ�ગો	 તે	ઓ 6
વત્ત� જોઈ શકું	 છે	, એકું કું�માદ�� હવ	 મા�!�ર્ભ�ગોન� માયુ	 કું�% શકું	 છે	 , જો	મા�� ઓવ�મા�! 26 પ્રોલિતે માલિહન�ન� મા�વ	શ થે�યુ
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છે	. મા��� મા�!	ન� બી%જો� લિવકુંલ્પી કુંમા6ચે��%ઓન	 ઉમા	�વ� અથેવ� ઘ!��વ�ન� છે	 , હ� � નવ� કુંમા6ચે��%ઓન	 ઉમા	�વ� મા��ગો�� છે� � , જો�
મા��% પી�	 એકું માલિહન�ન% ઊંચે% મા��ગો હ�યુ તે� મા��	  600 કુંમા6ચે��%ન% મા��ગોણે%મા�� કું	!��કું કુંમા6ચે��%ઓન	 મા�પ્તે કું�વ�ન%
જોરૂ� પી�% શકું	 છે	. પીણે, આ પીણે ખોચે6મા�� આવ�, તે	 માન	 થે�યુ છે	 કું	 મા��	 કું	!��કું કું�ગોળન�� કું�મા કું�વ�� પી�શ	 અન	 મા��	 કું	!��કું
વળતે� પીણે આપીવ�� પી�શ	. તે	થે%, ચે��� ધ��%એ કું	 અમા�કું ચે�ક્કું ખોચે6 છે	 3200 એ કું�યુ6કું�ન	 ર્ભ��	 ��ખોવ�મા�� ખોચે6 હયુ�ગો%
છે	  અન	  4000  રૂલિપીયુ� એકું કું�યુ6કું�ન	 ફ�યુરિં�ગોમા��  ખોચે6 હયુ�ગો% છે	 .  અન	 અ�તે	,  જ્યુ��	  હ� �  અલિ"તેત્વમા�� આવ્યુ� ત્યુ��	  હ� �
કું�પીJટ્ "!�� કું�% શકું�� છે� �  અન	 મા��ગો કું�તે% વખોતે	 પીછે%થે% તે	ન	 વ	ચે% શકું�� છે� �, પી��તે� "!��	જો પીણે કું�ઈકું ખોચે6 કું�	 છે	. તે	થે%, ચે���
ધ��%એ કું	  કું�પીJ! ખોચે6  80  પીX� પ્રોલિતે માલિહન�મા��  �ગ્રાલિહતે કું�	  છે	.  કું��ણે કું	,  માન	 તે	ન	  ર્ભ	જોથે% થેતે� ન�કું�નન	  !�ળ%ન	
કું�ળજીપી@વ6કું ��ખોવ�� પી�શ	 અન	 આથે%,  હ� � લિવલિવધ લિવકુંલ્પી� આપી% શકું�� છે� �  જો	  હ� � ઓવ�!�ઇમા ચે@કુંવ% શકું�� છે� � .  પી��તે�,  માયુ�6દ�
�ધ% અન	 તે	 વ્યુલિક્તેએ બીન�વ	�� કું�પીJ! મા�!	 વધ� ખોચે6 કુંયુY જો	ણે	 ઓવ�!�ઇમા ચે@કુંવ્યુ�. હ� � મા��� વકું6 ફ�6મા��થે% ક્યુ�� ઉમા	�%
અથેવ� બી�દ કું�% શકું�� છે� �, પીણે દ� વખોતે	 જ્યુ��	 હ� � તે	 કુંરું� છે� �  ત્યુ��	 તે	 પીણે આવ	 છે	 . અન	 અ�તે	, મા��% પી�	 મા�રું� ઉત્પી�દન
ચે��� ��ખોવ� મા�ગો	 તે� એકું વધ���ન�� "!��	જો ખોચે6 છે	, તે	ન	 એકું માલિહન�થે% બી%જા માલિહન� �ધ% Sપીવ��. 

("��ઇ�માયુન� �દર્ભ6 ��: 05:17)

તે	થે%, આપીણે	 આમા��થે% �	ખો%યુ પ્રો�ગ્રા�મા બીન�વવ� મા��ગો%એ છે%એ, તે	થે% આપીણેન	 કું	!��કું ચે��ન% જોરૂ� છે	. તે	થે%, અમા	 આ
12 માલિહન� જાન્યુ�આ�%, ફ	બ્રુ�આ�%થે% ડિ�	મ્બી� �ધ% કું�યુ6�તે છે%એ. તે	થે%, એકું માલિહન�ન� આ અવકું�શમા�� જો	  બીન્યુ�� તે	 બીધ��
લિવચે��વ�� "વ�ર્ભ�લિવકું છે	. તે	થે%, માલિહન� મા�!	 હ� � જ્યુ�� 1 થે% 12 �ધ%ન� છે� �, ચે��� ધ��%એ કું	 અમા��% પી�	 વ�ઇ કું�માદ��� છે	,
શરૂઆતેમા�� અમા��% પી�	 30 કું�માદ��� છે	. ત્યુ��બી�દ, આ 30 થે% અમા	 કુંમા6ચે��%ઓન	 ખો��% જોગ્યુ�મા�� મા	ળવવ� મા�!	 ર્ભ��	
��ખો%એ અથેવ� આગો ��વ%શ��, પીછે% ફ	બ્રુ�આ�% મા	ળવવ� મા�!	 કું	!��કુંન	 ર્ભ��	 ��ખો%એ અથેવ� આગો ��વ%શ��. તે	થે%, દ� માલિહન	
�ર્ભલિવતે રૂપી	 અમા��% પી�	 ઓછે� અથેવ� ઓછે� કું�માદ��� હ�યુ છે	 , પી��તે� અમા	 30 થે% પ્રો���ર્ભ કું�%એ છે%એ, હવ	 આ 30

કું�માદ��� કું	!��યુ �ખ્યુ�મા�� કું�પીJ! બીન�વશ	. તે	થે%, ચે��� ધ��%એ કું	 માલિહન�મા�� બીન	�% કું�પીJ!ન% કું�� �ખ્યુ� એક્ i અન	 O i

છે	 જો	  કું�� રૂપી	 એક્ i મા�� શ�મા	� છે	. પી��તે�, ઓ, હ� � લિવશ	ર્ષરૂપી	 કું�પીJટ્ન% �ખ્યુ� છે	  જો	  ઓવ�!�ઇમામા�� બીન�વવ�મા�� આવ	
છે	, કું��ણે કું	 આ મા�!	 વધ���ન% રિંકુંમાતે છે	 , તે	 અન્યુ પીગો��મા�� મા�પ્તે થેઈ ગોઈ છે	 જો	  અમા	 પીહ	��થે% જો કું�માદ��ન	 ચે@કુંવ%એ
છે%એ.  અન	 છે	વ!	,  અમા	 કુંહ્યું�� કું	 અમા��% પી�	 આ ર્ભ��	 ��ખોવ�ન% અન	 ફ�યુરિં�ગો ખોચે6 છે	 ,  તે	થે% ચે��� હ� � એકું માલિહન�ન%
શરૂઆતેમા�� ર્ભ��	 ��ખો	�� કું�માદ���ન% �ખ્યુ� અન	 પ્રોથેમા ક્રમા��કું આપી��.એકું માલિહન�ન% શરૂઆતેમા�� એફ કું�યુ6કું�� બી�તે�ફ. અન	
એન	 હ� � મા��ન� અ�તેમા�� "!�કુંમા�� �હ	�% �પ્� કું�પીJટ્ન% �ખ્યુ� મા�!	 કુંહ� � છે� � . તે	થે%, હ� � શરૂઆતેમા�� ધ��	 છે	 કું	 મા��% પી�	
ખો��% વ	ડિ�યુ	બી� છે	, તે	થે% 0 ન% 0 છે	, પીણે જાન્યુ�આ�% 1 ન� અ�તે	 કુંહ	 છે	  કું	 મા��% વ�તે�6 પી� કું	!�% કું�પીJ! છે	 , ફ	બ્રુ�આ�%ન�
અ�તેમા�� કુંહ	 છે	 કું	 મા��% વ�તે�6 પી� કું	!�% કું�પીJ! છે	 અન	 તે	થે%. તે	થે%, ત્યુ�� 1, 2, 3, 4, 5, 6 જોથ્થે� છે	, આમા��ન% દ�	કું મા�ત્રા� 12

માલિહન� મા�!	 છે	.  તે	થે%, 72 વ	�%એબીલ્ વત્ત� મા��% પી�	  w0 અથેવ� s0 મા�!	 આ મા@ળર્ભ@તે પ્રો���લિર્ભકું ચે�� છે	 ,  તે	થે%  74

ચે��. તે	થે%, આ ઘણે� બીધ� વ"તે�ઓ છે	 જો	ન� હ� � અ�દ�જો કુંરું� છે� �, પી��તે� તે	 વ�"તેવમા�� �	ખો%યુ પ્રો�ગ્રા�મામા�� પીડિ�ણેમા	 છે	, તે	 મા�!%
�ખ્યુ� નથે%, તે	 લિમ્પી�	ક્ લિહતેન% નવ%નતેમા વ"તે�ઓ Fવ��� ખો@બી કું�યુ6ક્ષમા �%તે	 હ� કું�% શકું�યુ છે	. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ6 ��: 07:16)

તે	થે%,  ચે��� હવ	 આપીણે	 અવ��ધન% વ"તે� કું�%એ, તે	થે% �મા�ન્યુ એકુંન% પ્રોથેમા અવ��ધ, જો	  આપીણે	 જો	  દ�	કું જોથ્થે� લિવશ	
વ�તે કું�%એ છે%એ તે	 બી��બી� 0 કું�તે� વધ��	 છે	. બી%જી અવ��ધ� વ�!�ઘ�!� લિવશ	, કું�પીJટ્ન% �ખ્યુ� લિનયુલિમાતે ઉત્પી�દન અન	
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ઓવ�!�ઇમામા�� કું	વ% �%તે	 તે@!% ગોઇ છે	. તે	થે%, જો� હ� � એકું માલિહન�મા�� કું��પી	! કુંરું� છે� �, તે� દ�	કું કું�યુ6કું�ન	 યુ�દ છે	 કું	 હ� � માલિહન�મા��
મા��� "થે�પીન�મા�� કું�માદ���ન% �ખ્યુ�મા�� માલિહન� બીન�વશ	.  તે	થે%, 20  વ�� �બીલ્યુ� હ� �  માલિહન�મા�� કુંયુ� કું�માદ���ન	 �મા�ન્યુ
માયુન% અ�દ� અન	 તે	 ઉપી���તે કું	 હ� � મા�ત્રા બીન�વવ�મા�� કું�પીJ! �ખ્યુ� છે	. તે	થે%, ઓ, હ� � ઓવ�!�ઇમા કું��કુંન% �ખ્યુ� નથે%,
તે	થે% હ� � કું�પીJટ્ન% �ખ્યુ� છે	. તે	થે%, દ� માલિહન	 હ� � 20 વખોતે કુંમા6ચે��%ઓ વત્ત� O i કુંરું� છે� �, હવ	 જો� હ� � પ્રો���ર્ભ કુંરું� તે� મા��	
પીહ	��� માલિહન	 �બીલ્યુ� 1 ઓછે� કું�માદ��� હતે� અન	 મા] થે��� ર્ભ��	 ��ખ્યુ� અન	 થે��� બી�તે�ફ કુંયુ�6, તે� હવ	 મા��% પી�	 કું��
�ખ્યુ� એ જો@ન% �ખ્યુ� છે	 વત્ત� ર્ભ��	 ��ખો	� વત્ત� �ખ્યુ� ર્ભ��	. તે	થે%, આ પ્રોત્યુ	કું �બીલ્યુ� હ� � પી�છે�� �બીલ્યુ� આઇ �થે	 કું	વ%
�%તે	 જો���યુ	��� છે	 તે	ન% આ અવ��ધ છે	. 
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એ જો �%તે	, "!	કું એ આ માલિહન	 શરૂ થેતે�� પીહ	��� મા��% પી�	 કું	!�% હતે%, મા] આ માલિહન	 કું	!�� ખોચે6 કુંયુY અન	 કું	!�� બીધ�
વ	ચ્યુ�. તે	થે%, યુ�દ ��ખો� કું	 �% 1 થે% �% 12 ન% મા��ગો હતે%, તે	થે% આ લિનયુતે જોથ્થે� છે	, ક્યુ�� તે� ચે� નહ^ તે	 જાણે%તે� મા@લ્યુ�
છે	. તે	થે%, આ માલિહન�મા�� મા] �% વ	ચે% દ%ધ% હ�તે, પી��તે� હ� � એક્ પી	દ� કુંરું� છે� �. તે	થે%, એક્ આઇ મા�ઇન �% એ આ માલિહન	
પી	દ� કું�	�� એલિક્ઝાટ્ છે	, જો	 ખો�! છે	, કું��ણે કું	 હ� � �પ્� % મા�ઇન 1 થે% શરૂ કું�% શકું�� છે� � . તે	થે%, જો� હ� � આ માલિહન�ન�
�પ્� ઉમા	રું� છે� �  તે� માન	 અવગોણેવ�મા�� આવ	 છે	 . માલિહન�. યુ�દ ��ખો�, મા��% પી�	 નકું���ત્માકું કું�પીJટ્ નથે%, % તે	 બીધ%
વ"તે�ઓ હ�મા	શ��  0 કું�તે� મા�!% હ�વ% આવશ્યુકું છે	. અન	 છે	લ્�	, જો	મા જો	મા આપીણે	 કું�યુ6કું� પીહ	�� લિનયુલિમાતે માલિહન�મા�� 20

કું�પીJટ્ બીન�વતે� પીહ	��� કુંહ્યું�� તે	મા, જો� હ� � હવ	 તે	 હકું%કુંતે ઉમા	�%શ કું	 તેમા	 30 !કું� કું�% શકું� છે� ઓવ�!�ઇમા, આ 20 વત્ત� 6
છે	.  તે	થે%,  ઓવ�!�ઇમામા�� કું�વ�મા�� આવ	�% કું�પીJટ્ન% �ખ્યુ� પ્રોલિતે કુંમા6ચે��% દ%ઠ 6 જો	!�% હ�ઈ શકું	 છે	.  તે	થે%,  ઓ,  હ� �  6
ગોણે% �બીલ્યુ�થે% ઓછે% અથેવ� બી��બી� હ�વ�� જો�ઈએ, તે	થે% આ બીધ% અવ��ધ છે	. 
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તે	થે%, હવ	 આ અવ��ધ� આપી%એ છે%એ જો	  આપીણે	 કું�વ� મા��ગો%એ છે%એ તે	 આપીણે	 જો	  રિંકુંમાતે ચે@કુંવવ� જોઈ �હ્યું� છે%એ તે	
કું�� �કુંમા ઘ!��	 છે	. તે	થે%, _ પ્રોથેમા લિનયુલિમાતે વ	તેનન� ખોચે6 છે	, લિનયુલિમાતે વ	તેનન� ખોચે6 પ્રોલિતે કુંમા6ચે��%ઓ દ%ઠ 20,000 છે	
અન	  અમા��%  પી�	  માલિહન�  1,  �બીલ્યુ�  2  માલિહન�  2  અન	 �બીલ્યુ�  2  માલિહન�મા��  �બીલ્યુ�  1  કું�માદ���  છે	,  તે	થે% અમા	 કું��
કું�માદ���ન� મા�વ	શ કું�%એ છે%એ, દ�	કુંમા��થે% વ�ણે મા�ગો6 20,000 રૂલિપીયુ�. તે	થે%, આ વર્ષ6 પીહ	��� કું�� પીગો�� છે	 , પીછે% દ�	કું
માલિહન�મા��  આપીણે	 કું	!�� ��કું�ન	  ર્ભ��	  આપી%એ છે%એ તે	ન� આધ��	,  અમા	 દ�	કું ર્ભ��	  3000  ચે@કુંવ%એ છે%એ,  તે	થે% આ
અમા��% ર્ભ�તે%ન% પી�દગો% છે	.  એ જો �%તે	,  દ�	કું વ્યુલિક્તે કું	 જો	  અમા	 વ્યુવ�યુ કું�%એ છે%એ તે	 મા�!	 આપીણે	 પીહ	�� 4000

ચે@કુંવવ�� પી�શ	.  તે	થે%,  આ ફ�યુરિં�ગો ચે@�!	�� છે	,  પીછે% દ� માલિહન	 ખો�પી�% કું�પીJ!ન% �ખ્યુ� કું	 જો	  દ� માલિહન	 કું�પીJ!ન� ખોચે6મા��
�ગ્રાહ�યુ છે	. તે	થે%, 80 Fવ��� કું�� "!��	જોન	 ગો�ણે�કું�� કું�વ� પી�શ	 અન	 છે	વ!	, જ્યુ��	 હ� � ઓવ�!�ઇમા ચે@કુંવ%શ અન	 અમા�રું�
ન�બી� પીગો�� ચે@કુંવ%શ. તે	થે%, ઓવ��ઇ!મા�� બીન	�% પ્રોત્યુ	કું કું�પીJ!, 1800 રૂલિપીયુ�ન� ખોચે6 યુ�દ ��ખો�, જો	  1000 રૂલિપીયુ� છે	, જો	
પીહ	��થે% પીગો�� મા�!	 જોવ�બીદ�� છે	, તે	થે% મા��% ઓવ�!�ઇમા રિંકુંમાતે છે	. તે	થે%, આ કુંહ	 છે	 કું	 આપીણે	 મા��ગો અન	 ર્ભ��	 આપીતે%
અન	 પ્રો	�ણે�દ�યુકું અન	 ઉત્પી�દકુંતે� �થે	 ઉત્પી�દન લિવશ	 આ એકુંદમા જોડિ!� જો� દ� જો� દ� પ્રોશ્નન	 �ઈ શકું%એ છે%એ અન	 તે	ન	
72 વત્ત� 274 ચે�� અન	 જોડિ!� ખોચે6 કું�યુ6 �થે	 	! કું�% શકું%એ છે%એ અન	 તે	ન	 �ળ અન	 ફ%� આપી% શકું%એ છે%એ. 
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તે	થે%, આપીણે	 �ળ કુંયુ�` છે	 અન	 આપીણે	 ઉકું	� શ�ધ% કું�ઢ્યુ� છે	, તે	થે% આપીણે	 કુંયુ�` છે	, તે	થે% આપીણે	 એવ�� અન�ર્ભવ%એ છે%એ કું	
આપીણે	 એકું જોવ�બી �થે	 હ�ઈ શકું%એ જો	  વ�"તેવમા�� ઉપીયુ�ગોમા�� �ઈ શકું�યુ તે	વ�� નથે%. દ�ખો�� તે�%કું	, આપીણે	 તે	 જોવ�બી
આપી% શકું%એ કું	 એચે 3 એ 10.6 બી��બી� છે	. તે	થે%, આ છે	, અમા	 એકું માલિહન�મા�� ��કું�ન% લિર્ભન્ન �ખ્યુ� ર્ભ��	 ��ખોવ% જો
જો�ઇએ. હવ	, દ	ખો%તે% �%તે	, આપીણે	 તે	 જો માયુ	 કું�% શકુંતે� નથે%, અમા��% પી�	 કું�ઈ પીણે અવ��ધ નથે%, જો	  દશ�6વ	 છે	  કું	
મા@લ્યુ� પી@ણે�`કું હ�વ�� આવશ્યુકું છે	. 
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તે	થે%, આ લિવશ	 શ�� કું�% શકું�યુ છે	, તે	માજો આપીણે	 આ 10.6 �ઈ શકું%એ છે%એ અન	 આપીણે	 પી@ણે�`કું 10 અથેવ� 11 મા�� ર્ભ@��
શ�ધ% શકું%એ છે%એ અન	 રિંકુંમાતે પી� શ�� થે�યુ છે	  તે	ન�� પી�નbમા@લ્યુ��કુંન કું�%એ છે%એ, જો� આપીણે	 તે	ન	 પી@ણે�ક̀ું પીણે બીન�વ%એ .
તે	થે%, આન	 પી@ણે�`કું ��ઉલિંન્�ગો કુંહ	વ�મા�� આવ	 છે	 , હવ	 જો� મા@લ્યુ મા�!�� હ�યુ તે� હવ	 10, 11 બી	 અ�કું મા@લ્યુ કુંહ	 છે	, તે� ��ઉલિંન્�ગો
પ્રોમા�ણેમા�� ન�ન�� લિવ"થે�પીન છે	 અન	 માહત્તમા ગો�ણેવત્ત�ન% ગો�ણેવત્ત� બીદ��શ	 નહ^. પી��તે�, જો� �ખ્યુ� ન�ન% હ�યુ, તે� હ� � કુંહ%શ
કું	 હ� �  1.52 અથેવ� 1 ન% 0.51 કું��કું 0 થે% �ઈ જોઈશ તે� ��ઉલિંન્�ગોન% અ� તેદ્દેન કું�યુ6 હ�ઈ શકું	 છે	 . તે	થે%, આ �	ખો%યુ
પ્રો�ગ્રા�લિંમાગોન% �મા�ન્યુ મા"યુ� છે	  જો	  �	ખો%યુ પ્રો�ગ્રા�લિંમાગો એ ગો	�]!% આપી% શકું	 નહ^ કું	 તેમા��% પી�	 પી@ણે�`કું �લ્યુ�શન્ છે	 ,
જ્યુ��	 તેમા	 પી@ણે�`કું �લ્યુ�શન ઇચ્છે� ત્યુ��	 તેમા	 પી@ણે�ક̀ું �લ્યુ�શન પ્રો�પ્તે કું�વ� મા�!	 ��ઉલિંન્�ગોન� ઉપીયુ�ગો કું�% શકું� છે�, પી��તે�
તેમા��	  �વચે	તે �હ	વ��  જો�ઇએ કું	  ગો�ળ%ઓ ખો�	ખો� આપી	 છે	  તેમા	 એકું શ્રે	ષ્ઠ હવ	,  શ� મા�!	  આગ્રાહ કું�શ� કું	  તેમા	 પી@ણે�`કું
�લ્યુ�શન જો�ઈએ છે	. તે	થે%, તેમા	 આ જો મા"યુ�ન	 	! કું�% શકુંતે� નથે% અન	 તે	ન	 હ� કું�% શકું� છે�, પી��તે� �લ્યુ�શન્ન%
પી@ણે�ક̀ું હ�વ% જોરૂ�% છે	, દ�ર્ભ�6ગ્યુ	 આ શ�તે� ખો@બી જો મા�શ્કું	� તેપી� છે	 . તે	થે%, અમા	 શ�ધ્યુ�� છે	  કું	 અમા	 દ�વ� કુંયુY છે	 કું	 જ્યુ��	
આપીણે	 �મા�ન્યુ �	ખો%યુ પ્રો�ગ્રા�લિંમાગો મા"યુ� 	! કું�%એ છે%એ, ત્યુ��	 અમા	 તે	માન	 કું�યુ6ક્ષમા �%તે	 હ� કું�% શકું%એ છે%એ. તે	થે%,
લિમ્પી�	ક્ એ એકું કું�યુ6ક્ષમા ઉકું	� નથે%,  પી��તે�  અ�કું��કું  ઉકું	� છે	,  પી��તે�  �	ખો%યુ પ્રો�ગ્રા�લિંમાગો મા�!	  ઇલિન્!ડિ�યુ� પી�ઇન્!
પીFધલિતેઓ અન	 અન્યુ પી�લિ�ન�લિમાયુ� માયુ અલ્ગો�ડિ�ધમ્ છે	 . પી��તે�, જો� તેમા	 આ �માતેન� લિનયુમા�ન	 બીદ�� છે� અન	 કુંહ	 છે	
કું	 હ� � માન"વ% ઉકું	� ન ઇચ્છે� �  છે� �; તે	ન� અથે6 છે	, અવ��ધ, પી��તે� હ� � એકું જો�ઈએ છે	 કું	 આપીણે	 બીધ� મા@લ્યુ� છે	 જો	  માન	 પી@ણે�ક̀ું
માળ	  છે	,  પીછે% આપીણે% પી�	 છે	,  તે	થે% પી@ણે�ક̀ું  �	ખો%યુ પ્રો�ગ્રા�લિંમાગોન	  કુંd� કું��.  અન	 પી@ણે�ક̀ું  �	ખો%યુ પ્રો�ગ્રા�લિંમાગો કુંમાન%બી	
અ�કું��કું �%તે	 �લ્વબી� નથે% અથેવ� તે	 અ�કું��કું �%તે	 લિવર્ભ�જીતે �%તે	 જાણે%તે% નથે%. તે	થે%,  પી@ણે�`કું �	ખો%યુ પ્રો�ગ્રા�લિંમાગો
મા�!	 આપીણે	 જો	  શ્રે	ષ્ઠ આશ� ��ખો% શકું%એ તે	 વ�"તેવમા�� તે	ન	 માન"વ% �	ખો%યુ પ્રો�ગ્રા�મામા�� ફ	�વવ�ન� પ્રોયુ� કું�વ� અન	 કું	!��કું
યુ�ગ્યુ ગો�ળ%ઓ કું�%ન	 જોવ�બી� અથેવ� પી@ણે�`કુંન	 અથે6ઘ!ન કું�વ�ન� પ્રોયુ� કું�વ�. 
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પ્રો�ફ	� મા�ધવન મા�કું��દ (Prof. Madhavan Mukund)

ચે	ન્નઈ મા	થે	મા	ડિ!કું� ઇલિન્"!ટ્યુ�! (Chennai Mathematical Institute)

વ%કું - 08 

મા�ડ્યુ�� - 03 

�	ક્ચે� - 52

એ�પી% મા��	લિં�ગો: બે	ન્�લિવડ્થે(Bandwidth) ફ�ળવણી%

�	ખી%યુ પ્રો�ગ્રા�લિંમાગોન� અમા��� આગો�� ઉદ�હ�ણી મા�!	,  અમા	 ન	!વકું2 બે	ન્�લિવડ્થે �થે	 ગ્રા�ફ અન	 ન	!વક્2 �થે	 �કુંળ�યુ	�%
મા"યુ�ન	 જો�શે	. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ2 ��: 00:09)

તો�, મા�ન% �� કું	 અમા��% પી�	 ત્રણી યુ�ઝા2 શે�મા	� એકું ન�ન� �ચે�� ન	!વકું2 છે	 . તો	થે%, વપી��શેકુંતો�2ઓ મા9�% એ, મા9�% બે% અન	
મા9�% % હ�યુ છે	, અન	 તો	મા��ન� દ�	કું કું	!��કું "વ%ચે� દ્વ��� જો���યુ	� છે	, જો	ન	 આપીણી	 A, B અન	 C કુંહ%એ છે%એ. તો	થે%,
અમા��% પી�	 એકું ન	!વકું2 છે	 જો	  ઇન્!�ન	! ન	!વકું2મા�� છે	 જો	  આ ત્રણી વપી��શેકુંતો�2ઓન	 જો��	 છે	 અન	 અમા��% આવશ્યુકુંતો� એ
છે	 કું	 વપી��શેકુંતો�2ઓન� દ�	કું જો��% A થે% B, B થે% C અન	 A to C મા�� કુંન	લિક્!લિવ!%ન% 	કુંન્�મા�� ઓછે�મા�� ઓછે% બે	 મા	ગો�
બે%ટ્ માળ	.  વપી��શેકુંતો�2ઓન%  જો��%  વચ્ચે	.  તો	થે%,  અમા	  આ ત્રણી વપી��શેકુંતો�2ઓ �થે	  ઓછે�મા��  ઓછે�  બે	  Mbps

કુંન	લિક્!લિવ!% જો�ઈએ છે	. હવ	, ન=ધ �� કું	 A થે% B �ધ%, હ� � પી	કું	!� મા�કું�% શેકું�� તો	 બે	 મા�ગો> છે	 , હ� � એ % અન	 બે% મા��ફતો	
%ધ% મા�કું�% શેકું�� અથેવ� હ� � તો	માન	 અ�કું�� મા�કું�% શેકું��,  મા��% પી�	 ન�ન% મા��ગો છે	.  તો	થે%,  તો	 બેહ�� આવ	 છે	,  તો	 ખી�	ખી�
દશે2કુંન� મા�દ્દા�થે% કું�ઈ બે�બેતો નથે%, અમા	 તો	ન� ઉપીયુ�ગો કું�%એ છે%એ કું	 આ 2 એમાબે%એપી% બે	ન્�લિવડ્થે !9�કું� ��� મા�ગો2 અન	
���બે� ગ્રા%ન રૂ!થે% આવ	 છે	.  તો	થે%,  અમા�રું� �ક્ષ્યુ દ�	કું જો��% મા�!	 ��� અન	 �%��ન% ક્ષમાતો�ન	 એકું%કુંDતો કું�વ�ન�� છે	 ,  તો	થે%
મા�ન હશે	, ઉદ�હ�ણી તો�%કું	, બે% થે% % �ધ%ન� %ધ� �"તો� હશે	 અન	 ત્યુ�� આ પી��ક્ષ મા�ગો2 હશે	. તો	થે%, દ�	કું જો��% મા�!	,
%ધ� �"તો� અન	 પી��ક્ષ મા�ગો2 છે	. તો	થે%, %ધ� અન	 આ�કુંતો�% રૂ!ન% ક્ષમાતો�ન� �યુ�જોન� ઓછે�મા�� ઓછે� 2 એમાબે%એ
�ધ% ઉમા	�	 છે	, અમા��� ગ્રા�હકું� �તો�ષ્ટ છે	. તો	થે%, હવ	 આપીણી% પી�	 જો	 માયુ�2દ� છે	 તો	 આ લિં�ક્ન% ક્ષમાતો� ધ��વ	 છે	 . તો	થે%, જો�
હ� � ઉદ�હ�ણી તો�%કું	 બે% અન	 % વચ્ચે	ન% લિં�કું જો�ઉં છે� �, તો� તો	 મા�ત્ર 13 મા	ગો� બે%ટ્ જો 	કુંન્� કું�� કું�� બેધ� જો���ણી�મા��
ટ્રા�ન્લિમા! કું�% શેકું	 છે	 જો	  તો	 એકું ર્ભ�ગો છે	. 

("��ઇ�માયુન� �દર્ભ2 ��: 01:50)

હવ	, બે%જી બે�જો� , અમા	 આ ગ્રા�હકું પી�	થે% કું	!��કું પીJ� કુંમા�વ%એ છે%એ જો	  એકુંરૂપી નથે%. તો	થે%, એ, બે% લિં�કું મા�!	, અમાન	
દ� માલિહન	 મા	ગો� બે%! એમાબે%પી%એ મા�!	 300 રૂલિપીયુ� માળ	 છે	, પી��તો� બે% થે% % �ધ% આપીણીન	 મા�ત્ર 200 માળ	 છે	, પી��તો�
એ થે% % �ધ% આપીણીન	 400 માળ	 છે	. તો	થે%, હવ	, અમા��	 �ઘુ�ત્તમા 2 મા	ગો� બે%ટ્. પી��તો� ગ્રા�હકું� તો	!��� ઓછે� �  �	શે	 જો	  અમા	
તો	માન	 �ઘુ�તોમા લિવષયુ પી� આપી% શેકું%એ છે%એ અન	 અમા	 ક્ષમાતો�ન� ઉપીયુ�ગો કું	વ% �%તો	 કું�%એ છે%એ તો	ન� આધ��	 અમાન	
અમા�કું ચે�ક્કું આવકું માળ	 છે	. તો	થે%, અમા�રું� ધ્યુ	યુ બે	ન્�લિવડ્થે ફ�ળવવ�ન�� છે	, જો	 ગ્રા�હકું�ન	 2 એમાબે%પી%એથે% ઉપી� કું�ઈપીણી
�	વ� મા�!	 તોJયુ�� હ�યુ તો	વ�� આવકું વધ��વ� મા�!	 છે	. 
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("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ2 ��: 02:26)

તો	થે%,  આપીણી	 જો�યુ�� છે	  કું	 તો	 એકું �	ખી%યુ પ્રો�ગ્રા�મા તો�%કું	 	! કું�વ�ન� છે	.  તો	થે%,  આ ડિકું"�મા��,  આપીણી	 કુંયુ� વ	�%એબે��ન�
ઉપીયુ�ગો કું�વ� જોઈ �હ્યા� છે%એ? તો	થે%, યુ�દ ��ખી� કું	 અમા	 કુંહ્યા�� છે	  કું	 દ�	કું જો���ણીમા�� બે	 મા�ગો2 છે	 . તો	થે%, અમા��% પી�	 A થે%
B આવ% �હ્યા�� છે	 જ્યુ�� !9�કું� મા�ગો2ન� અન	 અમા��% પી�	 A થે% B ક્યુ�� �ધ% ���બે� �"તો� આવ	 છે	. તો�, આપીણી	 જો	ન� ઉપીયુ�ગો
કું�%એ છે%એ તો	 એ છે	 કું	 એ, થે% એ બે% �ધ%, તો	 ��� રું! પી� દશે�2વ	�� જોથ્થે�ન	 દશે�2વ	 છે	 અન	 મા�ન �%તો	, વ�યુ થે% એ બે%
�ધ% જોથ્થે�ન	 9ચેવવ� મા�!	, તો	 �%�� મા�ગો2 પી� વહ	 છે	. તો	થે%, અમા��% પી�	 A થે% B 	વ� �થે	 �કુંળ�યુ	�� બે	 વ	ડિ�યુ	બે�
છે	 જો	  પ્રોદ�ન થે�યુ છે	, %ધ% એક્ એબે% કું	!�% જાયુ છે	, તો	 કું	!��� પી��ક્ષ �%તો	 વ�યુ એ બે% છે	. એ જો �%તો	, બે% અન	 % વચ્ચે	
એક્ બે%% હશે	 જો	  !9�કું� મા�ગો2 અન	 વ�યુ બે%% �ધ% જાયુ છે	 જો	  ���બે� મા�ગો2થે% પી�� થે�યુ છે	 અન	 એક્ એ% અન	 વ�યુ
એ % મા�!	ન� કું�ઈ �"તો� છે	. તો	થે%, આપીણી�� કુંન	લિંક્!ગો જો��%ઓન� જો� દ� જો� દ� �"તો�ઓ વણી2વતો� છે ચે�� છે	. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ2 ��: 03:27)

હવ	,  આ વ	ડિ�યુ	બેલ્ લિં�ક્ન% ક્ષમાતો� દ્વ��� અવ��ધ છે	.  તો	થે%,  અમાન	 ��ગો	 છે	  કું	 આપીણી	 આ ચે�ક્કું લિં�કુંન	 જો�ઈએ
છે%એ, ન�ન� બે%થે% કું	લિપી!� બે%ન% લિં�કું, હવ	 તો	ન% પી�	 10 ન% ક્ષમાતો� છે	. હવ	 તો	 કુંયુ� રૂ! પી� છે	, તો	થે% તો	 ચે�ક્કું રૂપી	 એ !9
થે% !9�કું� રૂ! પી� છે	. તો	થે%, તો	 એક્ એબે% મા�ગો2 પી� આવ	��� છે	. તો	થે%, જો� એક્ એબે%ન	 જો	  જોથ્થે� આપીવ�મા�� આવ	 છે	  તો	
આ 10 મા�� પીહ=ચેશે	, તો	 જો �%તો	 તો	 વ�યુ એ બે% રૂ! પી� છે	 , તો	થે% તો	 પીણી પ્રો���લિર્ભકું �%તો	 મા9�% બે%ન	 ન�ન� બે% �ધ% પીહ=ચે	 છે	 .
તો	થે%, આમા�� પીણી તો	 માળશે	, તો	 બે% થે% % રૂ! પી� પીણી છે	. તો	થે%, એક્ બે%% અન	 છે	વ!	, બે% થે% % રૂ! બે%જા મા�ગો2 પી�
જોઇ �હ% છે	, આ વ�યુ બે% % છે	 તો	થે%, આ બેધ� ચે�� મા�ગો> એકું �થે	 મા�કુંવ�મા�� આવશે	, આ લિં�કું દ્વ��� જો	 પીણી ક્ષમાતો�ઓ
વહ	 છે	 તો	 ઉમા	��શે	 અન	 આ લિં�કુંન% ક્ષમાતો� હશે	 10, તો	થે% એક્ એબે% પ્� વ�યુ એ બે% પ્� x બે%% પ્� વ�યુ બે%%
મા�!�ર્ભ�ગો	 10 હ�વ�� જો�ઈએ. 

("��ઇ�માયુન� �દર્ભ2 ��: 04:32)

તો�, જો� હ� � આ લિં�કુંન	 જો�ઉં છે� �, તો� મા��% પી�	 તો	 જો છે	 આ લિવલિવધ વ"તો�ઓ જો	 અહT આવ% �હ% છે	. તો	થે%, મા��% પી�	 ચે��
જોથ્થે� છે	, મા��% પી�	 A થે% B ન% %ધ% લિં�કું છે	, એ થે% બે% પી�ન% આ�કુંતો�% લિં�કું, એ થે% %ન% %ધ% લિં�કું અન	 એ થે%
% પી�ન% આ�અ� લિં�કું છે	 અન	 તો	 બેધ� વધ� ��% �%તો	 ઉમા	�	 છે	 . અન	 આ મા�!	 ત્ર%જા ર્ભ�ગો�, તો	થે% આપીણી	 અહT જો�યુ	�%
આ ત્રણી અવ��ધ�, તો	 પી9�છે�% અન	 લિં�ક્ન% ક્ષમાતો� મા�!	 જોવ�બેદ�� છે	. તો	થે%, અમા	 આ ક્ષમાતો�, આ ક્ષમાતો� અન	 આ ક્ષમાતો�
મા�!	 જોવ�બેદ�� છે%એ,  તો	થે% આ ત્રણી ક્ષમાતો�ઓ અમા��� પ્રોવ�હ �થે	 જો���યુ	� છે	આ ત્રણી મા%કું�ણી� દ્વ���.  તો	થે%,  આ
હજી પીણી અમાન	 આ ત્રણી અવ��ધ� મા�!	 જોવ�બેદ�� છે	. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ2 ��: 05:17)

તો	થે%, હવ	, જો� આપીણી	 આ લિં�કુંન	 જો�ઈશે��, તો� આ ત્રણી કુંન	ક્શેનન� ર્ભ�ગો છે	, તો	 A થે% B ��યુ�	ક્! કુંન	ક્શેન છે	, તો	 બે% થે% %
પી��ક્ષ કુંન	ક્શેન પી� છે	 અન	 અ�તો	 તો	 A થે% C પી��ક્ષ જો���ણી પી� છે	, તો	થે% %ધ� જો���ણી A થે% B વત્ત� આ�કુંતો�% જો���ણી
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B થે% C વત્ત� આ�કુંતો�% કુંન	ક્શેન A થે% C છે	, બેધ� ર્ભ	ગો� માળ%ન	 6 કું�તો�� વધ� હ�ઈ શેકુંતો� નથે%. આ જો �%તો	, આપીણી%
પી�	 મા�ન છે	 આ લિં�કું મા�!	 મા%કું�ણી. તો	થે%, તો	 A થે% B પી�ન� પી��ક્ષ જો���ણી પી� આવ	��� છે	, તો	 A થે% B પી�ન� પી��ક્ષ
જો���ણી પી� આવ	��� છે	, તો	 બે% થે% % %ધ% કુંન	ક્શેન પી� આવ	��� છે	  અન	 તો	 અ % થે% % પી�ન� પી��ક્ષ જો���ણી પી� છે	
તો	થે% આ ત્રણી વ"તો�ઓ 13 થે% વધ% શેકુંતો� નથે% અન	 ત્ર%જા જો	!�� �પી9ણી2 વગો2મા�� લિવચે��	 છે	  11. તો	થે%, 11 મા�!	, આપીણી%
પી�	 એ છે	 કું	 તો	 % થે% % %ધ% કુંન	ક્શેન પી� અન	 આ બે	 પી��ક્ષ જો���ણી� પી�, એ થે% બે% પી��ક્ષ કુંન	ક્શેન અન	 બે% થે% %
પી��ક્ષ છે	.  જો���ણી તો	થે%,  આ �%તો	 હવ	 આપીણી	 છે અવ��ધ આવ�% �%ધ�� છે	,  તો	થે% અમા��% પી�	 પી9�છે�% અન	 લિં�ક્ન	
અન�રૂપી ત્રણી અવ��ધ� છે	  અન	 અમા��% પી�	 લિત્રકું�ણીન% લિં�ક્ન	 અન�રૂપી ત્રણી અવ��ધ� છે	.  તો	થે%,  અમા��% પી�	 છે કું��
અવ��ધ છે	. 

("��ઇ�માયુન� �દર્ભ2 ��: 06:43)

છે	લ્�	,  અમા��% પી�	 એ અન	 બે% વચ્ચે	ન% આ ન્યુ9નતોમા આવશ્યુકુંતો� છે	 ,  અમા��	 ઓછે�મા�� ઓછે�  2,  બે% અન	 % વચ્ચે	
અ�જી કું�વ% આવશ્યુકું છે	, આપીણી	 ઓછે�મા�� ઓછે� 2 અન	 એ અન	 % વચ્ચે	 અ�જી કું�વ% આવશ્યુકું છે	 , આપીણી	 ઓછે�મા��
ઓછે� 2 અન	 આ પી��ક્ષ અન	 %ધ% �કુંમા છે	, આપીણી	 તો	માન% વચ્ચે	 તોફ�વતો નથે%. અન	 અ�બેત્ત, દ�	કું ક્ષમાતો� નકું���ત્માકું
હ�વ% જો જો�ઈએ, તો	થે% આ આપીણીન	 બેધ% અવ��ધ� આપી	 છે	. 

("��ઇ�માયુન� �દર્ભ2 ��: 07:03)

ઉદ્દા	શ્યુ શે�� છે	? ઉદ્દા	શ્યુ એ આવકું છે	 જો	ન	 આપીણી	 માજીએ છે%એ. તો	થે%, એ થે% બે% કુંન	ક્શેન એ એક્ એબે% પ્� વ�યુ એબે%
છે	, આ કું�� વ�લ્યુ�મા છે	  જો	  આપીણીન	 300 આપી	 છે	. એ જો �%તો	, એક્ બે%% અન	 વ�યુ બે%% આપીણીન	 200 આપી	 છે	
અન	 એક્ એ% પ્� વ�યુ એ% આપીણીન	 400 આપી	 છે	. તો	થે%, આપીણી	 300 મા�� ગો�ણી�કું�� કું�%એ. એક્ એબે% પ્�
વ�યુ એબે% 200 મા�� એક્ બે%% પ્� વ�યુ બે%% અન	 400 એ એક્ એ% પ્� વ�યુ એ% અન	 તો	ન	 ઉમા	�%ન	,  આ
અમા�રું� કું�� આવકું છે	 અન	 તોમા	 આ આવકું વધ��વ� મા��ગો� છે�. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ2 ��: 07:33)

તો	થે%, આ ચે�ક્કું ન�બે�� મા�!	, આ એ જો જોવ�બે છે	 જો	  આપીણીન	 માળ	 છે	, કું	 આપીણી% પી�	 % થે% બે% �ધ% %ધ% વહ	તો%
કું�ઈ નથે%, આપીણી% પી�	 A થે% B ન% %ધ% જો %ધ% જો છે	 અન	 બે%જો� � . તો	થે%, જો� તોમા	 આ લિં�કું પી� ઉદ�હ�ણી શે�ધ% �હ્યા��
છે�. તો	થે%, આ લિં�કું A થે% B ન% %ધ% રૂ! પી� છે	, તો	થે% તો	 0 છે	, તો	 A થે% B ન� પી��ક્ષ રૂ! પી� આવ	��� છે	 , તો	 7 છે	, તો	 B થે%
C ન� પી��ક્ષ રૂ!મા�� આવ	��� છે	, તો	 1.5 છે	 અન	 તો	 બે% થે% % પી�ન� પી��ક્ષ મા�ગો2 પી� આવ	��� છે	, તો	 અન્યુ 1.5 છે	. જો� તોમા	
જો�ઓ છે� કું	 આ 10 છે	, તો� આ લિં�કું 10 ન% કું�� ક્ષમાતો� અન	 તો	 તોમા�મા �યુ�જોન�ન� ઉપીયુ�ગો કું�	 છે	, જો	 તો	 આપી	 છે	. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ2 ��: 08:21)

આ �%તો	,  તોમા	 દ�	કું લિં�કું મા�!	 તો	ન� પ્રોયુ� કું�% શેકું� છે� અન	 તો	 શે�ધ% શેકું� છે�, 11  ન% આ લિં�કું લિવ�યુન% દ�	કું વ"તો�
વ�"તોવમા�� આ પ્રોવ�હ દ્વ��� �તોDપ્તો થે�યુ છે	 ,  તો	 પીણી અહT બેદ��યુ છે	  કું	  તોમા	 કું	!��કુંન	 જો�ઈ શેકું� છે� જોથ્થે� કું	 જો	
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આપીણીન	 માળ	 છે	  અથેવ� અપી9ણી�Uકું છે	. પી��તો� અમા	 ઇન્!�ન	! બે	ન્�લિવડ્થે �થે	 કું�મા કું�% �હ્યા� હ�વ�થે%, તો	 કું�ઈ પ્રોકું��ન�� નથે%
કું��ણી કું	 તો	 વ્યુલિક્તોન% ર્ભ�તો% અથેવ� ફ�યુરિં�ગો અથેવ� કુંXપી>�	! ઓફ� કું�તો% નથે%, અમા	 હ	��ઇથે% કું	!�%કું બે	ન્�લિવડ્થેન	 અમા�કું
અપી9ણી�Uકુંમા�� લિવર્ભ�જીતો કું�% શેકું%એ છે%એ, જો	થે% તો	 કું�ઈ મા"યુ� નથે%. 

("��ઇ�માયુન� �દર્ભ2 ��: 08:52)

જો� કું	, બે%જી મા"યુ� એ છે	  કું	 આપીણી	 વ�"તોવમા�� �	ખી%યુ પ્રો�ગ્રા�મા 	! કુંયુ> છે	 .  તો	થે%, અમા	 ટ્રા�ડિફકુંન% બેહ�� જોવ�ન� દ�	કું
�ર્ભલિવતો �%તોન	 �	વ�ન�� �	ખી�કું%યુ પ્રો�ગ્રા�મા 	! કુંયુ�U છે	. તો�, આપીણી% પી�	 A to B છે	, આપીણી% પી�	 એકું લિં�કું છે	, આપીણી%
પી�	 A to B આ છે	, આપીણી% પી�	 બે%જા પી�થે� છે	  અન	 દ�	કું પી�થે મા�!	, અહT એકું ચે� છે	, x એબે%, વ�યુ એ બે% અન	
બે%જો� � . તો	થે%, દ�	કું પી�થે તો	 પી�થે દ્વ��� વહ	તો% મા�ત્ર� દ્વ��� �જો9  કું�વ�મા�� આવ	 છે	. તો	થે%, મા"યુ� એ છે	 કું	, ગ્રા�ફ દ્વ��� વહ	તો%
પી�થે�ન% �ખ્યુ� ઘુ�તો��કું%યુ હશે	. તો	થે%, આ મા��	લિં�ગો વ્યુ9હ�ચેન� ��% નથે%. તો	થે%, આપીણી	 જો	 કું�%એ છે%એ તો	 છે	, અમા	 ન	!વકું2
બે	ન્�લિવડ્થે ફ�ળવણી% મા��	� �ઈ �હ્યા� છે%એ અન	 અમા	 તો	ન	 ��ગો� કું�% �હ્યા�� છે%એ અથેવ� અમા	 �	ખી%યુ પ્રો�ગ્રા�લિંમાગોન� ઉપીયુ�ગો
કું�%ન	 તો	ન�� વણી2ન કું�% �હ્યા�� છે%એ. પી��તો� જો� આપીણી	 પ્રો�ગ્રા�મા, �	ખી%યુ� પ્રો�ગ્રા�મા 	! કું�%એ છે%એ, તો� તો	મા�� મા�!% �ખ્યુ�મા��
ચે�� છે	,  તો� પીછે% તો	 ર્ભ�ષ��તો�મા�� તો	 �કું�નમા�� કું	!��કું અથે2મા�� મા"યુ� આવ% �હ% છે	 .  તો	થે%,  અમાન	 આ નથે% જો�ઈતો��,
આપીણી	 કું�યુ2ક્ષમા ર્ભ�ષ��તો� જો�ઈએ છે	 અન	 આ એકું નથે%, એવ�� બેન	 છે	 કું	 ફક્તો ત્રણી ગ્રા�હકું�ન% જો	મા ન�ન% મા"યુ� મા�!	, તો	
�રું� હતો��, પી��તો� જો	મા તોમા	 મા�!� અન	 મા�!� થે�ઓ તો	મા આ અન�વ�દ વધશે	 નહT . પી��તો� આપીણી	 આ ન	!વકું2 પ્રોવ�હન	 જો�વ�ન��
બે%જી �%તો જો�શે�� અન	 કુંહ	વ�શે	 કું	 �મા�ન્યુ ન	!વકું2 પ્રોવ�હમા�� �ળતો�થે% �જો9  થેઈ શેકું	 છે	, તો	 �	ખી%યુ પ્રો�ગ્રા�મ્ન% શે�તો� છે	.
પી��તો� તો	 ન=ધવ�� માહત્વપી9ણી2 છે	 કું	 �મા�ન્યુ �%તો	, જ્યુ��	 આપીણી	 �	ખી%યુ પ્રો�ગ્રા�મામા�� અન�વ�દ કું�%એ છે%એ, ત્યુ��	 અમાન	 ઇનપી�!
મા"યુ�મા�� ન�ન� ચે�ણીમા�� માળતો� ચે��ન% �ખ્યુ� જો�ઈએ છે	 .  તો	થે%,  ઇનપી�! મા"યુ�મા��,  જો� અમા��% પી�	 ચે�ક્કું કુંદ
હ�યુ, તો� �	ખી%યુ પ્રો�ગ્રા�મા ઉ��વવ� નહT. 
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ડિ�ઝા�ઇન અન	 એન�લિ�લિ ઓફ એલ્ગો�ડિ�ધમ્ (Design and Analysis of Algorithms)
પ્રો�ફ	� મા�ધવન મા�કું��દ (Prof. Madhavan Mukund)

ચે	ન્નઈ મા	થે	મા	ડિ!કું� ઇલિન્"!ટ્યુ�! (Chennai Mathematical Institute)

વ%કું - 08

મા�ડ્યુ�� - 04

�	ક્ચે� - 53

ન	!વકું( પ્રોવ�હ

બે	ન્�લિવડ્થે ફ�ળવણી%ન% મા"યુ�મા��,  �	ખા� પ્રો�ગ્રા�મા ત�%કું	  ન	!વકું(  ફ્�� મા"યુ�ન	 એન્કું�� કું�વ� મા�!	  અમા	 એકું ચે� દ%ઠ
પા�થેન� ઉપાયુ�ગો કું�%એ છી%એ અન	  અમા	  દ�%� કું�%  હત%.  ત	  કું�વ� મા�!	  એકું કું�યુ(ક્ષમા મા�ગો(  નથે%.  ત�,  ચે��� �	ખા%યુ
પ્રો�ગ્રા�મ્ન� �દર્ભ(મા�� ન	!વકું( ફ્��ન�� પ્રોલિતલિનલિધત્વ કું�વ� મા�!	 એકું મા�� %ધ% �%ત	 જો�ઈએ. 

("��ઇ�માયુન� �દર્ભ( ��: 00:16)

ત�, મા�ન% �� કું	 આપાણી% પા�	 ઓઇ� ન	!વકું( છી	 જો	  આ લિનદ:લિ;ત ગ્રા�ફમા�� આપાવ�મા�� આવ	� છી	. ત	થે%, અમા��% પા�	 સ્રો�ત
વ!:ક્ છી	  અન	 અમા��% પા�	 �ક્ષ્યુ અથેવ� સિંકું વ!:ક્ !% છી	  અન	 અમા�રું� �ક્ષ્યુ એ છી	  કું	 આપાણી	 જો	  પા�ઇપ્ આપા%એ
છી%એ ત	ન�થે% આપાણી	 જો	!��� ત	� મા	ળવ% ;કું%એ છી%એ. ત	થે%, અ�બેત્ત, પ્રોવ�હન% એકું લિમા�કુંત એ છી	 કું	 ત	 પ્રોવ�હ આવશ્યુકું
છી	, ત	થે% હ� � કું�ઈપાણી માધ્યુવતD ન�� પા� કું�ઈપાણી જોથ્થે� ��ખા% ;કુંત� નથે%. ત	થે%, જો	 કું�ઈપાણી દ�ખા� કું�	 છી	 ત	 બે% છી��% દ	;	,
જો	 કું�ઈપાણી દ�ખા� થે�યુ છી	 ત	 �% છી��% જો જો�ઈએ. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ( ��: 00:53)

ત	થે%, જો� આપાણી	 આ કું�વ�ન� પ્રોયુ� કું�%એ, ત� ઉદ�હ�ણી ત�%કું	 આ �%�� જોથ્થે� એકું �ર્ભલિવત પ્રોવ�હન	 �જોF  કું�	 છી	 , હ� � s
થે% 1 થે% 2 �ધ% s થે% b ન	 s થે% c મા�� બે	 એકુંમા� મા�કું�%; અન	 તમા	 કું�% ;કું� છી� તપા�� કું	 આ 3, 3 અન	 4 મા�કું�વ� મા�!	
ક્ષમાત�મા�� �થે	 �પાકું( કું�% ;કું	 છી	 અન	 માG 2, 1 અન	 4 	! કુંયુ�( છી	 અન	 હ� � ચે��� ��ખા�� છી� � . અન	 ત	થે%, હવ	 આ લિવલિ;ષ્ટ વ"ત�
પા� મા��% પા�	 કું�� 7 એકુંમા� છી	 જો	મા��થે% બેહ�� ન%કુંળ	 છી	 અન	 7 એકુંમા� જો	  !%મા�� આવ	 છી	. ત	થે%, હ� � આ ન	!વકું(ન	 એથે%
!%મા��  7  એકુંમા�મા�� પ્રોવ�હ આપા% ;કું��  છી� �.  ત	થે%,  આપાણી	 ફક્ત આ "થે�લિનકું �%ત	 ચેકું�% ;કું%એ છી%એ,  પાછી% �% પા� ચે	કું
ઇન્"!ન્ દ્વ��� આ પ્રોવ�હ છી	, 2 વત્ત� 1, 3 મા�� વહ	ત% કું�� જોથ્થે� જો� કું�ઇપાણી �ગ્રાલિહત નથે% થેત�� કું��ણી કું	 બેહ�� ન%કુંળત%
કું�� જોથ્થે� ફ�%થે% 2 વત્ત� 1, 3. છી	. આપાણી	 આ �%ત	 "થે�લિનકું તપા� કું�% ;કું%એ છી%એ, આપાણી	 આપાણી% જાતન	 �ત�ષી%
;કું%એ કું	 આ એકું મા�ન્યુ પ્રોવ�હ છી	, કું�� �કુંમા 7 છી	. પા��ત�, પ્રોશ્ન એ છી	 કું	, આ માહત્તમા છી	? આપાણી	 કું	વ% �%ત	 જાણી% ;કું%એ કું	
અમા	 માહત્તમા પ્રો�પ્ત કું�%એ કું	 નહM? 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ( ��: 01:44)

ત	થે%, મા"યુ�ન	 ફક્ત �માન� કું�વ� મા�!	 મા"યુ� એ છી	 કું	 આપાણી	 એકું લિવલિ;ષ્ટ પ્રોકું��ન� ગ્રા�ફ આપ્યુ� છી	 , ત	 એકું લિનદ:લિ;ત
ગ્રા�ફ છી	  અન	 ત	મા�� બે	 લિવલિ;ષ્ટ ગો��ઠ�,  સ્રો�ત અન	 સિંકું છી	.  સ્રો�તમા�� કું�ઈ આવન��� ડિકુંન��%ઓ નથે% અન	 સિંકું પા�	 કું�ઈ
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આઉ!ગો�ઇંગો ધ�� નથે%.  દ�	કું ધ��ન% ક્ષમાત� હ�યુ છી	,  જો	  ધ�� �થે	 �કુંળ�યુ	� વજોન છી	  અન	 અમા��� ધ્યુ	યુ પ્રોવ�હ �થે	
આવ	 છી	,  પ્રોવ�હ ફ�%થે% ત	  જોથ્થે� છી	  જો	  અમા	 દ�	કું  ધ��ન	  Oપા%;��.  અન	 હવ	  પ્રોવ�હ કું	!�%કું માFળર્ભFત પાડિ�લિ"થેલિતઓન	
�ત�ષીવ� જો જો�ઈએ,  પ્રોવ�હ હ�મા	;�  ક્ષમાત� કું�ત��  ઓછી� �  હ�વ��  જો�ઈએ,  પાછી% અમા��% પા�	 �ગ્રાહ નથે%.  ત	થે%,  પ્રોત્યુ	કું
આ�તડિ�કું ગો��ઠ પા� ન��મા�� વહ	ત% કું�� �કુંમા,  વહ	ત% કું�� �કુંમા જો	!�% જો હ�વ% આવશ્યુકું છી	.  ત	થે%, આન	 પ્રોવ�હન�� ��ક્ષણી
કુંહ	વ�મા�� આવ	 છી	, અમા	 માધ્યુવતD મા"યુ�ઓ પા� કું��ઈ પાણી ગો�મા�વ% ;કુંત� નથે% અથેવ� કું�ઈપાણી ઉત્પાન્ન કું�% ;કુંત� નથે%,
જો	  કું�ઈપાણી આવ	 છી	  ત	 બેહ�� જોવ��  જો જો�ઇએ.  અન	 છી	વ!	,  આપાણી	 જો	  કું�%એ છી%એ ત	 છી	  કું	 આપાણી	 પ્રોવ�હ પા� કું��
જોથ્થે�ન	  ઑલિપ્!મા�ઇઝા કું�વ� મા��ગો%એ છી%એ,  પ્રોવ�હન% કું��  મા�ત્રા�  એ ફ્��મા��થે%  બેહ�� આવત% ફ્��ન% મા�ત્રા�  છી	  જો	
અ�બેત્ત પાણી છી	, પ્રોવ�હમા�� જો	  જોથ્થે� ચે��% �હ્યું�� છી	  ગો�મા�વ% ;કું�યુ છી	. ત	થે%, આપાણી	 ક્યુ�� ત� એનન	 જો�ઈ ;કું%એ છી%એ,

પા��ત� સ્રો�તમા��થે% બેહ�� જોત�� પ્રોવ�હન% કું�� મા�ત્રા� હ�વ� મા�!	, ત	ન	 ફક્ત વ્યુ�ખ્યુ�લિયુત કું�%એ. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ( ��: 03:01)

ત	થે%,  હવ	 આપાણી% પા�	 આ ફ�મ્યુ�(�	;ન બે�કું% છી	 ,  ત	થે% આપાણી	 હવ	 �	ખા%યુ પ્રો�ગ્રા�મા 	! કું�% ;કું%એ છી%એ,  આપાણી	 ;��
જો��%એ છી%એ ત	 આપાણી	 જો��%એ છી%એ અન	 દ�	કું ધ�� મા�!	 એકું વ	ડિ�યુ	બે� કુંહ્યું�� છી	.  ત	થે%,  ધ�� મા�!	ન� ઉદ�હ�ણી� મા�!	
આપાણી% પા�	 એફએએ છી	 અન	 પાછી% ઉદ�હ�ણી ત�%કું	 ધ�� બે% �% મા�!	, અમા��% પા�	 એફ બે% �% છી	  અન	 પાછી% % ઇ
મા�!	, અમા��% પા�	 fce છી	. ત	થે%, આપાણી% પા�	 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 11 ડિકુંન��%ઓ ધ��	 છી	 અન	 ત	થે%,
આ �	ખા%યુ પ્રો�ગ્રા�મામા�� આપાણી% પા�	 11 ચે�� છી	. હવ	, આપાણી	 આ ચે��મા�� ;�� કું�% ;કું%એ, એકું પાહ	�� આપાણી	 કુંહ% ;કું%એ
કું	 દ�	કું વ	ડિ�યુ	બે� એજો ધ��ન% ક્ષમાત� દ્વ��� માયુ�(ડિદત છી	. ત	થે%, એફ બે%, ત	થે% બે% એ હવ	 આ ધ�� છી	, ત	ન% ક્ષમાત� 10 છી	.
ત	થે%, હ� � આખા�	 જો	  પાણી પ્રોવ�હમા��થે% બે% �ધ% પાહOચે�� છી� �  ત	 10 કું�ત� ઓછી� �  હ�વ�� જો�ઈએ અન	 બે%જો� �  એવ�� ��ગો	 કું	 આપાણી	
કુંહ% ;કું%એ છી%એ કું	 આપાણી% પા�	 દ�	કું આ�તડિ�કું ન�� પા� પ્રોવ�હન�� ��ક્ષણી. ત	થે%, ઉદ�હ�ણી ત�%કું	 જો� હ� � આ ન�� �%ન	
જો�ઉં,  ત� ઇનકુંસિંમાગો ફ્�� એ એ� પ્� બે% �% છી	 ,  આઉ!ગો�ઇંગો ફ્�� એ �% % પ્� �% પ્� �% !% છી	  અન	 આ બે	
જોથ્થે�ઓ મા�ન હ�વ% જો જો�ઈએ, ડિફ� પ્� એફબે%�% એફ�%% પ્� એફ�%�% પ્� એફ�% મા�ન હ�વ�� જો જો�ઈએ.

!%. અન	 છી	વ!	, આ અવ��ધ છી	, ત	થે% અવ��ધ કુંહ	 છી	 કું	 દ�	કું ધ�� ફક્ત આ ક્ષમાત�મા�� જો �ઈ ;કું	 છી	 અથેવ� પ્રોવ�હ કું�% ;કું	
છી	  અન	 દ�	કું આ�તડિ�કું ન��મા�� પ્રોવ�હન�� ��ક્ષણી થે�યુ છી	 . અન	 આખા�	, આ ત્રાણી ધ�� પા� એફએએ પ્� એફએબે%
પ્� એફએ % પા� ;�� થે�યુ છી	 ત	 માહત્તમા કું�વ�ન� હ	ત� છી	, આ અમા�રું� ઉદ્દે	શ્યુ કું�યુ( છી	. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ( ��: 04:45)

ત�, પાહ	���, આપાણી	 પાહ	��� જો �	ખા%યુ પ્રો�ગ્રા�સિંમાગોન� ઉકું	� ��વ%;�� જો	  આમા��થે% કું	!��કું �ળ લિમ્પ્�	ક્ દ�ખા�� છી	  અન	
જોવ�બે માળ	 છી	. પા��ત�, આપાણી	 હવ	 ;�� કું�%;�� ત	 માજોવ� એ છી	 કું	 આન� ખા�	ખા� અથે( ;�� છી	 , યુ�દ ��ખા� કું	 કું	વ% �%ત	 �ળ
કું�યુ( કું�	 છી	. ત	થે%, �ર્ભલિવત ક્ષ	ત્રાન� લિ;�ચ્છી	દ �થે	 લિમ્પા�	ક્ ;રું થે�યુ છી	  જો	  એકું લિ;ખા�થે% એકું x �ધ% જાયુ છી	. ત	થે%,
આમા�� વધ��� થેત� પ્રોવ�હ વ�"તવમા�� હ��ન� પ્રોવ�હ �ઈ �હ્યું�� છી	  અન	 ત	મા�� કું�ઈકું ઉમા	�% �હ્યું�� છી	  અન	 આન� પ્રોવ�હ ;�ધ
એલ્ગો�ડિ�ધમાન� �દર્ભ(મા�� %ધ� અથે(ઘ!ન કું�% ;કું�યુ છી	. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ( ��: 05:19)
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ત	થે%, આ ફ��(-ફુ�કું(ન(Ford-Fulkerson) એલ્ગો�ડિ�ધમા ત�%કું	 ઓળખા�ત�� એલ્ગો�ડિ�ધમા છી	  જો	  વ�"તવમા�� માહત્તમા ફ્��ન��
લિનમા�(ણી કું�%ન	 ન	!વકું( પ્રોવ�હ મા"યુ�ન	 %ધ� ઉકું	�વ�ન� પ્રોયુ� કું�	 છી	. ત	થે%, એલ્ગો�ડિ�ધમા ધ��	 છી	 કું	 તમા	 0 પ્રોવ�હથે% પ્રો���ર્ભ
કું�� છી� અન	 પાછી% તમા	 કું�ઈ પા�થે પા�દ કું�� છી� જો	ન� પા� જો��% ક્ષમાત� છી	 અન	 પાછી% આ પા�થે પા�, તમા	 ;ક્યુ ત	!�� પ્રોવ�હ
વધ���, જો	થે% પા�થે �તZપ્ત થેઈ જાયુ. ત	થે%, હવ	 જો� તમા	 જોમાણી% બે�જો�એ એલ્ગો�ડિ�ધમા ન	!વકું( જો�ઓ છી�, ત� ત	 ખાFબે જો
"પાષ્ટ છી	 કું	 ;ક્યુ એકું પ્રોવ�હ છી	, તમા	 ત	 �%ત	 એકું એકુંમાન� પ્રોવ�હ મા�કું�% ;કું� છી�, તમા	 આ �%ત	 એકું એકુંમાન� પ્રોવ�હ મા�કું�%
;કું� છી�. પા��ત�, ફ��(-ફુ�કું(ન(Ford-Fulkerson) એલ્ગો�ડિ�ધમા કુંહ	 છી	 કું	 કું�ઈ પાણી પા�થે જો	  અલિ"તત્વ ધ��વ	 છી	  અન	 ત્યુ��
વહ	ત% વ"ત�ઓ ;રૂ કું�	 છી	. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ( ��: 06:06)

ત	થે%, તમા	 આ પા�થે �થે	 ઉદ�હ�ણી� ;રૂ કું�% ;કું� છી�, ત	 એકું થે% �% �ધ% અન	 ત્યુ��બે�દ �% ��ઉનથે% ઇ અન	 પાછી% !% પા�
;રૂ થે�યુ છી	. ત	થે%, એકું એકુંમા વહ	 છી	, પા��ત� હવ	 આ સિંબેદ� �તZપ્ત નથે% અન	 આ ધ�� �તZપ્ત નથે% અન	 અ�બેત્ત, આ ધ��
ખા�!% ડિદ;�મા�� છી	. ત	થે%, હ� � પ્રોવ�હન% બે%જી એકુંમા ઉત્પાન્ન કું�વ� મા�!	 આ બે	 ક્ષમાત�ઓન� ઉપાયુ�ગો કું�% ;કુંત� નથે%, ત	થે%
��ગો	 છી	 કું	 ફ��(-ફુ�કું(ન(Ford-Fulkerson) એલ્ગો�ડિ�ધમા એકું મા"યુ� �	 છી	, જો� તમા	 ;રૂ થેવ�ન� ખા�!� �"ત� પા�દ કું��
છી�. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ( ��: 06:34)

ત	થે%,  ઉકું	�ન	 બેચે�વવ� એ છી	  કું	 જો� તમાન	 પા�થે પા�છી� �	વ�મા�� આવ	 ત� પાણી,  અમા	 લિવચે��%એ છી%એ કું	 અમા	 જો	  લિનણી(યુ
�%ધ� છી	 ત	 પા�છી� ફ	�વ% ન�ખા	 છી	. ત	થે%, આપાણી	 કુંહ%એ છી%એ કું	 જો� આપાણી	 આમા��થે% પા�� થેઈ �હ્યું� છી%એ, ત� આપાણી	
આ પ્રોવ�હ ઘ!��% ;કું%એ છી%એ. ત	થે%, આપાણી	 આ પ્રોવ�હન	 બે%જી �%ત	 પા�છી� ફ	�વ% ;કું%એ છી%એ, ત	થે% ત	 વણી(ન કું�વ� મા�!	
થે����  જોડિ!� છી	,  પા��ત� ત	ન	 ઉકું	�વ�ન% એકું �%ત ખા�	ખા� વ�"તવમા�� 	!અપા અન	 અલિતડિ�ક્ત ડિકુંન��% છી	  જો	  અમાન	 પા�છી� �
લિવચે��	  છી	.  ત	થે%,  આ આપાણી	 ;	ષી ગ્રા�ફન	 કુંહ%એ છી%એ,  ત	થે% બે�કું%ન� ગ્રા�ફમા��  આપાણી	 ;��  કું�%;��  ત	  આપાણી	 ખા�	ખા� ત	
પ્રોવ�હન	 �ઈ;�� જો	ન� આપાણી	 હમાણી�� જો કું��� કુંયુ] છી	  અન	 પાછી% અમા	 ક્ષમાત�ઓન	 બેદ�%;��.  ત	થે%, ફ��વ�( ધ�� !� �% જો	
ક્ષમાત� 1 અન	 પ્રોવ�હ 1 ધ��વ	 છી	, હવ	 બે�કું%ન% ક્ષમાત� 0 ધ��વ	 છી	. ત	થે%, અમા��% પા�	 લિનયુલિમાત ધ�� છી	  અન	 પાછી% અમા	
ત	ન	  "થે�ન��તડિ�ત વ�"તલિવકું �કુંમા દ્વ��� બેદ�%એ છી%એ.  ત	થે%,  ત	  વત(મા�ન પ્રોવ�હથે% ન%કુંળત% ક્ષમાત� છી	  અન	  વધ�મા��
આપાણી	 આ નવ% ધ��ન	 પા�છીળથે% બે�જો�એ ગો�ઠવ%એ છી%એ,  જો	  આપાણી	 કું�	�� પ્રોવ�હન	 અન�રૂપા છી	,  પા��ત� આપાણી	 �	!�ન	
બેદ�% ;કું� છી�. ત	થે%, આપાણી	 s થે% d �ધ% flow 1 મા�કું�% દ%ધ�� છી	, પા��ત� હવ	 આપાણી	 ત	 પ્રોવ�હન	 �% થે% એ ત�ફ પા�છી�
મા�કું�%ન	 ઘ!��% ;કું%એ છી%એ જો	 આ છી	 . ત	થે%, ઔપાચે�ડિ�કું �%ત	 આ એકું અવ;	ષી� છી	 જો	  અવ;	ષી ગ્રા�ફ છી	 , તમા	 માFળ ગ્રા�ફન	
ત	 પાછી%ન� ધ��મા�� �યુ�લિજોત કું�	�� કું�ઈપાણી પ્રોવ�હન	 �ઈ ;કું� છી�, તમા	 ત	 ધ�� દ્વ��� ત	 ધ��ન% ક્ષમાત�ન	 ઘ!��	 છી	 અન	 ત	
પ્રોવ�હન	 અન��ક્ષ%ન	 	! કું�� છી� ધ�� જો	 પાછી%થે% આન	 પાFવ(વત_ કું�% ;કું	 છી	. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ( ��: 08:09)
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ત	થે%, આ ઉદ�હ�ણી પા� પા�છી� જોવ��, ત� આપાણી	 ;�� કું�%;�� ત	 પાહ	�� આપાણી	 આ ખા�!� પ્રોવ�હથે% પ્રો���ર્ભ કું�%;�� ત� આપાણી	
કુંહ%;��, પા��ત� પાછી% આપાણી	 અવ;	ષી ગ્રા�ફ કું�%;�� અન	 હવ	 આપાણી	 અવ��કુંન કું�%;�� કું	 આ અવ;	ષીમા�� ગ્રા�ફ, ત્યુ�� જો	વ� મા�ગો(
છી	. ત	થે%, અમા	 માFળ ગ્રા�ફ લિવ;	 વ�ત કું�% �હ્યું� નથે%, અમા	 ફક્ત દ�	કું તબેક્કું	 અવ;	ષી ગ્રા�ફ લિવ;	 વ�ત કું�%એ છી%એ. ત�, હવ	
આપાણી	 આન	 રું! કું�%;��, આ નવ� પ્રોવ�હમા�� પાડિ�ણીમા;	. ત�, અહM 0 ન	 ઘ!��વ�ન�� મા�પ્ત થે;	 અન	 નવ% ધ�� અહM મા�ન
હ;	 0 અહM અન	 નવ% ધ�� અહM પા�છી� આવ;	 અન	 આ હવ	 �દ થેઈ જો;	. કું��ણી કું	 હવ	 આ પ્રોવ�હ જો	ન� પ્રોવ�હ છી	  ત	
બેત�વ	 છી	  અન	 આ ધ�� ત	ન	 ��યુકું છી	  અન	 હવ	 આ નવ� ગ્રા�ફમા�� એવ�� ��ગો	 છી	  કું	 ત્યુ�� કું�ઈ ડિકુંન��% બે�કું% નથે%, કું��ણી કું	
મા��% પા�	 ક્ષમાત� 0 થે% 0 ન% ક્ષમાત� છી	, જો	  0 ન% ક્ષમાત� છી	. ત	થે%, હ� � કું�ઈપાણી પ્રોવ�હન	 ઝા%ણી% ન કું�% ;કું��, ત	થે% આ મા��%
;�ધ થે��% છી	, ત	થે% આ ફ��( ફુ�કું(ન એલ્ગો�ડિ�ધમા છી	, ચે��� આપાણી	 ફ�%થે% ત	ન	 મા�ન મા�ળખા�મા�� જો�ઈએ, પાણી અમા��%
પા�	 �ખ્યુ�ઓન� થે��� અ�ગો માFહ છી	. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ( ��: 09:07)

ત�, આ એકું ગ્રા�ફ છી	 જો	  એકું જો વ�� નથે%, પા��ત� કું	!��કું 20 અન	 30 ન�, ત	થે%અહM દ�વ� �થે	 અ�ત`કું�ણી એ છી	 કું	 તમા�મા
30 એકુંમા� પ્રોવ�હ કું�% ;કું	 છી	. પા��ત�, 30 યુ�લિન! બેGગોન� ધ�� �થે	 અગો�ઉન� કું	થે% લિવપા�%ત પ્રોવ�હન	 વહન કું�% ;કુંત� નથે%,
કું��ણી કું	 જો� હ� � 20 યુ�લિન! �ઈ; અથેવ� ત� ત	 માન	 10 વત્ત� 10 થે% લિવર્ભ�જીત કું�;	. ત	થે%, મા��	 જાણીવ�� જો�ઈએ કું	 10 ન%ચે	
જોવ�� જો�ઈએ અન	 10 ત્યુ�� જોવ�� જો જો�ઇએ , જો� હ� � અહM 10 મા�કું�� ત� આ 10 અન	 ત્યુ��બે�દ આવન��� 10 આ 20 મા��થે%
ર્ભ	ગો� થે�યુ છી	, ત	થે% આ ગ્રા�ફમા�� માન	 30 ન� પ્રોવ�હ માળ	 છી	. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ( ��: 09:44)

પા��ત�,  જો� હ� � ફ��(-ફુ�કું(ન(Ford-Fulkerson) એલ્ગો�ડિ�ધમા ;રૂ કુંરું�,  ત� ત	 પા�થેન	 �તZપ્ત કું�વ�ન� પ્રોયુ� કું�;	.  ત	થે%,
ધ��� કું	 ત	 પા�થે s થે% d થે% e થે% t ન% ઓળખા	 છી	, પાછી% જો� ત	 આ પા�થેન	 ઓળખા	 છી	 ત� ત	 આ ધ�� દ્વ��� 20 પ્રોવ�હ માFકું	
છી	. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ( ��: 10:00)

ત	થે%, અમા	 આ પ્રોવ�હમા�� પ્રો���ર્ભ કું�%એ છી%એ અન	 અમા	 અવ;	ષી ગ્રા�ફ તaયુ�� કું�%એ છી%એ, બે�કું%ન� ગ્રા�ફ કુંહ	 છી	  કું	 આ 10

30 અવત�ણી 20 છી	. બે�કું%ન% �% થે% ઇ આ હવ	 10 ન% ક્ષમાત� છી	 કું��ણી કું	 મા��% પા�	 30 ન% ક્ષમાત� અન	 હ� � 23 થે;	. અન	
વ�દળ% ધ�� હવ	 છી	, બે�કું%ન� ધ�� જો	 માન	 20 ન% પા�છીળ ઘ!��વ� દ	 છી	, ત	વ% જો �%ત	 s થે% �% ન% પાહ	��ન% ક્ષમાત� 20 ન%
20 ન% હત%.  ત	થે%,  ત	 ક્ષમાત� હવ	  0 ઘ!��	 છી	.  પા��ત�,  મા��% પા�	 પા�છીળન% ધ�� છી	  જો	  અમાન	 આ પાછી%ન% જોરૂડિ�યુ�તન	
પાFવ(વત_  કું�વ� અન	 મા�ન પાહ�ળ�ઈન	 !%મા�� �	વ�ન% મા�જોF �% આપા	 છી	 , e  થે%  t  ન	  0  �ધ% ઘ!��	 છી	,  પા��ત�  મા��% પા�	
પા�છીળન� ધ�� છી	. હવ	, હ� � આ ગ્રા�ફમા�� બે%જા પા�થેન% ;�ધ કુંરું� છી� �, ત	થે% ઉદ�હ�ણી� મા�!	 માન	 ��ગો	 છી	  કું	 આ પા�થે ત્યુ�� છી	
અન	 મા��% પા�	 s થે% e થે% d to t �ધ%ન� પા�થે છી	. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ( ��: 10:42)
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અન	 

((માયુન��દર્ભ( ��: 10:44))

અવ��ધ  10  છી	,  કું��ણી કું	 મા��% પા�	 મા�ત્રા  10  ન% ;રૂઆત થેઈ છી	,  ત	થે% હ� �  ત	  10  �ઈ; અન	 પાછી% હ� �  અવ;	ષી ગ્રા�ફ
બેન�વ%;. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ( ��: 10:52)

ત�, જ્યુ��	 હ� � ત	 10 ન	 �ઇ; ત્યુ��	 આ ધ�� �થે	 �કુંળ�યુ	�� આ જોથ્થે�ન	 પા�છીળ પ્�ગો ઇન Fલિચેબેદ્ધ કું��. કું��ણી કું	 �%થે%
ઇ ન% કું�� ફ્�� અગો�ઉન� ��ઉન્�મા�� 10 ન% અ�દ� 20 હત%. બે%જો� �  ��ઉન્� 10 છી	, ત	થે% અવ;	ષી� 30 ઓછી� 10, ત	 20 થે;	
અન	 બે�કું%ન�� બેધ�� હવ	 �ગોર્ભગો 0 થે;	 કું��ણી કું	 �તZપ્ત છી	, હવ	 જો� હ� � જો�ઉં ત� બે�કું%ન� ગ્રા�ફમા�� કું�ઈ આઉ!ગો�ઇંગો ફ્��
;ક્યુ નથે%. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ( ��: 11:25)

ત	થે%, હ� � કુંહ� � છી� �  કું	 ત્યુ�� કું�ઈ વધ� ;ક્યુ મા�ગો( નથે% અન	 હ� � ��કું�ઉં છી� �  અન	 બે�કું% �હ	�� ડિકુંન��� એ છી	 કું	 જો� હ� � ત	 પ્રોવ�હન	 ટ્રૅdકું
��ખા�� છી� �  ત� ત	 માન	 કુંહ	;	 કું	 માG 30 મા�� પ્રોવ�હ પ્રો�પ્ત કુંયુ] છી	 આ ગ્રા�ફ. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ( ��: 11:35)

ત	થે%, ફ�% જો� તમા	 પ્રોશ્ન પાFછીવ� મા�ગોત� હ�વ ત� આપા	� ફ્�� શ્રે	ષ્ઠ છી	 , ત� અમા	 કું	!��કું પ્રોમા�ણી મા�!	 કુંહ% ;કું%એ જો	 શ્રે	ષ્ઠત�
પ્રોમા�ણીપાત્રા છી	. ત	થે%, જો� આપાણી	 માFળ ઓઇ� લિ;સિંપાગો પા� પા�છી� જોઇએ છી%એ ત� આપાણી	 મા�ન%એ છી%એ કું	 આપાણી	 7 ન��
પ્રોવ�હ 	! કું�% ;કું%એ છી%એ. ત	થે%, હ�થે દ્વ��� અમા	 ફ્��� પા�!( બેન�વ્યુ��, હવ	 ચે��� આપાણી	 આ ત્રાણી ધ��, ધ�� ધ��થે%
�%, ધ�� ત�ફ જો�ઓ બે% થે% �%, એજો 	 થે% %, જો� આપાણી	 આ આકું���ન	 કું�પા%ન	 આ ગ્રા�ફન	 ડિ�"કુંન	ક્! કું�%એ, ત� અન્યુ
જો� આપાણી	 આ ધ�� કું�પા%;��  ત� અમા	 આ ગ્રા�ફન	 ડિ�"કું�ઉન્! કું�%;��.  ત	થે%,  આ ત્રાણી ડિકુંન��%ઓન	 એકું માFહ વચ્ચે	 કું!
કુંહ	વ�મા�� આવ	 છી	, હવ	 આમા�� કું�� ક્ષમાત� 4 વત્ત� 1 વત્ત� 2, 7 મા�ત્રા કું�ઈપાણી પ્રોવ�હ પા� કું�પા% ;કું	 છી	; જો�કું	, ત	 વહ	 છી	 ત	
આ બે�જો�થે% ��બે	થે% જોમાણી	 આ બે�જો�થે% પા�� થેવ�� આવશ્યુકું છી	. ત	થે%, ત	 કું�પા%ન� ર્ભ�ગો �થે	 ફક્ત કું����થે% જોમાણી	 જોમાણી%
બે�જો�થે% વહ	 છી	 અન	 કું! મા�ત્રા 7 ન�� પ્રોવ�હ પા�!( કું�% ;કું	 છી	. ત	થે%, આ ઉદ�હ�ણીમા�� માહત્તમા પ્રોવ�હ ચે�ક્કુંપાણી	 7 કું�ત�
વધ% ;કુંત�� નથે%, જો	 આપાણી	 પાહ	��થે% પ્રો�પ્ત કું�% �%ધ�� છી	. . ત	થે%, આપાણી	 જાણી%એ છી%એ કું	 આપાણી	 7 ન�� પ્રોવ�હ કું�% ;કું%એ
છી%એ, પા��ત� 7 થે% વધ� ;ક્યુ નથે%, કું��ણી કું	 આ કું! ��બે	થે% જોમાણી% ત�ફ વહ	ત� પ્રોવ�હથે% 7 કું�ત� વધ� કું�ઈપાણી લિવચે���ન	
અ!કું�વ	 છી	. ત	થે%, વ�"તવમા�� આ ડિકું"�મા�� બેત�વ	 છી	 કું	 7 શ્રે	ષ્ઠ છી	, ત	થે% �મા�ન્યુ �%ત	 જો� આવ� લિવલિવધ કું! જો�વ� માળ	 છી	.
ત	થે%, કું! એ ડિ�"કુંન	ક્! �થે	 !%ન� કું�ઈપાણી માFહન	 કું�પા% ન�ખા	 છી	 અન	 તમા	 આ બેધ�મા�� ન્યુFનતમા કું! ગોણીત�% કું�% ;કું� છી�
અન	 ત	 "પાષ્ટ છી	  કું	 માહત્તમા પ્રોવ�હ ન્યુFનતમા કું! કું�ત� વધ% ;કુંત� નથે%, કું��ણી કું	 ત	ન% પા�	 આ કું! ક્રો� છી	. ત	થે%, તમા��	
એકું બે�જો�થે% જોવ�� પા�;	, ત	 મા�ત્રા ત	 જો ક્ષમાત�ઓન	 �ઈ ;કું	 છી	, ત	થે% પ્રોવ�હ ત	 કું�ત� વધ% ;કુંત�� નથે%. 
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("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ( ��: 13:20)

ત	થે%,  આશ્ચેયુ(જોનકું વ�ત એ છી	  કું	 વ�"તવમા�� ત	 આ ઉદ�હ�ણીમા�� આપાણી	 હ�મા	;��  મા�ન હત�,  પા��ત� ત	 હ�મા	;��  મા�ન
બેન;	.  ત	થે%,  માહત્તમા પ્રોવ�હ લિમાલિન કું! પ્રોમા	યુ કુંહ	 છી	,  માહત્તમા પ્રોવ�હ વ�"તવમા�� ન્યુFનતમા કું!ન% માકુંક્ષ હ�મા	;� હ�યુ છી	 .
ત	થે%, અહM માજોવ�ન� એકું �"ત� છી	 , ત	થે% જો� આપાણી	 જો�ઈએ છી%એ કું	 lp �લ્યુ�;ન છી	, જ્યુ��	 આપાણી	 માહત્તમા પ્રોવ�હ
પ્રો�પ્ત કું�%એ છી%એ, ત� s એ t થે% ડિ�"કુંન	ક્! થેઈ �હ્યું�� છી	, જો� હ� � વધ��	 વજોન 0 અન	 હ� � જો�ઉં ત� આગોળ કું�ઈ મા�ગો( નથે%.
ત	 ધ�� દF� કું��, પાછી% આગોળ કું�ઈ મા�ગો( નથે%. ત	થે%, એ !%થે% ડિ�"કુંન	ક્! થેઈ ગોયુ�� છી	, ત	થે% ત્યુ�� એકું કું�! છી	 જો	  અમા�કું ધ��
છી	  જો	  !%મા��થે% ધ��ન	 ડિ�"કુંન	ક્! કું�	 છી	.  હવ	,  ચે��� અવ;	ષી ગ્રા�ફમા�� કું�ઈપાણી ધ��ન	 જો�ઈએ જો	  ��બે	થે% જોમાણી% બે�જો�થે%
જોમાણી% ત�ફ જાયુ છી	.  ત	થે%,  બે�કું% બેધ�� જો છી	,  ત	થે% આન% અ�દ�ન� દ�	કું જોગ્યુ�એ મા��% પા�	 લિબેનજોરૂ�% ડિકુંન��%વ�ળ�
�"ત�ઓ છી	 અન	 આન% અ�દ�ન� દ�	કું જોગ્યુ�એ મા��% પા�	 50 ન� મા�ગો( ઝા%�� ન�હ�યુ એવ% ધ�� �થે	 છી	 . ત	થે%, હવ	 પાણી હ� �
વ�દળ% બે�જો�થે% �%�% બે�જો�થે% મા	ળવ% ;કુંત� નથે%. ત	થે%; ત	ન� અથે( છી	 કું	, આગોળન% ડિદ;�મા�� બેધ% ડિકુંન��%ઓએ ક્ષમાત�ન	
�તZપ્ત કું�% હ�વ% જો�ઈએ. ત	થે%, એ�થે% આ� પ્રોત્યુ	 દ�	કું ધ�� વ�"તવમા�� �પાFણી( ક્ષમાત� હ�યુ છી	 , બે�કું%ન� ગ્રા�ફ એફમા�� l થે% l
�ધ%ન� ધ�� લિવ;	, દ�વ� એ છી	 કું	 અહM કું	!�%કું ક્ષમાત�ન% ક્ષમાત� છી	, પાછી% ત	 એકું લિવરુંદ્ધ બે�જો�  હ;	 જો	  આ �%ત	 જો;	, જો	
લિબેનજોરૂ�% ક્ષમાત� હ;	. ત	થે%, ત્યુ��થે% કું�ઈ પા�થે છી	  કું	 નહM ત	 કું�ઈ પા�થે હ;	, ત	થે% આ 0 હ�વ�� આવશ્યુકું છી	. ત	થે%, લિવરુંદ્ધ
ધ�� 0 પા� હ�વ�� આવશ્યુકું છી	, બેધ% આગોળન% ધ�� �પાFણી( ક્ષમાત� હ�વ% આવશ્યુકું છી	. ત	થે%, આ ખાFબે ચે�ક્કું નથે%, પા��ત�
એકું કું��ણી ;� મા�!	 છી	, પા��ત� માહત્તમા પ્રોવ�હ વ�"તવમા�� આ કું�પા%ન	 �તZપ્ત કું�;	, પા��ત� આ કું�ઈપાણી કું! હ�ઈ ;કું	 છી	. ત	થે%,
ત	થે% �ઘ�ત્તમા કું! ખા� કું�%ન	 �તZપ્ત થેવ�� જો�ઈએ અન	 ત	થે%, માહત્તમા પ્રોવ�હ હજી �ઘ�તમા કું! કું�ત� વધ% ;કુંત�� નથે%, ત	થે%
માહત્તમાએ ન્યુFનતમા કું! માFલ્યુ પ્રો�પ્ત કું�વ�� આવશ્યુકું છી	. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ( ��: 15:07)

ત	થે%,  એકું એવ��  ��ગો	 છી	  કું	  ફ��(-ફુ�કું(ન(Ford-Fulkerson)  એલ્ગો�ડિ�ધમામા��  લિવ;	 �વચે	ત �હ	વ��  એ પા�થેન	 કું	વ% �%ત	
વધ��વ�� ત	 પા�દ કું�વ�� છી	. ત	થે%,  યુ�દ ��ખા� કું	 આપાણી� ઉદ�હ�ણી�મા��, અમા	 હ%��ન% આપા� જોવ�ન	 બેદ�	 તમા	 માધ્યુમા��
જાઓ છી�. ત	થે%, આપાણી	 એમા મા�ન%એ છી%એ કું	 મા��	� થે�યુ છી	  ત	 અહM એકું પા�ન��વત(ન પાછી% છી	 , આપાણી	 આ કું	ન્દ્રમા��થે%
પા�� થે�યુ છી	  અન	 પાછી% આપાણી	  99  ન	 આ  0  થે%  99  મા��  ઘ!��%એ છી%એ અન	 આપાણી	  1  કુંદન� લિવપા�%ત ડિકુંન��%ન	
�યુ�લિજોત કું�%;��.  પાછી% આ આગોળન% પા�ન��વત(ન આપાણી	 કું�%;�� ઉ�!� ડિદ;�મા�� જાઓ અન	 અમા	  99  ન	 આ 99  �ધ%
ઘ!��%;�� અન	 પાછી% આન	 ફ�%થે% આ �%ત	 �%	! કું�;	. ત	થે%, આ �%ત	 લિઝાકું-ઝાdકિંકુંગો ��ખા% ;કું	 છી	. ત	થે%, હ� � 99 થે% 98 �ધ%
જોઈ; અન	 ��ઉન એલ્ગો�ડિ�ધમા 99 થે% 98 �ધ% જોઈ;, ત	થે% આ પા�થે ;�ધવ� મા�!	  200 પા�ન��વત(ન� �	;	, આ પ્રોવ�હ
બે%જા 200 હ�થે પા� છી	 ત	 "પાષ્ટ છી	 કું	 જો� હ� � ત	ન	 બે	 પા�ન��વત(ન કું�% ;કું�� ત� cleaver કું�વ�મા�� આવ% હત%. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દર્ભ( ��: 15:59)

કું��ણી કું	 હ� � ફક્ત એ!��� જો જાણું� છી� � કું	 ;રૂઆતમા�� માન	 ખાબે� છી	 ત્યુ�� ત્યુ�� 200 ન� મા�ગો( અન	 �તZપ્ત છી	. ત	થે%, ત	 બે	 ધ�� છી	
અન	 ત્યુ�� 100 ન� બે%જો� મા�ગો( છી	, અહM 100 ન� �"ત�મા�� અહM 100 ન� �"ત	 છી	. ત	થે%, બે	 પા�ન��વત(નમા�� હ� � 200 પ્રો�પ્ત
કું�% ;કું�� છી� �, ત	થે% ત	 ખાFબે લિવલિચેત્રા �%ત	 અન	 હ� � કું	વ% �%ત	 આગોળ વધવ� મા�!	ન� મા�ગો( પા�દ કુંરું� છી� �, હ� � કું	વ% �%ત	 ;ક્યુ મા�ગો(ન�
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ઉપાયુ�ગો કું�% ;કું�� છી� �  જો	  બે�કું%ન� ગ્રા�ફમા�� હજી પાણી અલિ"તત્વ ધ��વ	 છી	 અન	 ત	ન	 કુંયુ�� ઉમા	�વ� ત	 પા�દ કું�	 છી	 . ત	થે%, �મા�ન્યુ
�%ત	  આપાણી	  કું�ઇકું �રું�  કુંહ% ;કુંત� નથે% અન	  ફ��(-ફુલ્કું�ન(Ford-Fulkerson)  માયુ �	;	  જો	  ધ��ન% ક્ષમાત� મા�!	
પ્રોમા�ણી� છી	 જો	  એકું માહ�ન લિવચે�� નથે%. કું��ણી કું	 બેધ% ધ�� મા�!% હ�ઈ ;કું	 છી	, પા��ત� તમા	 કુંદ�ચે %ધ�� કુંહ% ;કું� છી� કું	 આ
ધ�� 100 �ઇ ;કું	 છી	 અન	 આગોળન� ધ�� 100 �ઇ ;કું	 છી	. ત	થે%, એકુંવ�� હ� � કુંહ% ;કું�� કું	 આખા� �"ત� 100 ��ગો% ;કું	 છી	,
જો� મા��% પા�	 એકું માયુ	 હ�યુ ત� ત	 બેન	 છી	 વધ���ન� પા	��મા%!� ગ્રા�ફન� વ�"તલિવકું કુંદ નથે%. પા��ત�, આપાણી	 આ �ર્ભલિવત
પા�થે વ્યુવ�યુ કું	વ% �%ત	 કું�% ;કું%એ.  ત	થે%,  દ� વખાત	 જ્યુ��	 આપાણી	 અવ;	ષી ગ્રા�ફ �ચે%એ છી%એ,  ત્યુ��	 આપાણી	  s  થે%  t
ત�ફન� પા�થે ;�ધવ� પા�;	 અન	 પાછી% લિવ"તZત કું�%;��. ત	થે%, આપાણી	 આ કું�(ન% ;રૂઆતમા�� જો જો�યુ�� હ�ત, આપાણી	 ક્યુ�� ત�
શ્વ� દ્વ��� ત	ન	 પ્રોથેમા ;�ધ અથેવ� ઊં��ણીમા�� પ્રોથેમા ;�ધ કું�%;��, એકું ન��થે% બે%જા ન�� ત�ફન� પા�થે ;�ધ%;�� ત	 �મા�ન્યુ
�%ત	  ગ્રા�ફન� લિનકું� છી	,  જો� આપાણી	 ત	ન� ઉપાયુ�ગો કું�%એ શ્વ� પ્રોથેમા ;�ધ,  પાછી% આપાણી	 જાણી%એ છી%એ કું	 આપાણી	
ડિકુંન��%ઓન% �ખ્યુ�ન% દ્રલિષ્ટએ mથે% ન�ન� મા�ગો( ;�ધ%એ છી%એ. ત	થે%, કું�ઈ એકું �લિબેત કું�% ;કું	 છી	 કું	 આમા�� ફ��(-ફુ�કું(ન
એલ્ગો�ડિ�ધમા, જો� આપાણી	 શ્વ�ન� ઉપાયુ�ગો પ્રોથેમા પા�ન��વત(નમા�� દ�	કું ;�ધમા�� કું�%એ ત� ત	 કુંયુ� મા�ગો(ન	 વધ��;	 ત	 નક્કું%
કું�વ� મા�!	,  પાછી% તમા	 ડિકુંન��%ઓન� �દર્ભ(મા�� હ�મા	;�� !F�કું� મા�ગો(ન� લિવકું� કું�;�.  ત	થે%,  અહM આ ઉદ�હ�ણીમા�� ઉદ�હ�ણી�
મા�!	, જો� તમા��% પા�	 ત	 મા�ગો( જો	  100 જો	!�� �"ત� પા�� કું�	 અન	 જો	  મા�ગો( જો	વ� હ�યુ ત	 મા�ગો(ન% વચ્ચે	 પા�દગો% હ�યુ,

ત� શ્વ�ન% પ્રોથેમા ;�ધ એ કુંહ	;	 કું	 પાહ	�� ��� મા�ગો( માળ્યુ� છી	 . બે	 ધ�� અન	 ન���ગો% પા�થેન	 ત્રાણી ડિકુંન��%ઓ માળ%. ત	થે%,
��� પા�થે !F�કું� છી	,  ત	થે% ત	 પાહ	�� પાણી વધ���,  ત	થે% જો� આપાણી	 શ્વ�ન� ઉપાયુ�ગો પ્રોથેમા ફ��( ફુ�કું(ન એલ્ગો�ડિ�ધમામા��
;�ધ%એ છી%એ, ત� ત	 ત��ણી આપા	 છી	 કું	 તમાન	 હ�મા	;�� કું�ઈકું માળ	 છી	 જો	  ડિકુંન��%ઓ પા�ન� ઉત્પા�દન પા� પ્રો"ત�વન� છી	 . ત	થે%,
ત	 ક્ષમાત�ઓથે% "વત�ત્રા ન	!વકું(ન� કુંદમા�� બેહ�માલિતરૂપા બેન;	. 

309



ડિ�ઝા�ઇન અન	 એન�લિ�લિ ઓફ એલ્ગો�ડિ�ધમ્ (Design and Analysis of Algorithms)
પ્રો�ફ	� મા�ધવન મા�કું��દ (Prof. Madhavan Mukund)

ચે	ન્નઈ મા	થે	મા	ડિ!કું� ઇલિન્"!ટ્યુ�! (Chennai Mathematical Institute)

વ%કું - 08

મા�ડ્યુ�� - 05

�	ક્ચે� - 54

ઘ!��� (Reduction)

અમા	 જો�યુ�� છે	 કું	 આપણે	 અન	કું મા"યુ�ઓ ઉકું	�વ� મા�!	 તકુંન%કું% ત�%કું	 �	ખી%યુ પ્રો�ગ્રા�મિંમાગોન� ઉપયુ�ગો કું�% શકું%એ છે%એ અન	
ઔપચે�ડિ�કું �%ત	 આમા�� મા�વ	શ થે�યુ છે	 જો	ન	 આપણે	 ઘ!��� કુંહી%એ છે%એ. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દર્ભ7 ��: 00:12)

ત	થે%,  �	ખી%યુ પ્રો�ગ્રા�મ્ન	 ઘ!��વ�ન	 બદ�	,  ચે��� જો�ઈએ કું	 આપણે	 વ�"તવમા�� ન	!વકું7 પ્રોવ�હીન	 કું	વ% �%ત	 ઘ!��% શકું%એ
છે%એ જો	  આપણે	 પહી	��થે% જો�યુ	�% છે	  ત	 �	ખી%યુ પ્રો�ગ્રા�મ્ ઘ!��% શકું�યુ છે	.  ત	થે%,  અહી9 એકું મા"યુ� છે	  જો	  આપણે�
પ્રોવ�હી �થે	 કુંશ�� કું�વ�ન�� નથે%. ત	થે%, અમા��% પ�	 શ�ળા�મા�� કું	!��કું કું�7 ફ�ળાવવ�ન�� છે	 , અમા��% પ�	 લિશક્ષકું�ન� �ગ્રાહી છે	
અન	 અમા��% પ�	 અભ્યુ�ક્રમા� અન	 દ�	કું લિશક્ષકુંન� �ગ્રાહી છે	 જો	 >ચેવ	 છે	 કું	 ત	 કુંયુ� અભ્યુ�ક્રમા� શ%ખીવવ� મા��ગો	 છે	. ત	થે%,
અહી9 આપણે% પ�	  4  લિશક્ષકું�  અબ્બ�,  લિચેત્ર,  માદન અન	  �લિનત�  છે	  અન	  આપણે% પ�	  ચે��  અભ્યુ�ક્રમા�  માઠ,

ઇલિતહી�, જીવલિવજ્ઞા�ન અન	 અથે7શ�"ત્ર છે	. ત	થે%, અબ્બ� ઉદ�હી�ણે મા�!	 ત	 ઇલિતહી� અન	 જીવલિવજ્ઞા�ન શ%ખીવવ� તDયુ��
છે	, ત	થે% આ બ�ન	 ધ�� છે	, ત	થે% આ >ચેવ	 છે	  કું	 અબ્બ� આ અભ્યુ�ક્રમા� શ%ખીવવ� �થે	 છે	 . એ જો �%ત	, જો� આપણે	
માદનન	  જો�ઈ  શકું%એ  ત�,  માદનન	  ઇલિતહી�  અથેવ�  અથે7શ�"ત્ર  શ%ખીવવ�  મા�!	  ખી�શ%  છે	.  ત	થે%,  દ�	કું  લિશક્ષકુંએ
અભ્યુ�ક્રમા�ન� �ગ્રાહી ત�%કું	 >ચેવ્યુ�� છે	  કું	 ત	 અથેવ� ત	ણે% શ%ખીવવ� તDયુ�� છે	 . હીવ	, આપણે	 જો	  કું�વ�� છે	  ત	 લિશક્ષકું� મા�!	ન�
અભ્યુ�ક્રમા� ફ�ળાવવ�ન�� છે	. દ	ખી%ત% વ�ત એ છે	 કું	, દ�	કું કું�7 બ��બ� એકું લિશક્ષકું દ્વ��� શ%ખીવવ�મા�� આવશ	, પણે આપણે	
પણે ઇચ્છે%એ છે%એ કું	 દ�	કું લિશક્ષકું ફક્ત એકું જો અભ્યુ� શ%ખીવ	 અન	 ત	 કું�7 કું�ઈકું હી�વ�� જો�ઈએ જો	  લિશક્ષકું શ%ખીવવ�
તDયુ�� હી�યુ. ત	થે%, અમાન	 ઉદ�હી�ણે ત�%કું	 ફ�ળાવણે% ગોમાશ	 નહી9, જો	 અબ્બ�ન	 માઠ શ%ખીવવ� કુંહી	 છે	, કું��ણે કું	 ત	 >ચેવ	 છે	
કું	 ત	 માઠ શ%ખીવવ� મા�!	 આ��માદ�યુકું નથે%. ત	થે%, અમા	 આવ� ફ�ળાવણે% શ�ધવ� મા��ગો%એ છે%એ કું	 દ�	કું કું�7 એકું પ્રોલિશક્ષકું
દ્વ��� શ%ખીવવ�મા�� આવ	 છે	, દ�	કું પ્રોલિશક્ષકું ફક્ત એકું જો અભ્યુ� શ%ખીવ	 છે	 અન	 ત	 એકું અભ્યુ�ક્રમા છે	 જો	  ત	 શ%ખીવવ�
તDયુ�� છે	. 
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ત	થે%,  આન	 મા	મિંચેગો મા"યુ� ત�%કું	  ઓળાખીવ�મા��  આવ	 છે	,  ખી� કું�%ન	  ત	ન	  લિદ્વપક્ષ% મા	મિંચેગો કુંહી	વ�મા��  આવ	 છે	.  ત	થે%,
લિદ્વપક્ષ% ગ્રા�ફ શ�� છે	? લિદ્વપક્ષ% ગ્રા�ફ એ છે	  કું	 જો	મા�� એકું લિશર્ષ7કું બ	 જો> થે�મા�� આવ	 છે	  જો	ન	 આપણે	 વ% 0 અન	 વ% 1 ત�%કું	
ઓળાખી%એ છે%એ અન	 બધ� ધ�� વ%  0 થે% લિવરુદ્ધ 1 થે�યુ છે	.  ત	થે%, 0  ન% અ�દ� કું�ઈ ડિકુંન��%ઓ નથે%,  ત	થે% ત્યુ�� કું�ઈ
ડિકુંન��%ઓ નથે%. 0. ત	થે%, અહી9 આ એકું ઉદ�હી�ણે છે	, ત	થે% લિશક્ષકું� મા�!	 આ પ્રો�ગ્રા�મા v છે	 અન	 અભ્યુ�ક્રમા� v1 છે	, હીવ	
અભ્યુ�ક્રમા� વચ્ચે	 કું�ઈ ડિકુંન��%ઓ નથે%, લિશક્ષકું� વચ્ચે	 કું�ઈ ડિકુંન��%ઓ નથે%, બધ� ડિકુંન��% લિશક્ષકું�મા��થે% એકું છે	. કું�7 હીવ	,
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આપણે	 જો	  મા��ગ્યુ�� છે	  ત	 ફ�ળાવણે% શ�ધવ�ન�� છે	.  ફ�ળાવણે% શ�� કું�શ	? ફ�ળાવણે% એકું ધ�� પ�દ કું�શ	 અન	 ઉદ�હી�ણે ત�%કું	
કુંહી	શ	 કું	 અબ્બ� ઇલિતહી� શ%ખીવશ	. અન	 એકુંવ�� અબ્બ�ન	 ઇલિતહી� Lપવ�મા�� આવ	 ત	 પછે%, આન� અથે7 એ થેયુ� કું	
આ ધ�� હીવ	 �ઈ શકું�શ	 નહી9, કું��ણે કું	 અબ્બ�ન	 બ%જો� �  કું�ઇ પણે Lપ% શકું�ત�� નથે%, ત	ન� અથે7 એ પણે છે	  કું	 આ ધ��
�	વ�મા�� આવ% શકુંત� નથે%,  બ%જો� �  કું�ઈ ત	ન	 Lપશ	 નહી9,  આ ધ�� �ઈ શકું�ત� નથે%  .  ત	થે%,  આપણે	 ડિકુંન��%ઓ શ�ધવ�
મા��ગો%એ છે%એ, જો	મા કું	 ત	મા��થે% કું�ઈ પણે એકું અ�ત મિંબદ� વહીMચેશ	 નહી9. આ ઉદ�હી�ણેમા��, જો� ત	મા��ન� બ	 ��બ% બ�જો�એ એકું
અ�લિતમા મિંબદ� વહીMચે	 છે	, ત� ત	ન� અથે7 એ કું	 એકું જો લિશક્ષકુંન	 બ	 અભ્યુ�ક્રમા� શ%ખીવવ� મા�!	 કુંહી	વ�મા�� આવ	 છે	 . જો� ત	 બ	
ધ�� છે	, ત� જોમાણે% બ�જો�ન� અ�ત મિંબદ� વહીMચે	 છે	 , ત	ન� અથે7 એ છે	 કું	 ત	 જો અભ્યુ�ક્રમાન	 બ	 લિર્ભન્ન લિશક્ષકું�ન	 ર્ભણે�વવ�મા��
આવ	 છે	, ત	મા��થે% એકું ત	 છે	 જો	ન	 આપણે	 જો�ઈએ છે	 . ત	થે%, તમા��	 મા	મિંચેગો જો�ઈએ છે	, અમા	 મા	ળા ખી�ત� ઇચ્છે%એ છે%એ જો	
ડિકુંન��%ઓન� બ	! છે	, જો	થે% ત	મા��ન� બ	મા��થે% કું�ઈ અ�લિતમા મિંબદ� વહીMચે	 નહી9. અન	 ખી� કું�%ન	, જો� લિદ્વપક્ષ% ગ્રા�ફમા�� દ�	કું
બ�જો�  પ� મા�ન �ખ્યુ�મા�� ગો��ઠ� હી�યુ,  ત� આપણે	 અપ	ક્ષ� ��ખી% શકું%એ કું	 આશ� ��ખી%એ કું	 ��બ% બ�જો�ન% દ�	કું વ"ત�
જોમાણે% બ�જો�એ કું�ઈકું �થે	 મા	ળા ખી�ત% હી�યુ. જો� આપણે% પ�	 મા�ન �ખ્યુ� નથે%, ત� કું�ઈકું છે��% દ	વ�મા�� આવ્યુ�� છે	. પ��ત�
દ�	કું ધ�� બ	 ��કું� �થે	 મા	ળા ખી�યુ છે	, મા�ન% �� કું	 આપણે% પ�	 પ��ચે લિશક્ષકું� અન	 ચે�� અભ્યુ�ક્રમા� છે	, પછે% એકું લિશક્ષકું
કું�ઈ કું�7 શ%ખીવશ	 નહી9 અથેવ� આપણે% પ�	 ચે�� લિશક્ષકું� અન	 પ��ચે અભ્યુ�ક્રમા� હીશ	,  પછે% ર્ભ�	 લિશક્ષકું બ	 કું�7 �	
નહી9 ત્યુ�� �ધ% કું	!��કું કું�7 શ%ખીવવ�મા�� આવશ	 નહી9.  પ��ત� તમા��% પ�	 ચે�� લિશક્ષકું� અન	 ચે�� અભ્યુ�ક્રમા� છે	,  તમા	
ત	માન	 પ>છે% શકું� છે� કું	 શ�� ત	માન	 મા	ચે કું�વ�ન% �%ત છે	 કું	 જો	થે% દ�	કું લિશક્ષકું એકું અભ્યુ�ક્રમા શ%ખીવ	 અન	 લિશક્ષકું દ્વ��� દ�	કું
અભ્યુ�ક્રમા શ%ખીવવ�મા�� આવ	. આ એકું �પ>ણે7 મા	ચે કુંહી	વ�યુ છે	. ત	થે%, આ ન	!વકું7 પ્રોવ�હી �થે	 શ�� કું�વ�ન�� હીત��? 
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ત�, અહી9 આપણે	 ન	!વકું7 પ્રોવ�હીન� ઉપયુ�ગો કું�%ન	 આ પ્રોશ્નન� જોવ�બ કું	વ% �%ત	 આપ% શકું%એ ત	 અહી9 છે	 . અમા	 લિશક્ષકું�મા��
એકું બન�વ!% "ત્ર�ત ન�� ફ%ડિં�ગો ઉમા	�%એ છે%એ અન	 અમા	 એકું ગો�"	 �ક્ષ્યુ ન��, અભ્યુ�ક્રમા�મા��થે% બહી�� આવત� મિંકું
ન��ન	 ઉમા	�%એ છે%એ. ત	થે%, અ"પષ્ટપણે	 બધ� ડિકુંન��%ઓ ��બ	થે% જોમાણે	 જોઈ �હ્યા� છે	, ત	થે% અમા��% પ�	 ડિદશ� છે	, ત	થે%
અમા	 ��બ	થે% જોમાણે	 કું�ઈકું વહીન કું�વ�ન� પ્રોયુ� કું�% �હ્યા� છે%એ.  હીવ	,  આપણે	 જો	  જો�ઈએ છે%એ ત	 દ�	કુંન	 ક્ષમાત� એકું
અ�ઇન કું�વ�ન% છે	, ત	થે% આમા��ન� પ્રોત્યુ	કું ધ��ન% ક્ષમાત� એકું છે	 . ત	થે%, અમાન	 ��ગો	 છે	  કું	 અમા	 માહીત્તમા પ્રોવ�હી શ�ધ%એ
છે%એ,  ત	થે% અમા�રુ� માહીત્તમા પ્રોવ�હી આ લિશક્ષકું�ન� કું	!��કું બ	!ન	 પ�દ કું�શ	,  ત	 બધ�ન	 આશ� છે	.  કું��ણે કું	 ત	 એકું
પ્રોવ�હી છે	 કું	 જો	  પ્રોવ�હી લિશક્ષકું અન	 લિશક્ષકુંમા��થે% જોશ	, ત	થે% હી� � આ ધ��મા��થે% એકું પ�દ કું�%શ, ત	થે% આ એકું. અન	 ત	થે%, હીવ	
ત	 અહી9થે% બહી�� આવશ	, કું��ણે કું	 આઉ!પ�! ફક્ત એકું જો �ઈ શકું	 છે	 , હી� � ફક્ત 1 ઇલિતહી�મા��થે% મિંકું �ધ% જો પ્રોવ�હી કું�%
શકું�� છે� �, ત	 અહી9 બ%જી વ"ત�ન	 આવવ� દ	ત% નથે%. ત	થે%, જો� મા��% પ�	 અહી9 1 ન�� પ્રોવ�હી હીત�� અન	 અહી9 1 ન�� પ્રોવ�હી છે	,
ત� 2 ન	 લિહી"ટ્રી% પ� પ્રોયુ�ણે કું�વ�� પ�શ	, પ��ત� માન	 ત	 માળા% ગોયુ�� છે	. ત	થે%, હી� � દ�	કું ધ�� પ� 1 ન% ફ્�� ક્ષમાત� ધ��વ% �હ્યા� છે� �
અન	 માન	 ખી�ત�% છે	 કું	 મા	ચેમા�� એકું જો લિશક્ષકું અન	 એકું કું�7 પ�દ કું�% શકું�યુ છે	. અન	 હીવ	, જો� તમા	 આ પ્રોવ�હીન	 માહીત્તમા
કું�� છે�, ત� ત	 લિશક્ષકું�ન% �ખ્યુ�ન	 માહીત્તમા કું�	 છે	 જો	 ત	માન� અભ્યુ�ક્રમા� �થે	 જો���યુ	�� છે	 અન	 ત	થે% ત	 મા	મિંચેગોન	 માહીત્તમા
કું�	 છે	. ત	થે%, અમા	 ગ્રા�ફમા�� ખી>બ જો લિર્ભન્ન લિર્ભન્ન કું�ઈકું શ�મા	� કું�વ�મા�� મા"યુ�ન	 �ચે�લિ�ત કું�% છે	  અન	 ન	!વકું7 પ્રોવ�હીન�
ઉપયુ�ગો કું�%ન	 ત	ન	 મા�ડ્યુ��	! કું�%એ છે%એ. 
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ત	થે%, આ એકું �મા�ન્યુ છે	  આપણે	 જો	  ઘ!��� કુંહી%એ છે%એ ત	ન�� ઉદ�હી�ણે. ત	થે%, આપણે	 આપ	� મા"યુ�, મા"યુ� A ન	
ઉકું	�વ� મા��ગો%એ છે%એ, પ��ત� આપણે	 ત	ન	 કું	વ% �%ત	 ઉકું	�વ�� ત	 લિવશ	 જાણેત� નથે%, પ��ત� બ% મા"યુ�ન	 કું	વ% �%ત	 ઉકું	�વ�� ત	
આપણે	 જાણે%એ છે%એ. ત	થે%, આપણે� ડિકું"�મા�� આ બ�ધબ		 છે	 અન	 આ પ્રોવ�હી છે	. ત	થે%, આપણે	 શ�� કું�%એ છે%એ ત	 છે	 કું	
આપણે	 ત	 મા"યુ�ન	 મા	મિંચેગોથે% પ્રોવ�હીમા�� રૂપ��તડિ�ત કું�%એ છે%એ.  ત	થે%, અમા	 અમા��% મા	ળા ખી�ત% મા"યુ�ન	 �ઈએ છે%એ
અન	 પછે% આપણે	 એકું સ્રો�ત ઉમા	�%એ છે%એ,  આપણે	 એકું મિંકું ઉમા	�%એ છે%એ,  આપણે	 ક્ષમાત�ઓન	 ફ્�� મા"યુ�મા��
રૂપ��તડિ�ત કું�%એ છે%એ. ત	થે%, ત	ન	 ફ્�� પ્રો�બ્�	મામા�� પડિ�વર્તિતત કુંયુ�7 પછે%, અમા	 ત	ન	 ઉકું	લ્યુ��, ત	થે% ન%ચે	 બત�વ	� આકું[લિત છે	,
આપણે% પ�	 બ% મા�!	 એકું અલ્ગો�ડિ�ધમા છે	.  ત� હીવ	,  આપણે% પ�	 મા	મિંચેગો ઇનપ�! છે	,  આપણે	 ત	ન	 પ્રોવ�હી ઇનપ�!મા��
રૂપ��તડિ�ત કુંયુ�\ છે	, આ એકું પ્રોવ�હી છે	. �લ્યુ�શન જો	  બહી�� આવ	 છે	 અન	 હીવ	 આપણે	 ફ્�� �લ્યુ�શન ત�ફ ધ્યુ�ન આપ%એ
છે%એ, જ્યુ�� આપણે	 એકું મા	ચે જો�ઈ શકું%એ છે%એ જો	  આપણું� મા	ળા ખી�ત�� હી�યુ, જ્યુ��	 પણે આપણે	 શ>ન્યુ જો�ઈએ ત્યુ��	 ત	
મા	મિંચેગો નથે%.  ત	થે%,  ત	મા��થે% આપણે	 મા	ળા ખી�ત� ઉકું	� મા	ળાવ%એ છે%એ.  ત	થે%,  બ�હ્યા મા"યુ�ન� ઉકું	� મા�!	 અમા	 આ�તડિ�કું
મા"યુ�ન� ઉકું	� મા�વ% શકું%એ છે%એ. ત	થે%, આ ઘ!��� છે	. 
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ત	થે%, આપણે	 કુંહી%એ છે%એ કું	 બ% ઘ!��	 છે	 . એન� ઉકું	� ��વવ� મા�!	, હી� � ત	ન	 B મા�� રૂપ��તડિ�ત કું�%શ અન	 ��જ્યુમા�� B ન	
હી� કું�% શકું��. અન	 ત	થે%, જો� મા��% પ�	 બ% મા�!	 કું�યુ7ક્ષમા �લ્યુ�શન હી�યુ અન	 જો� આ રૂપ��ત� પ્રોડિક્રયુ� કું�યુ7ક્ષમા હી�યુ, ત�
પ્રોડિક્રયુ� બ% મા�!	 મા"યુ�ન	 	! કું�% �હી% છે	  અન	 જોવ�બન� અથે7 બ�ન	 કું�યુ7ક્ષમા છે	.  ત	 પછે%,  પ>વ7 પ્રો�	મિંગોન% કું�યુ7ક્ષમાત�
�થે	 બ% કું�પ�ઝાન% એલ્ગો�ડિ�ધમાન% કું�યુ7ક્ષમાત� છે	  અન	 પ�"! પ્રો�	મિંગો પગો���  એ અમાન	  A  મા�!	 કું�યુ7ક્ષમા અલ્ગો�ડિ�ધમા
આપશ	. ત	થે%, %ન	 %ધ% �%ત	 હી�મા�� કુંયુ�7 લિવન�, માM પ��ક્ષ �%ત	 શ�ર્ષણે દ્વ��� એ મા�!	 કું�યુ7ક્ષમા અલ્ગો�ડિ�ધમા મા	ળાવ્યુ��. બ%
મા�!	 અલ્ગો�ડિ�ધમાન� અલિ"તત્વ. 
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ત	થે%,  જો	મા આપણે	 આપણે� ઉદ�હી�ણે પહી	�� કુંહ્યા�� હીત�� કું	 આપણે	 આ ર્ભ�ર્ષણેમા�� કુંયુ�\ છે	  ત	 કુંહી	 છે	  કું	 આ �%ત	 લિદ્વપક્ષ%
મા	મિંચેગો મા	ચે ફ્��મા�� ઘ!��� કું�	 છે	 .  હીવ	,  આપણે	 જો	  જો�યુ�� હીત��,  ત	 છે	લ્�� માયુ	 માહીત્તમા પ્રોવ�હી હીત� ત	 �	ખી%યુ પ્રો�ગ્રા�માન	
ઘ!��	 છે	, પ��ત� કું% એ છે	 કું	 પ>વ7 પ્રોડિક્રયુ� અન	 પ�"! પ્રોડિક્રયુ� કું�યુ7ક્ષમા હી�વ% આવશ્યુકું છે	 . જ્યુ��	 અમા	 માહીત્તમા પ્રોવ�હીથે% �	ખી%યુ
પ્રો�ગ્રા�મિંમાગોમા�� ગોયુ�, ત્યુ��	 અમા	 શ�� કુંયુ�\ ત	 દ�	કું ધ�� મા�!	 અમા	 એકું વ	ડિ�યુ	બ� ફ% �જો>  કુંયુ�\. ત	થે%, ત	 એકું કું�યુ7ક્ષમા અન�વ�દ છે	,
કું��ણે કું	 ત	 �	ખી%યુ પ્રો�ગ્રા�મા બન�વ	 છે	  જો	ન% કુંદ માહીત્તમા પ્રોવ�હીન� ઇનપ�! ગ્રા�ફ �થે	 ત��ન� કું�% શકું�યુ છે	 .  અગો�ઉ,  અમા	
ન	!વકું7 બ	ન્�લિવડ્થેન�� એકું ઉદ�હી�ણે જો�યુ�� હીત��, જ્યુ�� અમા	 �	ખી%યુ પ્રો�ગ્રા�મા પ	દ� કું�%એ છે%એ જો	મા�� ન	!વકું7મા�� એકું વ	ડિ�યુ	બ�
દ%ઠ પ�થેન% આવશ્યુકુંત� હી�યુ છે	, જો	  એકું કું�યુ7ક્ષમા ઘ!��� હી�ઈ શકુંત% નથે%, કું��ણે કું	 ત	ન	 �	ખી��કુંન પ્રો�ગ્રા�મા બન�વવ� મા�!	
કું�માન� જોથ્થે�ત્માકું પ્રોમા�ણેન% જોરૂ� પ�શ	 અન	 કું�યુ7ક્રમા વ��ચેવ� મા�!	.  ત	થે%,  જો� આપણે	 જો�ત� હી�ત ત�,  તમા��	 મા"યુ�ન��
મા�ધ�ન કું�વ�ન��  ધ્યુ�ન ��ખીવ�� એ એકું મા"યુ� છે	,  પ��ત� જો� આપણે	 કું�યુ7ક્ષમાત�ન� પ��ન	 શ�લિર્ષત કું�વ� મા��ગો%એ ત�
ધ્યુ�ન ��ખીવ�� પ�શ	, પછે% અન�વ�દન	 બ	 અન	 આ�તડિ�કું મા"યુ�મા��થે% આવશ્યુકું છે	. પણે કું�યુ7ક્ષમા �હી�. 
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ત	થે%, આપણે	 જો�શ�� કું	 ઘ!���ન�� બ%જો� �  અથે7ઘ!ન પણે આપણે� મા�!	 ઉપયુ�ગો% છે	 . ત	થે%, આપણે	 જો	  જો�યુ�� છે	  ત	 એ છે	 કું	 જો�
બ%ન	 ઘ!��	 છે	, ત� બ% કું�યુ7ક્ષમા છે	, આન� અથે7 એ છે	  કું	 એ પણે કું�યુ7ક્ષમા છે	, કું��ણે કું	 હી� � બ% મા�!	 �લ્યુ�શનન� ઉકું	� પણે
વ�પ�% શકું�� છે� �. પણે માન	 ��ગો	 છે	 કું	 આ નથે% કું�શળા અથેવ� કું�યુ7ક્ષમા હી�વ�ન�� જાણે%ત�� નથે%, જો� મા��% પ�	 શ�કું� કું�વ�ન% કું�ઈ
કું��ણે હી�યુ ત� એ કું�વ� મા�!	 કું�ઈ કું�યુ7ક્ષમા �"ત� નથે%, ત� ત	 બત�વ% શકું	 છે	 કું	 A ઘ!��	 છે	 B �ધ%, પછે% આન� અથે7 એમા
પણે થે�યુ છે	 કું	 બ% કું�યુ7ક્ષમા નથે%. કું��ણે કું	 ત	 કું�યુ7ક્ષમા �%ત	 કું�% શકું�યુ છે	 , આપણે	 જાણે%એ છે%એ કું	 આપણે	 કું�યુ7ક્ષમા �%ત	 કું�યુ7
કું�% શકું%એ છે%એ, પ��ત� અમા��% પ�	 એ મા�નવ� મા�!	 એકું કું��ણે છે	 કું	 A કું�યુ7ક્ષમા �%ત	 કું�% શકું�ત�� નથે%. ત	થે%, આપણે	 જો	
�%ત	 શ�ર્ષણે કુંયુ�\ છે	  ત	ન� આધ��	 ઘ!��	�% �%તન� ઉપયુ�ગો B થે% A ન� હીકું���ત્માકું પડિ�ણે�મા "થે�ન��તડિ�ત કું�વ� અથેવ� A
થે% B ન� નકું���ત્માકું પડિ�ણે�માન	 "થે�ન��તડિ�ત કું�વ� મા�!	 થે�યુ છે	, એ એ છે	  કું	 ત	 કું�યુ7ક્ષમા હી�વ�ન�� જાણે%ત�� નથે%, બ% પણે
જાણે%ત�� નથે%. કું�યુ7ક્ષમા 
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ત	થે%, આ છે	લ્�� કું	!��કું પ્રોવચેન�મા�� આપણે	 જો	  જો�યુ�� છે	  ત	 બ	 છે	, હી� � મા�!� હી	મા7ન	 શ�� કુંહી%શ. ત	થે%, અમા��% પ�	 �	ખી%યુ�
પ્રો�ગ્રા�મિંમાગો અન	 ન	!વકું7 પ્રોવ�હી છે	. અમા	 �	ખી%યુ પ્રો�ગ્રા�મા રૂપ	 વ�"તવમા�� ન	!વકું7 પ્રોવ�હી વ્યુક્ત કું�%એ છે%એ, પ��ત� "વત�ત્ર રૂપ	
ન	!વકું7 પ્રોવ�હી ખી>બ શલિક્તશ�ળા% મા��	મિં�ગો ઔપચે�ડિ�કું�ણે છે	.  ત	થે%,  ઘણે% એલ્ગો�ડિ�ધલિમાકું મા"યુ�ઓ વ�"તવમા�� આમા��ન�
એકુંમા��થે% ઘ!��% શકું�યુ છે	, અથેવ� ત� તમા	 �	ખી%યુ પ્રો�ગ્રા�માન� 	!મા�� ચે�� ગો�ઠવ% શકું� છે� અથેવ� તમા	 અ"પષ્ટ મા"યુ�ન	
ગ્રા�ફ �ઈ શકું� છે� અન	 પ્રોવ�હીન� ઉપયુ�ગો કું�%ન	 ત	ન	 મા�ડ્યુ��	! કું�% શકું� છે�. અન	 આ લિવશ	ન% � વ"ત� એ છે	 કું	 �	ખી%યુ
પ્રો�ગ્રા�મિંમાગો અન	 ન	!વકું7 પ્રોવ�હી� બ�ન	 પ્રોમા�ણેર્ભ>ત મા"યુ�ઓ છે	  જો	ન� મા�!	 ��કું�ન	 � છે	 ,  �મા�ન્યુ હી	ત� �ધન� �ખીવ�
મા�!	 ઘણે� માયુ છે	  જો	  આ મા"યુ�ન	 હી� કું�	 છે	.  ત	થે%,  તમા	 માન"વ% �	ખી%યુ પ્રો�ગ્રા�મા 	! કું�% શકું� છે�,  માન"વ% ન	!વકું7
પ્રોવ�હી ત	ન	 પણે આપ	 છે	, પછે% �ધન તમાન	 જોવ�બ આપશ	. ત	થે%, તમા��% પ�	 "વ અમા�%કું�ણેન% કું�યુ7ક્ષમાત� છે	. ત	થે%,
ઘણે% વ્યુવહી�ડિ�કું પડિ�લિ"થેલિતમા�� %ધ% �%ત	 ઍલ્ગો�ડિ�ધલિમાકું મા"યુ�ન	 અજોમા�વવ� અન	 હી� કું�વ�ન	 બદ�	,  ત	ન	 �%લિનયુ�
પ્રો�ગ્રા�મા અથેવ� ન	!વકું7 ફ્�� ત�%કું	 મા��	� કું�% શકું�યુ છે	 કું	 નહી9 ત	 લિવચે��વ�મા�� ઘણે%વ�� અથે7 થે�યુ છે	 અન	 પછે% ત	ન	 ઉકું	�વ�
મા�!	 ઑફ-ધ-શ	લ્ફ પ	કું	જોન� ઉપયુ�ગો કું��.  પ��ત� અ�બત્ત,  તમા��	 આમા��ન� કું�ઈ એકું બ�બતન� �દર્ભ7મા�� મા"યુ� વ્યુક્ત
કું�વ� ક્ષમા હી�વ� જો�ઈએ. ત	થે%, તમા	 ત	 કું�% શકું� છે� કું	 નહી9 ત	 માજોવ� મા�!	, તમા��	 �	ખી��કુંન પ્રો�ગ્રા�મ્ન	 શ�� વ્યુક્ત કું�%
શકું	 છે	 અન	 શ�� ન હી�ઈ શકું	 ત	 લિવશ્�	ર્ષણે કું�વ�મા�� થે��� માયુ પ�� કું�વ� પ�શ	. �	ખી%યુ પ્રો�ગ્રા�મામા��, લિનણે�7યુકું બ�બત એ છે	
કું	 અવ��ધ� �	ખી%યુ કું�યુd હી�વ% આવશ્યુકું છે	. કું	!�%કુંવ��, તમા��% માયુ�7દ�ઓ જો	  ઉત્પ�દનન	 બ	 ચે��મા�� ઉલ્�	લિખીત કું�	 છે	, ત	
�	ખી�કું%યુ કું�યુ7 નથે%.  ત	વ% જો �%ત	,  ન	!વકું7 પ્રોવ�હીમા�� તમા��	 ખી�ત�% કું�વ% પ�શ	 કું	 તમા	 પ્રોવ�હીન	 �ક્ષ્યુ બન�વવ� મા�!	 સ્રો�ત
ત�%કું	 ખી�	ખી� મા�ડ્યુ��	! કું�% શકું� છે�,  ત	 ન	!વકું7મા�� આપ� અન	 આપ� કું�ઈકું ચે��% �હ્યા�� નથે%.  ત	થે%, આ અવ��ધ�
અ�દ�; જો� કું	, આ બ�ન	 અત્યુ�ત ઉપયુ�ગો% �મા�ન્યુ મા"યુ�ઓ છે	 જો	ન� મા�!	 કું�યુ7ક્ષમા �લ્યુ�શન્ અલિ"તત્વ ધ��વ	 છે	  અન	
જો	  આપવ�મા�� આવ	�% મા"યુ�ન	 ઉકું	�વ� મા�!	 મા�!% �ખ્યુ�મા�� પડિ�લિ"થેલિતઓમા�� શ�ર્ષણે કું�% શકું�ત�� નથે%. 
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અવ્યુવહા��ક્ષમાતા�: એલ્ગો�ડિ�ધમ્ તાપા�વ��

આમા��ન� મા�!� ભા�ગોન� અભ્યુ� મા"યુ�ઓન� કું�યુ0ક્ષમા ઉકું	�ન	 ઓળખવ� લિવશે	 છે	 . પા��તા� એ પાણ જાણવ�� અગોત્યુન�� છે	  કું	
કું	!�%કું પાડિ�લિ"થેલિતાઓ છે	,  જ્યુ�� કું�ઈ જાણ%તા�� કું�યુ0ક્ષમા ઉપા�યુ બહા�� આવતા�� નથે%,  અન	 અમા	 તા	ન	 ઓળખ% શેકું%એ છે%એ,

જે	થે% આપાણ	 લિન��શે�જેનકું �%તા	 લિન��કું�ણન	 શે�ધવ�ન� પ્રોયુ� ન કું�%એ,  જ્યુ�� મા"યુ�ન	 ઉકું	�વ� મા�શ્કું	� હા�ઈ શેકું	 છે	.
તા	થે%, ચે��� આપાણ	 અવ્યુવહા��ક્ષમાતા�ન	 �ગોતા% કું	!�%કું મા"યુ�ઓ જે�ઈએ. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દભા0 ��: 00:24)

તા	થે%, આપાણ	 જે	  ઘણ% મા"યુ�ઓ જે�યુ	�% છે	, અમા	 કું	!��કું �ભાલિવતા �જે�ગો�મા�� શે�ધવ�ન� પ્રોયુ� કું�% �હ્યા� છે%એ જે	થે%
કું	!��કું પ્રોકું��ન� શ્રે	ષ્ઠ �યુ�જેન તા�%કું	 પાહાAચે% શેકું�યુ. વ�"તાલિવકું શે�ધ જેગ્યુ� ઘ�ષણ�ત્માકું છે	, જે� આપાણ	 !D�કું� મા�ગોE શે�ધ%
�હ્યા� છે%એ, પા�થેન% ઘ�તા��કું%યુ �ખ્યુ� છે	, જે� આપાણ	 �ઘ�ત્તમા ખચે0વ�ળ� વHક્ષન% શે�ધ કું�% �હ્યા� છે%એ, તા� આ પ્રોકું��ન� વHક્ષ�
શે�ધ% કું�ઢવ� મા�!	 ઘ�તા��કું%યુ �ખ્યુ� છે	 . અમા	 માહાત્તમા પ્રોવ�હા શે�ધ% �હ્યા� છે%એ, અમા��% પા�	 ડિકુંન��%ઓ �થે	ન� પ્રોવ�હાન	
ઉમા	�વ� અન	 બ�દ કું�તા�� ઘણ�� લિવલિવધ મા�ગોE છે	 . તા	થે%, જે� તામા	 બધ� �ભાલિવતા પ્રોવ�હા જે�ઓ, બધ� �ભાલિવતા �"તા�ઓ, બધ�
�ભાલિવતા વHક્ષ� અન	 પાછે% માહાત્તમા પા�દ કું��, તા� તા	 બ્રુ�! ફ�0 �લ્યુ�શેન હાશે	 જે	  ઘ�તા��કું%યુ માયુ �	શે	. જ્યુ��	 આપાણ% પા�	
પા�લિ�ન�લિમાયુ� !�ઇમા એલ્ગો�ડિ�ધમા હા�યુ છે	, ત્યુ��	 આપાણ	 ખ�	ખ� ઘ�તા��કું%યુ શેબ્દ� દ્વ��� અન	 કું	!��કું ખDબ જે ખતા મા�ગોM
કું�પાતા� હા�ઈએ છે%એ, અમા��� શે�ધ "થે�નન	 ઘ�તા��કું%યુથે% એકું બહા�માલિતાથે% ઘ!��	 છે	. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દભા0 ��: 01:15)

તા	થે%,  તા	 મા�નવ� મા�!	 !	ન્નNગો છે	  કું	 જે� કું�ઈ ફક્તા ���બ� માયુ �ધ% પાD�તા% અન	 ખતા �%તા	 લિવચે��	 છે	,  તા� આવ% કું�ઈ
મા"યુ� છે	, આપાણ	 હા�મા	શે�� આવ� કું�યુ0ક્ષમા !D�કું� કું! શે�ધ%શે��, જ્યુ�� આપાણ	 ઘ�તા��કું%યુ જેગ્યુ�મા��થે% કું�પા કું�% શેકું%એ છે%એ.

શેક્યુતા�ઓ અન	 ઝા�પા% જેગ્યુ�ન	 એકું બહા�માલિતાપાDણ0 �ખ્યુ�મા�� ઝા�પાથે% ��કુંળ�, જે	ન�થે% કું�યુ0ક્ષમા ઉકું	�, આપાણ	 જે	 વ�"તાલિવકું
ઉકું	� જે�ઈએ છે%એ તા	 ઉદ્ભાવશે	. હાવ	, દ�ભા�0ગ્યુ	 આ આદશે0 લિવશ્વ વ�"તાવમા�� જેગોતા નથે%. તા	થે%, ઘણ% મા"યુ�ઓ છે	, તા	થે%
કુંયુ� કું�યુ0ક્ષમા અલ્ગો�ડિ�ધમા અલિ"તાત્વમા�� નથે% અથેવ� અલિ"તાત્વમા�� નથે% જાણતા� અન	 કુંમાન%બ	 આમા��ન% ઘણ% મા"યુ�ઓ
ખDબ જે માહાત્વપાDણ0 વ્યુવહા�ડિ�કું મા"યુ�ઓ છે	. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દભા0 ��: 01:56)
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તા	થે%, આ ચેચે�0મા�� જેવ� મા�!	, ચે��� આપાણ	 મા"યુ�ન�� લિનમા�0ણ, ઉકું	� ઉત્પાન્ન કું�વ� અન	 ઉકું	�ન	 ઉકું	�વ� વચ્ચે	ન� તાફ�વતા
લિવશે	 વ�તા કું�%એ.  તા	થે%,  શે�ળ�ન� માઠન� લિશેક્ષકુંન	 ન%ચે	 મા�જેબન�� હા�માવકું0 Aપા	��� છે	,  મા�!% �ખ્યુ�મા�� �� કું	 જે	  બ	 મા�ખ્યુ
ન�બ��ન� ઉત્પા�દન તા�%કું	 જાણ%તા% છે	  અન	 આ બ	 મા�ખ્યુ ન�બ�� શે�ધ�. લિવદ્યા�થેS દ્રલિUકું�ણથે% દ	ખ%તા% �%તા	, મા"યુ�ઓ ઉકું	�
��વવ�ન% મા"યુ�ઓ છે	. તા	થે%, મા�!% �ખ્યુ�મા�� એન આપાવ�મા�� આવ	 છે	, લિવદ્યા�થેSન	 બ	 મા�ખ્યુ ન�બ�� પા% અન	 ક્યુD શે�ધવ�ન��
અપા	લિક્ષતા છે	,  જે	મા કું	 પા% ગો�ણ્યુ� કુંW. Q બ��બ� એન છે	.  હાવ	,  લિવદ્યા�થેS બલિમા! કું�	 છે	  અથેવ� લિવદ્યા�થેSઓ માDલ્યુ��કુંન મા�!	
લિશેક્ષકુંન	 તા	માન� ઉકું	�� બલિમા! કું�	 છે	 . તા	થે%, લિશેક્ષકું વધ� ��% �%તા	 �બ�લિધતા છે	 , લિશેક્ષકુંન	 પા% અન	 ક્યુD બન�વવ�ન% જેરૂ�
નથે%, લિશેક્ષકુંન	 જેવ�બ જાણવ�ન% જેરૂ� નથે%. લિશેક્ષકું ફક્તા લિવદ્યા�થેS દ્વ��� આપાવ�મા�� આવ	� જેવ�બ �ઈ શેકું	 છે	 , પા% ગો�ણ્યુ�
ગો�ણ q ન	 ગો�ણ�કું�� કું�% શેકું	 છે	 અન	 નક્કું% કું�% શેકું	 છે	 કું	 પા% ગો�ણ્યુ� X બ��બ� એન છે	 કું	 નહાN. તા	થે%, જેવ�બન	 જાણ્યુ� વગો�
અથેવ� તા� જેવ�બ ખ�!� હા�વ� છેતા��, લિશેક્ષકું યુ�ગ્યુ જેવ�બ જાણતા� નથે%, લિશેક્ષકું નક્કું% કું�	 છે	 કું	 જે	  લિવદ્યા�થેS યુ�ગ્યુ જેવ�બ
આપા	 છે	  કું	  નહાN.  તા	થે%,  લિશેક્ષકું શે��  કું�% �હ્યા��  છે	  તા	 તા	 �લ્યુ�શેન ચેકું�% �હ્યા��  છે	  કું	  જે	  લિવદ્યા�થેS �લ્યુ�શેન કું�વ� અથેવ�
બન�વવ�ન% કું�લિશેશે કું�% �હ્યા� છે	. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દભા0 ��: 03:12)

તા	થે%, આ અમાન	 એકું ચેકું�ણ% અલ્ગો�ડિ�ધમાન� લિવચે�� આપા	 છે	. તા	થે%, જે� તામાન	 કું�ઈ મા"યુ� હા�યુ તા�, હા� � કુંહા% શેકું�� છે� �  કું	
મા��% પા�	 એકું ચેકું�ણ% અલ્ગો�ડિ�ધમાન� છે	, જે� દ�	કું ઉદ�હા�ણ મા�!	 હા� � તા	 ઉદ�હા�ણન� ઉકું	� ��વ% શેકું�� છે� �  અન	 ઝા�પાથે% તા	
મા�ન્યુ છે	  કું	 નહાN તા	 ચે�! છે	 . તા	થે%, એલ્ગો�ડિ�ધમા તાપા�વ�ન�� મા"યુ� મા�!	 ઇનપા�! �	 છે	 , એકું ઉકું	� કું	 જે	  મા�ત્ર ઉકું	� જે
નથે%, પા��તા� �લ્યુ�શેન ઉપા���તા કું	!�%કું વધ���ન% મા�લિહાતા%, અન	 પાછે% તા	 નક્કું% કું�	 છે	 કું	 નહાN તા	 એકું મા�ન્યુ ઉકું	�� છે	, જે� તા	મા
હા�યુ તા� તા	 �લ્યુ�શેન કુંહા	 છે	  �ચે% છે	  અન	 એ આઉ!પા�! છે	, અન્યુથે� તા	 કુંહા	 છે	. તા	થે%, પાડિ�બળકું�ણ ઉદ�હા�ણ પાહા	���
આપાણ�� ઉદ�હા�ણમા��, ઇનપા�! ઘ!કું એ પાડિ�બળ બનવ�ન% �ખ્યુ� N છે	. મા"યુ�ન� ઉકું	� ��વવ� મા�!	ન� ઉમા	દવ�� તા�%કું	
આપાણ	 જે	  ઉકું	� મા	ળવ%એ છે%એ તા	 છે	  primes p  અન	  q  ન% જે��% જે	  લિવદ્યા�થેSન% ગોણન� થે�યુ છે	  અન	 ચેકું�ણ%
અલ્ગો�ડિ�ધમાન� મા�વ	શે થે�યુ છે	 તા	 ચેકું�વ�� શે�મા	� છે	 કું	 પા% વખતા q એ વ�"તાવમા�� એન છે	. 

("��ઇ�માયુન� �દભા0 ��: 04:12)

તા	થે%,  આ �દભા0મા��,  ચે��� આપાણ	  ખDબ જે કું	ન�લિનકું� મા"યુ� જે�ઈ શેકું%એ જે	મા��  બ�લિ�યુન(Boolean)  �તા�ષકું��કું
ચેકું�ણ% અલ્ગો�ડિ�ધમાન� મા�વ	શે થે�યુ છે	. તા	થે%, આપાણ% પા�	 કું	!��કું બ�લિ�યુન(Boolean) વ	ડિ�યુ	બ� x, y અન	 z છે	.
તા	થે%,  બ�લિ�યુન(Boolean)  વ	ડિ�યુ	બ� માDલ્યુ,  �ચે��  અથેવ� ખ�!��  �ઈ શેકું	 છે	  અન	 બ�લિ�યુન(Boolean)  વ	ડિ�યુ	બલ્ પા�
અમા��% પા�	 પ્રોમા�ણભાDતા કું�માગો%�% છે	, નકું���ત્માકું ત્યુન�� માDલ્યુ �	 છે	  અન	 ખ�!� અન	 શે�ધ્ધ કું�મા�ન	 ટ્રાં��લિઝા! કું�	 છે	. તા	થે%,
અમા	 કું	!��કું પ્રો�ગ્રા�મિંમાગો ભા�ષ� પાડિ�ભા�ષ�ઓન� ઉપાયુ�ગો કું�%ન	 આ ઉદ્ગો��વ�ચેકું લિચેહ્ન �થે	 �ખ%એ છે%એ,  તા	થે% એક્
નથે%, તા	 એક્ક્�	મા	શેન લિચેહ્ન x ન� ઉપાયુ�ગો કું�	 છે	. પાછે%, આપાણ% પા�	 x અથેવ� y છે	 જે	  �ચે�� છે	, તા	મા��થે% ઓછે�મા��
ઓછે� �  એકું તા	 �ચે�� છે	,  તા	થે% જે� x એ �ચે�� છે	  અથેવ� વ�યુ �ચે�� છે	  અથેવ� બ�ન	 �ચે�� છે	  અથેવ� બ�ન	 �ચે�� છે	 ,  તા� x
અથેવ� y true છે	,  આપાણ	 તા	ન	 આ વર્ટિ!કું� બ�� અથેવ� જે��% �થે	 �ખ%એ છે%એ.  વર્ટિ!કું� બ�� અન	 એમ્પા�0ન્� ન�
ઉપાયુ�ગો કું�� AND, x અન	 y એ ફક્તા ત્યુ��	 જે �ચે�� છે	  જે� બ�ન	 �ચે�� હા�યુ. તા	થે%, x એ �ચે�� હા�વ�� જે�ઈએ અન	 વ�યુ
true હા�વ�� જે�ઈએ, કું�� તા� એકું ખ�!�� છે	, x અન	 y ખ�!�� છે	. તા	થે%, આ પ્રોમા�ણભાDતા બ�લિ�યુન(Boolean) ઓપા�	શેન્ છે	 જે	
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આપાણ	 બ�લિ�યુન(Boolean)  ચે�� લિવશે	  જાણ%એ છે%એ.  હાવ	,  આપાણ	 ખDબ જે ખ� "વરૂપામા��  બ�લિ�યુન(Boolean)

ફ�મ્યુ�0�� 	! કુંયુ�0 છે	, અમા	 કુંહ્યા�� છે	  કું	 આપાણ	 જે	  પાહા	��� કુંહ્યા�� છે	  તા	 ક્��ઝા છે	 . તા	થે%, કું�મા એ એકું મા�!� ભા�ગો છે	, તા	 x છે	
અથેવ� વ�યુ અથેવ� z અન	 કું�ઇકું નથે%. તા	થે%, જે���ણન% અ�દ� અથેવ� તા� ચે�� અથેવ� તા	માન% નકું���ત્માકુંતા�ઓન% અ�દ� શે��
છે	.  તા	થે%,  આન	 શે�લિબ્દકું કુંહા	વ�મા�� આવ	 છે	,  તા	થે% શે�લિબ્દકું એકું વ	ડિ�યુ	બ� અથેવ� નકું���ત્માકું વ	ડિ�યુ	બ� છે	 .  તા	થે%,  ક્��ઝા
એક્ક્��ઝા એક્ અથેવ� વ�યુ અથેવ� ઝા	� ��!, ��!, ��! અથેવ� �બલ્યુ� તા�%કું	 વ��ચેવ�મા�� આવ	 છે	. તા	થે%, આ એકું કું�મા છે	
અન	 છે	વ!	,  ફ�મ્યુ�0�� એ AND દ્વ��� જે���યુ	�� આવ� ક્��ઝાન� �યુ�જેન બનશે	.  તા	થે%,  % કું	!��કું એક્ અથેવ� વ�યુ
અથેવ� કું�ઇકું હાશે	, �% કું	!��કું ઝા	� હાશે	 અથેવ� વ�યુ નહાN અથેવ� કું�ઇકું બ%જે� �  હાશે	 અન	 તા	થે% દ�	કું કું�મામા�� શે�લિબ્દકુંન� મા�!�
જે���ણન� આ મા�ળખ�� હાશે	 અન	 પાછે% તા	 ઍમ્પાa� દ્વ��� જે���યુ	�� છે	,  તા	થે% તા	 છે	  બધ� એકું�થે	 લિનયુ�લિત્રતા.  તા	થે%, માન	
ક્��ઝા % �ચે%  બન�વવ�ન%  જેરૂ� છે	  અન	  માન	  ક્��ઝા �%  �ચે%  બન�વવ�ન%  જેરૂ� છે	  અન	  માન	  ક્��ઝા ઇ �ચે%
બન�વવ�ન% જેરૂ� છે	. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દભા0 ��: 06:05)

તા	થે%, અમા�રું� �ક્ષ્યુ એ છે	 કું	 x, y અન	 z પા� યુ�ગ્યુ માDલ્યુ�ન	 અ�ઇન કું�%ન	 આ આપાવ�મા�� આવ	� ફ�મ્યુ�0�� �ચે�� કું�% શેકું�યુ
છે	  કું	 કું	મા; Dત્રમા��ન� બધ� ચે��. તા	થે%, આ માDલ્યુ��કુંન કુંહા	વ�યુ છે	. વ	લ્યુ�એશેન એ એકું ફ�કુંશેન છે	 જે	  x ન	 �ચે�� કુંહા	 છે	, વ�યુ
ખ�!�� છે	, z true છે	 અન	 તા	થે%, તા	થે% તા	 દ�	કું બ�લિ�યુન(Boolean) વ	ડિ�યુ	બ�ન�� માDલ્યુ �ધ��	 છે	. હાવ	, ઠ%કું છે	  કું	 હા� � માDલ્યુ��કુંન
કું�% શેકું�� છે� �, તા	થે% ઉદ�હા�ણ તા�%કું	, જે� હા� � x ન	 �ચે�� હા�ઉં, તા� y true અન	 z ન	 false હા�વ� જે�ઈએ, તા� પાછે% આ કું�મામા��
થે%, x એ �ચે�� છે	  તા	થે% આન	 પાDણ0 કું�વ� મા�!	 પાD�તા�� છે	 . કું�મા �ચે��, વ�યુ પાણ �ચે�� છે	, આ કું�મામા�� ઉદ�હા�ણ તા�%કું	 x એ
�ચે�� છે	, તા	થે% આ ભા�ગો �ચે�� છે	, x એ �ચે�� છે	. અહાN, તા	 કુંહા	 છે	 કું	 વ�યુ �ચે�� છે	 , ઝા	� ખ�!�� છે	, તા	થે% આ બ�ન	 વ�"તાવમા��
�ચે�� છે	  અન	 હાવ	, અહાN તા	 કુંહા	 છે	 કું	 x એ ખ�!�� નથે%, પાણ x એ �ચે�� છે	, તા	થે% x એ ખ�!�� નથે%, y એ અમા��� માDલ્યુ��કુંન
દ્વ��� �ચે�� નથે%. ખ�!�� છે	, પા��તા� દભા�ગ્યુ	 z એ ખ�!�� છે	, તા	થે% z એ �ચે�� નથે%. તા	થે%, આ દ�	કું કું�મા�મા�� ઓછે�મા�� ઓછે�
એકું શે�લિબ્દકું માDલ્યુ��કુંન આ માDલ્યુ��કુંન હા	ઠળ �ચે�� બન	 છે	, તા	થે% આ �પાDણ0 ફ�મ્યુ�0�� ખ�	ખ� �તા�U છે	. હાવ	, જે� મા��% પા�	
આ ફ�મ્યુ�0��મા�� આ વધ���ન% કું�મા છે	 ,  તા� હાવ	 તા	 શેબ્દ છે	 ,  એક્,  વ�યુ,  ઝા	� બન�વવ�� તા	 �ચે�� ખ�!�� Aપા% દ	વ�ન� કું�ઈ
�"તા� શે�ધવ�ન� કું�ઈ �"તા� નથે%. તામા	 ચેકું�% શેકું� છે� કું	 આ લિવલિશેU માDલ્યુ��કુંન કું�મા કું�તા�� નથે%, કું��ણ કું	 જે� હા� � આન	 જે�ઉં
છે� � કું	 x એ �ચે�� છે	, તા� આ કું�મા કું�તા�� નથે% અન	 તા	 કુંહા	 છે	 કું	 z એ ખ�!�� છે	, તા	થે% તા	 કું�યુ0 કું�તા�� નથે%. તા	થે%, ઝા	� ખ�!�� છે	, તા	થે%
ઝા	� �ચે�� નથે%, x એ �ચે�� છે	, તા	થે% x ખ�!�� નથે%, તા	થે% આ ખ�!�� અથેવ� ખ�!�� છે	 . તા	થે%, આ કું�મા ખ�	ખ� ખ�!% કિંકુંમાતા છે	 .
તા	થે%, આ લિવલિશેU માDલ્યુ��કુંન જે	 પ્રોથેમા ફ�મ્યુ�0��ન	 �ચે�� બન�વ	 છે	, તા	 બ%જા ફ�મ્યુ�0��ન	 �ચે�� બન�વતા�� નથે%. 

("��ઇ�માયુન� �દભા0 ��: 07:50)

અન	 ખ� કું�%ન	 કું�ઈ વ	લ્યુ�એશેન વ�"તાવમા�� તા	 �ચે�� બન�વશે	 નહાN અન	 જે� તામા	 આ ત્રણ કું�મા� જે�શે� તા� વ�"તાવમા��
તાપા� કું�% શેકું�યુ છે	, આ કુંહા	વ�મા�� આવ	 છે	 કું	 વ�યુ y Dચેવ	 છે	, આન� અથે0 એ છે	 કું	 જે� તામા	 �ચે�� છે	 , તા� x એ �ચે�� હા�વ��
જે જે�ઈએ. અન	 આ કુંહા	 છે	 કું	 જે� z true છે	, તા� y true હા�વ�� જે�ઈએ અન	 આ કુંહા	 છે	 કું	 જે� x true છે	, તા� z એ true

હા�વ�� જે જે�ઈએ, તા	થે% આ વધ� અથેવ� ઓછે� �  કુંહા	 છે	 કું	 x, y અન	 z એ બધ� મા�ન હા�વ�� જે�ઈએ. પા��તા� જે� એક્, વ�યુ
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અન	 ઝા	� બધ� મા�ન હા�યુ, તા� પાછે% છે	લ્��મા��ન� એકુંમા��થે% એકું ખ�!�� જેતા�� �હ્યા�� હાતા��, ખ�	ખ� ત્યુ�� કું�ઈ �તા�ષકું��કું Aપાણ%
નથે%. તા	થે%, અમા�રું� �ક્ષ્યુ એ શે�ધવ�ન�� છે	 કું	 ત્યુ�� �તા�ષકું��કું Aપાણ% છે	 કું	 નહાN. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દભા0 ��: 08:28)

તા	થે%, ઉકું	� ��વવ� મા�!	, અ�બત્ત બ્રુ�! ફ�0 (Brute force)અલિભાગોમા એ x, y અન	 z દ�	કુંન	 Aપાવ�ન� પ્રોયુ� કું�વ�ન�
છે	; �ચે�� અન	 ખ�!�� અન	 ચે��� કું��, અન	 પાછે% એકું વ�� અમા	 એક્, વ�યુ અન	 ઝા	�ન	 �ચે� ઠ��વવ�, ખ�!�; અમા	 માDલ્યુ��કુંન
કું�% શેકું%એ છે%એ અન	 તાપા� કું�% શેકું%એ છે%એ કું	 ફ�મ્યુ�0�� �ચે�� છે	  કું	 કું	મા અન	 અમા	 આ શેક્યુ તા	!�% બધ% Aપાણ% મા�!	
આન� પ્રોયુ� કું�%એ છે%એ. જે� એન વ	�%એબલ્ હા�યુ, તા� તા	મા��ન% દ�	કુંમા�� બ	 શેક્યુતા�ઓ હા�યુ, "પાUપાણ	 ત્યુ�� 2 હા�યુ છે	,
તા	થે% �ભાલિવતા અ�ઇનમા	ન્!ન% ઘ�તા��કું%યુ �ખ્યુ�. હાવ	, આશ્ચેયુ0જેનકું વ�તા એ છે	  કું	 �મા�ન્યુ �%તા	 આ મા"યુ� મા�!	 કું�ઈ
��% અલ્ગો�ડિ�ધમા જાણ%તા% નથે%, ચેળવળન% જે	મા વ"તા�ઓ "થે�યુ% થે�યુ છે	 , આપાણ	 આ ફ�મા0 પા� ફ�મ્યુ�0�� �	વ�ન% કું�યુ0ક્ષમા
�%તા જાણતા� નથે% અન	 તા	 શે�ધ% કું�ઢ	 છે	 કું	, તા	 �તા�ષકું��કું Aપાણ% ધ��વ	 છે	 કું	 નહાN. જે� કું	, તા	 તાપા�વ�� �ળ છે	 કું	 તા	મા�� એકું
એલ્ગો�ડિ�ધમા છે	 જે	  ઉકું	�ન	 ચેકું�% શેકું	 છે	 . તા	થે%, જે� હા� � તામાન	 ફ�મ્યુ�0�� આપા�� છે� �  અન	 હા� � દ�વ� કુંરું� છે� �  કું	 આપા	� વ	લ્યુ�એશેન
માDલ્યુ ખ�	ખ� �તા�ષકું��કું Aપાણ% છે	, માન	 ફક્તા તા	 જે કું�વ�� પા�શે	, હા� � તા	 Aપાણ%ન	 પ્�ગો કુંરું� છે� �, જે	મા કું	 અમા	 પાહા	��ન� કું	
મા�!	 કુંયુ�a હાતા��. હા� � લિવચે�રું� છે� �  

((માયુન��દભા0 ��: 09:25))

વ% x એ �ચે�� છે	, માન	 % એક્ તા�%કું	 દ�	કું જેગ્યુ�એ �ચે�� દ�, તામા	 કુંહા% શેકું� કું	 વ�યુ વ�યુ ખ�!�� છે	, હા� � % વ�યુ પા� દ�	કું
જેગ્યુ�એ ખ�!�� મા�કું��,  અન	 પાછે% Dત્રન�� માDલ્યુ��કુંન કુંરું�,  શે�ધવ� શે�� એન્ડ્ અન	 OR ન% �ચે% જેવ�બ છે	  કું	 નહાN. તા	થે%,  તા	
જે�વ�ન�� �ળ છે	  કું	 તા	મા�� ચેકું�ણ% એલ્ગો�ડિ�ધમાન� છે	 , પા��તા� તા	મા�� જેન�	કિં!ગો એલ્ગો�ડિ�ધમા નથે%, ઓછે�મા�� ઓછે� �  આપાણ	
પા�થેન	 જાણતા� નથે%. 

("��ઇ�માયુન� �દભા0 ��: 09:45)

તા	થે%, આ ડિકું"�મા��, કુંHપા� કું�%ન	 ચે��� કું�� અન	 અન્યુ કું	 પાણ છે	 , કું	!�%કું વખતા તામા��% મા"યુ�ન�� પ્રો"તા�લિતા માહાત્વપાDણ0 છે	.
તા	થે%, અમા	 કુંહ્યા�� હાતા�� કું	 એકું કું�મા શે�લિબ્દકુંન� એકુંરૂપા હાતા�, અન	 પાછે% Dત્ર ક્��ઝાન�� એકું જે���ણ હાતા��, તા	ન�થે% શે�� બદ��વ
થેશે	 તા	 કુંહા	શે	,  કું�મા� શે�લિબ્દકું �થે	 જે���યુ છે	.  તા	થે%,  એકું લિવભા�ગોમા��,  હા� �  બધ��  �થે	 કુંન	ક્! કુંરું� છે� �  અન	,  અન	 પાછે% હા� �
કું�મા�ન	 �થે	 જે���� છે� �  અથેવ�, આન� અથે0 એ છે	 કું	 હા� � % �ચે�� અથેવ� �% �ચે�� અથેવ� ઇ �ચે�� બન�વ�� છે� � . પાહા	���, હા� � %
�ચે�� અન	 �% �ચે�� અન	 ઇ �ચે�� કુંરું� છે� �, હાવ	 જે� હા� � કું�માન% અ�દ� જે�ઉં છે� �, તા� હા� � આ �%તા	 �લિબતા કું	વ% �%તા	 કું�% શેકું�� છે� � ,
તામા	 ��� જે�ઓ છે�,  હા� � આ પ્રોત્યુ	કું ત્યુ બન�વ�� છે� �  અન	 બ%જે� �  બધ�� હા� � �ચે% બન�વ�� છે� �,  આ �પાDણ0 અન	 લિનષ્ફળ જેશે	.
તા	થે%, જે� હા� � કું�મા �ઈશે, તા� કું�મા ચે�� "ન%ઝાન% અ�દ�ન� ચે��ન% 	કિં!ગ્, તા	 કુંહા	 છે	 કું	 x એ �ચે�� હા�વ�� જે�ઈએ, y એ
હા�વ�� જે જે�ઈએ નહાN, y બ��બ� હા�વ�� જે જે�ઈએ, તા	થે% y ખ�!�� હા�વ�� જે�ઈએ અન	 z એ true હા�વ�� જે�ઈએ અન	 તા	થે%,
તા	થે% મા��% પા�	 વધ� પા�દગો% નથે%. હાવ	, એકું કું�માન% અ�દ�, હા� � y ન	 જે�ઈ શેકું�� છે� �  અન	 પાછે% ક્યુ��કું હા� � y જે�ઈ શેકું�� છે� �. તા�,
તા	થે%, આવ% વ"તા� કુંહા	શે	 કું	 માન	 �ચે�� અન	 y ખ�!�� કુંહા	વ� મા�!	 કુંહા	વ�મા�� આવ્યુ�� છે	, તા	થે% આ કું�મા �ચે�� ન હા�ઈ શેકું	, તા�
પાછે% હા� � આગોળ વધ�� છે� �. તા	થે%, હા� � દ�	કું કું�મા પા� ધ્યુ�ન આપા�� છે� �, હા� � ચેકું�% શેકું�� છે� �  કું	 અજે�� વ	લ્યુ�એશેન એ શેક્યુ અથેવ�
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�ભાલિવતા છે	, જે� તા	 ન� હા�યુ તા�, કું��ણ કું	 માન	 ફક્તા એકું જે કું�માન	 �તા�ષવ�ન% જેરૂ� છે	, બ%જા મા�ગોE પા� જેવ� મા�!	ન�
અન્યુ મા�ગોE. તા	થે%, ��બ	થે% જેમાણ	 એકું �	ખ%યુ "કું	ન મા��, જે� હા� � આ ફ�મા0મા�� આપા�� છે� �, તા� માDળભાDતા �%તા	 હા� � આ મા"યુ�ન	 હા�
કું�% શેકું��  છે� �,  જ્યુ��	  પાહા	��ન� "વરૂપામા��  માન	 કું�ઈ કું�યુ0ક્ષમા અલ્ગો�ડિ�ધમા નથે%.  તા	થે%,  પ્રો"તા�લિતા �થે	 �ફ થેયુ	� મા"યુ�
મા"યુ� છે	. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દભા0 ��: 11:13)

તા	થે%, ચે��� એકું �પાDણ0પાણ	 અ�ગો મા"યુ�ન% તાપા� કું�%એ. તા	થે%, અમા��% પા�	 આ જાણ%તા% મા��ફ�% કું�ન�� 	લ્મા	ન
મા"યુ� છે	.  તા	થે%,  	લ્મા	નન	 શેહા	��ન� ન	!વકું0ન% મા���કું�તા �	વ�ન% અન	 શેહા	��ન� દ�	કું જે��% વચ્ચે	 જેવ�ન% ધ��ણ� છે	,
અમા��% પા�	 એકું અ�તા� છે	. તા	થે%, આપાણ	 લિવચે��% શેકું%એ છે%એ કું	 આ એકું �પાDણ0 ગ્રા�ફ છે	, દ�	કું શેહા	� �થે	 જે���યુ	�� દ�	કું
શેહા	� અન	 બ	 શેહા	�� વચ્ચે	ન% દ�	કું ધ��,  ત્યુ�� એકું કું��ણ છે	  જે	  કું�ઈ કું��ણ અથેવ� માયુ અથેવ� અમા�કું જેથ્થે�ન� અ�તા�ન	
Dચેવ	 છે	.એકું શેહા	�થે% બ%જા શેહા	�મા�� મા��ફ�% કું�વ� મા�!	 વ	ચે�ણ મા�ણ	 ઉપાયુ�ગો કું�વ� પા�શે	. તા	થે%, આ નકુંશે� પા� દ�	કું
શેહા	�ન% મા���કું�તા �	વ�ન�� 	લ્મા	નન�� �ક્ષ્યુ છે	.  તા	થે%,  	લ્મા	ન !D�કું� !D� શે�ધવ� મા��ગો	 છે	  જે	  પ્રોત્યુ	કું શેહા	�ન	 એકું જે વ��
મા���કું�તા �	 છે	. પાછે%, ગ્રા�ફ લિથેયુ	ડિટ્રાંક્ન� અથે0 એ છે	 કું	 તા	ન� અથે0 એ છે	 કું	 તા	 �ળ ચેક્ર હાતા�, �દ� ચેક્રન� અથે0 એ થેયુ� કું	
કું�ઈ ન�� પા�ન��વર્તિતાતા થેતા� નથે%, હા� � આ જે શેહા	�ન% શેરૂઆતા અન	 અ�તા �થે	 બ	 વ�� મા�ન વ!Mક્ન% મા���કું�તા �	તા� નથે%,
તા	થે% જે એકું ચેક્ર શેરૂ થે�યુ છે	  અન	 તા	  જે શેહા	�ન� અ�તા,  મા�ન લિશે�ચ્છે	દ,  દ�	કું લિશેષ0કુંન% વચ્ચે	 અન	 �ઘ�ત્તમા ખચે0ન%
મા���કું�તા ��. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દભા0 ��: 12:19)

તા	થે%, એકું 	કું��, જેન�	ડિ!વ એલ્ગો�ડિ�ધમાન� �ખવ�ન� કું�ઈ �ળ �"તા� નથે% જે	 વ�"તાવમા�� લિવશ્�	ષણ કું�શે	 અન	 ��� ઉકું	�
શે�ધશે	. તા	થે%, હાવ	, અમા��� પ્રોશ્ન એ છે	 કું	 ત્યુ�� એકું ચેકું�ણ% �લ્યુ�શેન છે	 , ત્યુ�� એકું ચેકું�ણ% એલ્ગો�ડિ�ધમ્ છે	. તા	થે%, યુ�દ
��ખ� કું	, ચે	કિંકુંગો એલ્ગો�ડિ�ધમા શે�� કું�	 છે	 તા	 ઇનપા�! તા�%કું	 �	 છે	 , તા	 ઇનપા�! ઉદ�હા�ણ �	 છે	 અન	 તા	 એકું ઉકું	� �	 છે	 , અન	 પાછે%
તા	 હા� અથેવ� ન� કુંહા	 છે	,  આ ઉકું	� કું�મા કું�	 છે	  આ ઉકું	� કું�મા કું�તા�� નથે%.  તા	થે%,  હાવ	,  અમા��% પા�	 ગ્રા�ફ છે	  અન	 કું�ઈકું
આપાણન	 એકું ચેક્ર આપા	 છે	, અમા	 તા	 ચેક્ર છે	 તા	 ચેકું�% શેકું%એ છે%એ. તા	થે%, તા	 કુંણ�, આપાણ	 ચેક્રન% કિંકુંમાતા પાણ ગોણતા�% કું�%
શેકું%એ છે%એ જે	 પાણ �ળ છે	, પા��તા� આપાણ	 કું	વ% �%તા	 જાણ% શેકું%એ કું	 બધ� તાફ�વતા ચેક્ર વચ્ચે	, આ ઓછે�મા�� ઓછે% કિંકુંમાતા
છે	.  તા	થે%,  એ "પાU નથે% કું	 ત્યુ�� અલ્ગો�ડિ�ધમાન� તાપા� થેઈ �હ્યા� છે	,  કું��ણ કું	 અ�તા	,  આપાણ	 આ ઉકું	�ન� ભા�ગોન	 ચેકું�%
શેકું%એ છે%એ, તા	 એકું ચેક્ર છે	, આ બધ� શેહા	�� છે	 અન	 આપાણ	 જાણ%એ છે%એ કું	 તા	 ખચે0 છે	 , અમા��% પા�	 કું�ઈ �"તા� નથે%
મા"યુ� હા� કુંયુ�0 વગો�. એલ્ગો�ડિ�ધમાન� તાપા� કું�તા�� ધ્યુ	યુન	 યુ�દ ��ખવ�� એ મા"યુ�ન�� મા�ધ�ન નથે%, તા	 આપા	� છે	 કું	 આ
આપા	�� ઉકું	� મા�!	 આ આપાવ�મા�� આવ	��� �લ્યુ�શેન �ચે�� છે	  કું	 નહાN. તા	થે%, મા"યુ�ન	 કું	વ% �%તા	 ઉકું	�વ% તા	 આપાણ	 જાણ%
શેકું%એ નહાN, જે	મા કું	 લિશેક્ષકું કું	 જે	માણ	 પાડિ�બળન�� ઘ�કું�મા Aપ્યુ�� છે	, લિશેક્ષકુંન	 કું	વ% �%તા	 પાડિ�બલિળતા કું�વ�� તા	 જેરૂ�% નથે%, આ
પાડિ�બળ�ન	 જાણવ�ન% પાણ જેરૂ� નથે%, લિશેક્ષકુંન	 મા�ત્ર જાણવ�ન% જેરૂ� છે	, કું	વ% �%તા	 �ભાલિવતા પાડિ�બળ�મા�� ગો�ણ�કું�� કું�વ�
અન	 તાપા� કું�વ% કું	 જેવ�બ મા�!% �ખ્યુ� જે	!�� જે છે	 .  એ જે �%તા	,  અહાN આપાણ% તાપા� કું�વ�ન% જેરૂ� છે	,  આપા	�
ન�ડ્ ચેક્ર બન�વ	 છે	  કું	 નહાN,  પા��તા� જ્યુ�� �ધ% આપાણ	 મા"યુ�ન	 કું	વ% �%તા	 ઉકું	�વ��  તા	 જાણતા� નથે%,  ત્યુ��  �ધ% ચે	કિંકુંગો
એલ્ગો�ડિ�ધમા ઓછે�મા�� ઓછે� � ખચે0 ચેક્ર છે	 કું	 નહાN તા	 જાણ% શેકુંતા�� નથે%. 
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("��ઇ�માયુન� �દભા0 ��: 13:52)

તા	થે%, આપાણ	 એકું ��ઉન્� કું	વ% �%તા	 મા	ળવ% શેકું%એ? તા	થે%, �લ્યુ�શેન એ આવ% ઑલિપ્!મા�ઇઝા	શેન મા"યુ�ઓ છે	 જે	  તા	માન	
ચેકું�ણ% અલ્ગો�ડિ�ધમ્મા��  કુંન્વ!0  કું�વ�  મા�!	  છે	  જે	થે%  મા"યુ�ન	  બ�ધબ	શે	,  જે	થે%  હા� �  બ�હ્યા બ�ઉન્� અથેવ� ન%ચે��
બ�ઉન્�ન	 બહા��ન� આધ��	 આપા% શેકું��. તા	થે%, આ ડિકું"�મા��, અમા	 પાDછે%શે�� કું	 પ્રોવ� ક્યુ�� છે	  કું	 કું	મા તા	 પાDછેશે	 નહાN, જે� ત્યુ��
મા��ફ�%ન� વ	ચે�ણન� પા�રુંષ�ન% lથે% ઓછે% કિંકુંમાતાન% મા��ફ�% હા�યુ તા�, અમા	 કુંહા%એ છે%એ કું	 મા�!� ભા�ગોન% કિંકુંમાતાન� ખચે0
�થે	 પ્રોવ� છે	. તા	થે%, અમા	 ફક્તા કિંકુંમાતા પા� બ�ધ�યુ	�� છે%એ, અમા	 શ્રે	ષ્ઠ પ્રોવ� મા�!	 પાDછેતા� નથે%, અમા	 મા�ત્ર પ્રોવ� મા�!	 જે
પાDછેતા� �થે	 કું	 કું	 કું�તા�� વધ� કિંકુંમાતા નથે%.  હાવ	,  અમા	 એકું ઉકું	� આપ્યુ� છે	,  કું��ણ કું	 આપાણ	 તા	ન	 ચેકું�% શેકું%એ છે%એ.

આપાણ	 તાપા� કું�% શેકું%એ કું	 તા	 એકું ચેક્ર છે	, અન	 પાછે% આપાણ	 બધ� ડિકુંન��%ઓ ઉમા	�% શેકું%એ છે%એ જે	  પ્રોવ�ન� ભા�ગો
બન	 છે	 અન	 તા	 શે�ધ% કું�ઢ	 છે	 કું	, તા	 કું	 કું	 એન	 અજાણ કું�	 છે	 , તા� પાછે% અમાન	 કું	વ% �%તા	 માદદ કું�વ%, કું��ણ કું	 અમા��� ધ્યુ	યુ
હાતા� !D�કું� પ્રોવ��ન	 શે�ધ�, હાવ	 આપાણ	 જે	  કુંહ્યા�� છે	 તા	 છે	 કું	 જે� હા� � તામાન	 અપા� બ�ઉન્� કુંદન% !D� આપા%શે, તા� હા� � હા� અથેવ�
ન� મા�!	 ચેકું�ણ% એલ્ગો�ડિ�ધમાન� ઉપાયુ�ગો કું�% શેકું�� છે� � , પા��તા� હાવ	 અમા	 અ�ગો કું	 અજેમા�વ% શેકું%એ છે%એ. તા	થે%, આપાણ%
પા�	 ન્યુDનતામા માDલ્યુ K ન% "પાU રૂપા	 0 છે	 અન	 માહાત્તમા માDલ્યુ અમા�કું ઉચ્ચે બ�ઉન્� છે	. ��% ઉપા�� બ�ઉન્� શે�� છે	? ઠ%કું છે	,
આપાણ	 જાણ%એ છે%એ કું	 એકું !D� !�ચેન% ડિકુંન��%ઓ �	શે	, જે� હા� � ગ્રા�ફમા�� બધ% ધ�� �ઈશે અન	 બધ% કિંકુંમાતા ઉમા	�%શે, તા� કું��
પ્રોવ� તા	 કું�તા� વધ� ન હા�ઈ શેકું	.  તા	થે%,  ગ્રા�ફમા�� બધ% ધ�� વજેનન% �કુંમા કુંહા	વ� મા�!	  0 થે% !D�ન� ખચે0 મા�!	 મા��% પા�	
માDલ્યુન% શ્રે	ણ% શેક્યુ છે	. તામા	 તા	ન� કું�તા�� વધ� ��% �%તા	 બ�ધ�યુ	�� પાણ હા�ઈ શેકું� છે�, કું��ણ કું	 દ	ખ%તા% �%તા	, આપાણ	 બધ�
ધ�� વજેનન� ઉપાયુ�ગો કું�% શેકુંતા� નથે%, અમા	 કુંદ n ન� ચેક્રન	 પાDણ0 કું�વ� મા�!	 ફક્તા એનન� ઉપાયુ�ગો કું�% શેકું%એ છે%એ. પા��તા�,
આ ખDબ ��લિક્ષતા છે	, હાવ	 આપાણ	 શે�� કું�%એ છે%એ, આપાણ	 આ શ્રે	ણ%મા�� કું�%એ છે%એ, આપાણ	 બ�ઈન�% શે�ધ કું�%એ છે%એ.

તા	થે%, અમા	 l પ્રોથેમા તાપા� કું�%એ છે%એ કું	 ત્યુ�� કું�ન% કિંકુંમાતા માધ્યુ મા�ગો0 છે	 , જે� ત્યુ�� હા�યુ તા� હા� � હાવ	 ન%ચે	 તાપા� કું�%શે કું	
તા	મા�� અ�ધ� પ્રોવ� ખચે0 છે	. તા	થે%, લિદ્વ�ગો% શે�ધ કું�%ન	, અમા	 વ"તા�ન	 ��કું�% કું�% શેકું%એ છે%એ અન	 છે	લ્�	, તા	 શે�ધ%શે�� કું	
આ એકું "તા� છે	, જ્યુ�� અમા��	 પ્રોવ� છે	 અન	 તા	 લિવશે	, અમા��% પા�	 પ્રોવ� છે	  અન	 ન%ચે	 છે	 , અમા��% પા�	 પ્રોવ� નથે%.
તા	થે%,  આ �ઘ�ત્તમા ખચે0 પ્રોવ� છે	 .  તા	થે%,  લિદ્વ�ગો% શે�ધ અન	 ઉપા�� બ�ઉન્�ન� ઉપાયુ�ગો કું�%ન	,  અમા	 ઑલિપ્!મા�ઇઝા	શેન
મા"યુ�ન	 �ઈ શેકું%એ છે%એ જે	 અમા	 એકું શ્રે	ષ્ઠ જેવ�બ શે�ધ% �હ્યા� છે	 અન	 તા	ન	 મા"યુ�ઓન� લિન�%ક્ષણન� ક્રમામા�� રૂપા��તાડિ�તા
કું�% શેકું%એ છે%એ, જે	 %મા�ન% આ જેગ્યુ� દ્વ��� ��ગોડિ�ધર્તિમાકું શે�ધ પાછે% માન	 વ�"તાલિવકું ઉકું	� આપાશે	 અથેવ� નહાN. 

("��ઇ�માયુન� �દભા0 ��: 16:05)

તા� અહાN બ%જી મા"યુ� છે	. તા	થે%, આન	 "વતા�ત્ર 	! બ�� કુંહા	વ�મા�� આવ	 છે	. તા	થે%, અમા	 કુંહ્યા�� કું	 બ	 લિશે��મિંબદ�ઓ "વતા�ત્ર છે	;
જે� તા	ઓ તા	ન% �થે	 જે���યુ	� ન હા�યુ તા� તા	 ધ�� છે	 . તા	થે%, ઉદ�હા�ણ તા�%કું	, અહાN તામા	 1 અન	 7 કુંહા	વ�� �રું� ��ગો	 છે	, પાછે%
ત્યુ�� કું�ઈ જે���ણ �થે	 "વતા�ત્ર છે	 . તા	થે%, 6 અન	 5 "વતા�ત્ર હા�ઈ શેકું	 છે	, તા	થે% આપાણ	 કુંહા%એ છે%એ કું	 જે� કું�ઈ ધ�� હા�યુ તા�
બ	 લિશે��મિંબદ�ઓ "વતા�ત્ર છે	. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દભા0 ��: 16:32)
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હાવ	, જે� હા� � આ 	!ન	 1 અન	 7 �ઈ �ઈશે, તા� તા	 એકું "વતા�ત્ર છે	, પા��તા� જે� હા� � તા	મા�� 5 ઉમા	�%શે તા� ઉદ�હા�ણ તા�%કું	, હાવ	 5
અન	 7 ધ�� �થે	 જે���યુ	�� છે	, તા	થે% આ "વતા�ત્ર નથે%. તા	થે%, એકું "વતા�ત્ર માDહા એ છે	  જે	મા�� દ�	કું જે��% "વતા�ત્ર હા�યુ છે	 .
તા	થે%, 1 અન	 7 "વતા�ત્ર માDહા છે	, પા��તા� 1, 5, 7 "વતા�ત્ર માDહા નથે%, કું��ણ કું	 5, 7 એકું તા!"થે છે	. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દભા0 ��: 16:55)

તા	થે%, અહાN ઉદ�હા�ણ તા�%કું	, તામા	 "વતા�ત્ર 	!મા�� 3, 4, 5 "વરૂપા� જે�ઈ શેકું� છે�, કું��ણ કું	 3 અન	 4 ન% વચ્ચે	 નથે%, 4 અન	
5 વચ્ચે	 કું�ઈ ધ�� નથે%, ત્યુ�� છે	  3 અન	 તા	થે% કું�ઈ વચ્ચે	 કું�ઈ ધ�� નથે%, ઉદ�હા�ણ તા�%કું	, જે� તામા	 કુંહા	તા� પ્રોયુ� કું�� છે� કું	
તામા	 આ ન�ડ્ન	 ��કું� તા�%કું	 અથે0ઘ!ન કું�� છે� અન	 તામા	 એકુંબ%જાન	 જાણ%ન	 ધ��ન	 ન�� કું�� છે�. તા	થે%, હાવ	 તામા	 કુંલ્પાન�
કું�� છે� કું	 તામા	 કું�ઈ પ્રોકું��ન% લિમાલિતાન% �ચેન� કું�વ� મા��ગો� છે�,  જ્યુ�� તામા	 હા�મા	શે��  �હા	વ� મા��ગો� છે� કું	 બધ% લિમાલિતાન�
ભ્યુ�ન% "વતા�ત્ર અલિભાપ્રો�યુ છે	  તા	 હાકું%કુંતા દ્વ��� પ્રોભા�લિવતા થેતા% હાકું%કુંતા�થે% પ્રોભા�લિવતા થેતા% નથે%.  પાછે% તામા	 એકું "વતા�ત્ર
માDહા પા�દ કું�% શેકું� છે�,  એકું "વતા�ત્ર 	! પા	દ� ��કું�,  જે	  એકું બ%જાન	 પા��ખતા� નથે%.  તા	થે%,  તા	થે%,  જ્યુ��	 તા	ઓ પાહા	�%
વખતા માળ	 છે	, તા� આશે� ��ખ%એ કું	, જે� તા	ઓ એકુંબ%જા લિવશે	 અન	 મા"યુ�ન% બ�બતા	 તા!"થે મા�તાવ્યુ� ધ��વતા� હા�યુ તા� ...
તા	થે%, આ એકું ઉદ�હા�ણ હા�ઈ શેકું	 છે	 કું	 તામા	 "વતા�ત્રતા� માDહા કું	મા પા�દ કું�� છે�. તા	થે%, મા�!�ભા�ગોન� "વતા�ત્રતા� માDહા કું�તા��
એલ્ગો�ડિ�ધલિમાકું મા"યુ� શે�ધવ�ન�� છે	. તા	થે%, અહાN આપાણ	 કુંદ 3 ન% "વતા�ત્રતા�ન� માDહામા�� શે�ધ% કું�ઢ્યુ�� છે	, હા� � વધ� ��% �%તા	
કું�% શેકું�� છે� �  અન	 માન	 કુંદ 4 મા��ન�� એકું, કુંદ�ચે, કુંદ�ચે નહાN માળ	. તા	થે%, આ મા��% અલ્ગો�ડિ�ધલિમાકું મા"યુ� છે	, આ�	ખન	 lથે%
મા�!� "વતા�ત્રતા� માDહા શે�� છે	  તા	 હા� � શે�ધ% શેકું�� છે� �. જે	મા આપાણ	 પાહા	�� જે�યુ�� તા	મા, આ એકું મા"યુ� છે	  જ્યુ�� અમાન	 જેવ�બ
માળવ� પા�શે	.  તા	થે%,  જે� કું�ઈ માન	 કુંહા	 છે	  કું	  3, 4, 5 એ માહાત્તમા "વતા�ત્રતા� 	! છે	,  તા� હા� � "વતા�ત્રતા� 3, 4, 5 કું��ણ��
�ળતા�થે% ચેકું�% શેકું�� છે� �, પા��તા� જે� કું�ઈ મા�!� 	! ન હા�યુ તા� હા� � તા	ન	 ચેકું�% શેકુંતા� નથે%. આ મા��ફ�%ન� કું�લિશેકું�ઓન%
જે	મા એકું મા"યુ� છે	,  જ્યુ��	 હા� �  ચેકું�% શેકું��  છે� �  કું	 માન	 આપાવ�મા�� આવ	�� પ્રોવ� એ એકું �ળ ચેક્ર છે	 ,  પા��તા� હા� �  એ
ચેકું�વ�મા�� માથે0 ન હા�ઈ શેકું�� કું	 આ પ્રોવ�ન� ખચે0 આમા�� શ્રે	ષ્ઠ છે	. તા�, ફ�% એકુંવ��, જે� તામા	 મા"યુ�ન�� પા�%ક્ષણ કું�તા%
આવHલિત્તન	 	! કું�વ� મા��ગો� છે�, તા� અમા	 	! કું�%શે��, કુંહા	શે	 કું	 કુંદન� "વતા�ત્ર માDહા છે	. તા	થે%, અમા	 lથે% મા�!� એકું શે�ધવ�ન�
પ્રોયુ� કું�% �હ્યા� છે%એ, તા	થે% તામા	 કુંહા� ઓછે�મા�� ઓછે� �  કુંદ કું	. તા	થે%, જે� હા� � ઓછે�મા�� ઓછે� �  કુંદ 3 અન	 આન� ઉપાજે, તા� હા� �
ઓછે�મા�� ઓછે� �  કુંદ 3 ચેકું��.  અન	 ઓછે�મા�� ઓછે� �  કુંદ 4 અન	 આ મા��� �ક્ષ% છે	  અન	 આ મા��� ઉકું	� છે	 ,  હા� � કુંહા� � છે� �.
તા	થે%,  મા��ફ�% કું�ન��� 	લ્મા	ન અન	 બ�લિ�યુન(Boolean)  જે	વ% ક્ષમાતા� ફ�%થે% 	! કું�વ�ન% "વતા�ત્રતા�,  અમા	 એકું ���
જેન�	ડિ!વ ઉકું	� લિવશે	 જાણતા� નથે%. પા��તા� આ બ�ઉન્ડ્રી% �"કું�ણન� ઉપાયુ�ગો પ્રોદ�તા�ન� ન�બ� જેથ્થે� દ્વ��� કું�વ�મા�� આવ્યુ�
હાતા�, અમા	 અન�મા�ન કું�વ�ન� પ્રોયુ� કું�% �હ્યા� છે%એ કું	 અમા	 ચેકું�ણ% �"કું�ણ� બન�વ% શેકું%એ છે%એ. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દભા0 ��: 19:04)

તા	થે%, �બ�લિધતા જે�ઈતા% મા"યુ�, આન	 �બ�લિધતા મા"યુ�ન	 વ!Mક્ કુંવ� કુંહા	વ�મા�� આવ	 છે	, અમા	 કુંહા%એ છે%એ કું	 એકું ન��
જે	  તામા	 દ�	કું ધ��ન	 આવ�% �	 છે	 . તા	થે%, ઉદ�હા�ણ તા�%કું	, જે� હા� � આ ન�� �ઈશે, તા� તા	 આ ત્રણ, આ ચે�� ધ��ન	 આવ�%
�	શે	, કું��ણ કું	 આ બધ% ધ�� શેરૂ થેઈ હાતા%. તા	થે%, હાવ	, કુંણ0કું આવ�ણ કું�ઈકું છે	 જે	  બધ% ધ��ન	 આવ�% �	 છે	 . તા	થે%, ઉદ�હા�ણ
તા�%કું	, તા	 ધ��ન	 2 આવ�% �	 છે	, હાવ	 આ ધ�� ત્યુ�� નથે%, કુંદ�ચે હા� � તા	ન	 આવ�% �	વ� મા�!	 3 �ઇ શેકું��. તા	થે%, હા� � આ કુંવ�મા�� 3
�ઇ શેકું�� છે� �, આ ધ��મા�� હાજી પાણ કું	!��કું ખD!	 ધ�� છે	, તા	થે% હા� � 7 પા�દ કું�% શેકું�� છે� �, જે	  7 આ ત્રણ ધ��ન	 આવ�% �	 છે	.
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તા	થે%,  માન	  1, 2 3 લિશે����બન� �ગ્રાહા માળ્યુ� છે	  જે	  આ તા���ન� બધ� ધ��ન	 આવ�% �	 છે	 .  તા	થે%,  હાવ	,  આપાણ	 શે�� કું�વ�
મા��ગો%એ છે%એ તા	 આપા	� ગ્રા�ફમા�� આ lથે% ન�ન� કુંણ0ન	 આવ�% �	 છે	 , કું	મા કું	 આપાણ	 તા	 જાણતા� નથે% કું	 તા	 કું	વ% �%તા	 lથે%
ન�ન�� છે	, આપાણ	 કુંહા%શે�� કું	, આપાણ	 કું�ઈપાણ કુંક્ષ�ન� કુંવ� �ઈશે�� જે	  lથે% વધ� કુંહા	 છે	 કું	, જે� દD� lથે% ન�ન� હા�યુ. તા	થે%, તા	
મા��ફ�% કું�તા� 	લ્મા	ન જે	વ� છે	,  અમા	 !D�કું� !D�મા�� જેઇશે��,  તા	થે% તા	 કુંહા	 છે	  કું	 મા��� ખચે0ન% કિંકુંમાતા કું�તા�� ઓછે� અથેવ�
બ��બ� એકું પ્રોવ� છે	, તા	થે% ત્યુ�� ખચે0મા�� �ખ� જે માDલ્યુ ઓછે� �  હા�યુ છે	 . તા	થે%, આ બ	 મા"યુ�ઓ જે���યુ	� દ	ખ�યુ છે	 અન	
પા�છેળથે% તા	 છે	. તા	થે%, અહાN ઉદ�હા�ણ તા�%કું	, આપાણ% પા�	 કુંદ 4 ન�� લિશે��મિંબદ� છે	, જે	 3 મા�� Dચેવ	��� છે	. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દભા0 ��: 20:40)

તા	થે%, જે� કુંન	ક્શેન એ યુ� કુંદ કુંદન� "વતા�ત્ર 	! હા�યુ તા�, જે� તા	 મા�ત્ર પ્રોશે�� હા�યુ તા� તા	 કુંદ N મા�ઇન કું	. ન�� વ!Mક્ કુંવ�
છે	. તા	થે%, આપાણ� ડિકું"�મા�� યુ� 3, 4, 5 કુંદ 3 ન% એકું કુંક્ષ�ન% "વતા�ત્રતા� હાતા%, જેયુ��	 તા	ન% પ્રોશે�� કું�વ�મા�� આવ	 ત્યુ��	 તા	ન��
મા�પા N મા�ઇન  K ન� કુંદન�� આવ�ણ હા�વ�� આવશ્યુકું છે	 . તા	થે%, જે� હા� � હા� કું�% શેકું�� ચે�ક્કું કુંદ મા�!	 વ!Mક્ કુંવ� મા"યુ�,
હા� � એન મા�ઇન કું	.  મા�!	 "વતા�ત્રતા� 	! મા"યુ�ન	 હા� કું�% શેકું�� છે� � .  તા	થે%,  હા� � એકુંન	 બ%જામા�� રૂપા��તાડિ�તા કું�% શેકું�� છે� �  અન	
આન� પા���વ� ખDબ જે �ળ છે	 . તા	થે%, માન	 ��ગો	 છે	 કું	 "વતા�ત્ર 	!ન� ઉપાયુ�ગો કું�%ન	, "વતા�ત્ર માDહામા�� ઉપાયુ�ગો કું��, પાછે%
ફક્તા યુ� �થે	 નહાN. તા	થે%, કું�ઈપાણ ધ�� યુ�વ% �ઈન	, પાછે% જે� કું�ઈ યુ�ન% અ�દ� હા�યુ, તા� બ%જે� યુ� બહા��ન% અ�દ� અથેવ� બ�ન	
N પા�ઇન્! બહા�� હા�યુ. તા�, તા	થે%, જે� હા� � તા	મા�� ઓછે�મા�� ઓછે� �  એકું ધ�� �ઉં તા� અ�તા પા�ઇન્! વ% મા�ઈન યુ� મા�� �હા	 છે	.
તા	થે%, V ઓછે� યુ� બધ� ધ��ન	 આવ�% �	 છે	 , તા	થે%, V ઓછે� યુ� કું	!��કું લિશે��મિંબદ�ઓ. અન	 અ�બત્ત, આન	 K લિશે��મિંબદ�
તા�%કું	 આપાવ�મા�� આવ	 છે	, તા� બ%જામા�� એન મા�ઇન કું	 લિશે����બ હા�વ�� જે�ઈએ, તા	ન�થે% લિવપા�%તા હા� � ધ�રું� છે� �  કું	 વ% મા�ઈન
યુ� એ વ!Mક્ કુંવ� છે	, પાછે% દ�	કું ધ�� ત્યુ��થે% શેરૂ થે�યુ છે	. જે� દ�	કું ધ�� ત્યુ��થે% શેરૂ થે�યુ છે	, તા� તા	મા��ન� એકું છે	 અ�તા પા�ઇન્!
છે	. તા	થે%, મા��% પા�	 અ�તા નથે% જે	  પાDણ0પાણ	 પાD�કુંન% અ�દ� છે	, કું��ણ કું	 જે� તા	ન% પા�	 ધ�� હા�યુ તા�, તા	 ધ�� છે	  જે	  શે�મા	�
કુંવ� દ્વ��� ઢ�કું�યુ	��� નથે%. તા	થે%, તા	ઓ યુ�મા��ન% �થે	 કું�ઈ ધ�� હા�ઈ શેકુંતા� નથે%, તા	થે%, યુ� એ "વ�તા�ત્ર્યુ માDહા છે	. અન	 ફ�%
એકુંવ��, કુંદન% ખ�તા�% આપાવ�મા�� આવ	 છે	, કું��ણ કું	 તા	માન% પાD�કું લિશે��મિંબદ� શે�ધ	 છે	. તા	થે%, આ કુંહા	 છે	  કું	 "વતા�ત્રતા� માDહા
પાD�કું કુંદ �થે	 લિશે��મિંબદ�ઓન	 આવ�% �	 છે	 , આ બ�ધ�યુ	�� લિશે�ચ્છે	દ �"કું�ણ અન	 શ્વ	તા કુંવ� "વતા�ત્રતા� માDહામા�� ઘ!��	 છે	 .
તા	થે%, એકુંબ%જાન	 ઘ!��	 છે	. 
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તા	થે%, જ્યુ��	 આપાણ	 ��ઇન� પ્રો�ગ્રા�મિંમાગો અન	 ન	!વકું0 ફ્���ન% "પાધ�0મા�� ઘ!���ન% �જેDઆતા કું�%એ છે%એ ત્યુ��	 અમા	 કુંહ્યા�� હાતા��
કું	 એકું હા	તા� બ% થે% એમા�� કું�યુ0ક્ષમા ઉકું	� "થે�ન��તાડિ�તા કું�વ�ન� છે	 તા	થે%, જ્યુ��	 હા� � A થે% B ઘ!��	, B એકું કું�યુ0ક્ષમા છે	, તા� એ
કું�યુ0ક્ષમા છે	. પા��તા� આ હા�%ફ�ઈમા��, આપાણ	 જે	  કુંહા	વ�ન� પ્રોયુ� કું�% �હ્યા� છે%એ તા	 છે	  કું	 આ એકું કું�યુ0ક્ષમા હા�વ�ન�� જાણ%તા��
નથે%, તા� તા	 પાણ કું�યુ0ક્ષમા હા�વ�ન�� જાણ%તા�� નથે%. તા	થે%, "વતા�ત્ર �%તા	 આપાણ	 મા�ન%એ છે%એ કું	 તા	 "વતા�ત્ર છે	 તા	 પાછે% કું�યુ0ક્ષમા
નથે%, કું��ણ કું	 શે�કું�ન�� આવ�ણ ઘ!��	 છે	 , વ!Mક્ કુંવ� એકું કું�યુ0ક્ષમા અન	 યુ�ગ્યુ સ્રો�તા� હા�વ�ન�� પાણ �ભાવ છે	 . તા	થે%, તા	 શે�તા�
છે	  કું	 ચે	કુંલિ�બ� મા"યુ�ઓન� ઘણ� જે��%ઓ અથેવ� આવ% અ�તાગો0તા ઘ!��	�% મા"યુ�, %ધ% જે તામાન	 કું�ઈ ચેક્ર અથેવ�
વ"તા�ઓ માળ% શેકું	 છે	,  બ%ન	 ઘ!��	 છે	,  બ%ન	 ઘ!��	 છે	  અન	 %ન	 પા�છેળથે% ઘ!��	 છે	 .  તા	થે%,  તા	 અથે0મા��,  તા	 બધ� મા�ન
મા�ન અથેવ� મા�નરૂપા	 ખતા હા�યુ છે	 અન	 ત્યુ��થે%, આપાણ	 મા�નતા� હા�ઈએ છે%એ કું	 કું�ઈએ હાજી �ધ% કું�ઈપાણન	 હા�
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કું�% �%ધ� નથે%, જે� તા	માન	 ખતા માહા	નતા કું�વ% જે�ઈએ, તા� આ મા�નવ�મા�� આવ	 છે	  કું	 મા"યુ�ઓન� મા�!� જેD થે છે	  જે	
વ�"તાવમા��  તા	માન% ઉપાયુ�ગો%તા�ન% દ્રલિUએ વ્યુવહા�રું છે	.  પા��તા�  તા	માન	  અ�કું��કું �%તા	  ઉકું	�%  Dચેન� તા�%કું	  ઓળખવ�મા��
આવતા% નથે% અન	 તા	માન% દ્રલિUએ અલ્ગો�ડિ�ધલિમાકું કું�યુ0ક્ષમાતા�ન� બધ� લિવચે���. તા	થે%, આપાણ	 આ છે	લ્�% ભા�ષણમા�� આ થે����
વધ��	 લિવગોતાવ�� જે�શે��. 
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ડિ�ઝા�ઇન અન	 એન�લિ�લિ ઓફ એલ્ગો�ડિ�ધમ્ (Design and Analysis of Algorithms)
પ્રો�ફ	� મા�ધવન મા�કું��દ (Prof. Madhavan Mukund)

ચે	ન્નઈ મા	થે	મા	ડિ!કું� ઇલિન્"!ટ્યુ�! (Chennai Mathematical Institute)

વ%કું - 08

મા�ડ્યુ�� - 07

�	ક્ચે� - 56

અવ્યુવહા��ક્ષમાતા�: પી% અન	 એનપી%

આ અભ્યુ�ક્રમાન� છે	લ્�� ભા�ષણમા��, આપીણ	 પી% અન	 એનપી% લિવશે	ન� આ પ્રોખ્યુ�તા પ્રોશ્નન	 જો�ઈશે��, જો	ન� ઉલ્�	ખ ઘણ%
વ�� કું�વ�મા�� આવ	 છે	. કુંમ્પ્યુ�!� �યુન્ન% છે	લ્�% અન	 <થે% માહાત્વપી>ણ? ખ�લ્�% મા"યુ�ઓ પી@કું%ન% એકું તા�%કું	. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દભા? ��: 00:14)

તા	થે%, આપીણ	 જો�યુ�� છે	  કું	 ચેકું�ણ% એલ્ગો�ડિ�ધમા કું�ઈકું છે	  જો	  આપી	� મા"યુ�ઓ ઉકું	� મા�ન્યુ છે	  કું	 નહાA તા	 ચેકું�વ� મા�!	
અમાન	 પી�વ�નગો% આપી	 છે	. તા	થે%, એકું ચેકું�ણ% એલ્ગો�ડિ�ધમા મા"યુ�ન	 જોલ્દ%થે% હા� કું�% શેકુંતા�� નથે%, પી��તા� તા	 શે�� કું�% શેકું	
છે	  તા	 મા"યુ�ન� ઇનપી�! �	 છે	, તા	 મા"યુ�ન� �ભાલિવતા ઉકું	�ન	 અન	 તા	 �લ્યુ�શેન ખ�	ખ� છે	  કું	 કું	મા તા	 મા�ન્યુ કું�	 છે	 . તા	થે%,
મા"યુ�ન	 હા� કુંયુ�? લિવન�, તા	 ફક્તા ત્યુ��	 જો ચેકું�% શેકું	 છે	 કું	 કું�ઈ �લ્યુ�શેન એકું મા�ન્યુ ઉકું	� છે	 કું	 નહાA. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દભા? ��: 00:44)

તા	થે%,  ક્�� એનપી% એ એવ% મા"યુ�ઓન� વગો? છે	  કું	 જો	ન� મા�!	 ચે	કિંકુંગો એલ્ગો�ડિ�ધમા વધ���ન% માયુ�?દ� �થે	 અલિ"તાત્વ
ધ��વ	  છે	  કું	  ચે	કું  ઇનપી�!ન�  કુંદમા��  પી�લિ�ન�લિમાયુ� !�ઇમામા��  ચે��	  છે	.  તા	થે%,  તાપી� યુ�ગ્યુ  હા�વ%  જો�ઈએ,  તા	થે%  બધ%
મા"યુ�ઓમા��,  આપીણ	 છે	લ્�� ભા�ષણમા�� જો�યુ�� છે	,  આ હાકું%કુંતામા�� �ચે��  છે	.  ફ	ક્!���ઇઝા	શેન એ એનપી% છે	,  કું��ણ કું	 બ	
પીડિ�બળો� આપ્યુ� છે	,  જો� આપીણ	 ઇચ્છે� અન	  તાપી� કું�%શે��  તા� જોવ�બ મા	ળોવવ� મા�!	  આપીણ	 તા	માન	  અ�કું��કું �%તા	
ગો�ણ�કું�� કું�% શેકું%એ છે%એ.  �તા�ષકું��કુંતા�,  ફ�%,  કું��ણ કું	 આપીણ	 મા�ત્ર ચે�! અ�ઇનમા	ન્! �	વ�ન�� છે	,  ફ�મ્યુ�?�� ચે��ન	
ખ�!� છે	  અન	 ચેકું�� છે	  કું	 પીછે% ફ�મ્યુ�?�� તા	ન� પીછે% �ચે�� મા>લ્યુ��કુંન કું�	 છે	.  ફ�%થે%,  %લિમાતામા	નન	 %લિમાતા વઝા?ન �થે	
મા��ફ�%  કું�%ન	,  અમા	 આપી	� પી�થેન� 	!  �ઈ શેકું%એ છે%એ,  તાપી��  તા	  એકું �ળો ચેક્ર છે	 ,  વજોન વધ��વ�ન��  અન	
બ�ઉન્ડ્રી%ન	 �તા�ષવ��,  તા	વ% જો �%તા	 વ!Iક્ કુંવ� અન	 "વતા�ત્ર મા>હાન% ચેકું�ણ% કું�વ%.  તા	થે%,  આ બધ� એનપી% છે	,  કું	મા કું	
ઇનપી�! કુંદન� �દભા?મા�� ઉકું	�ન	 કું�યુ?ક્ષમા �%તા	 મા�ન્યુ કું�% શેકું�યુ છે	. એકું વ"તા� ધ્યુ�નમા�� �	વ�ન% વ�તા છે	  કું	 મા��ફ�% કું�ન��
	લ્મા	ન,  વ!Iક્ કુંવ� અન	 "વતા�ત્ર 	! જો	વ% મા"યુ�ઓમા��,  અમા	 ઑલિપ્!મા�ઇઝા	શેન મા"યુ�ન	 �%ધ	 અન	 તા	ન	 બ�ઉન્ડ્રી%
તાપી� મા"યુ�મા�� રૂપી��તાડિ�તા કું�%. પી��તા� અમા	 એમા પીણ કુંહા%એ છે%એ કું	 વ�"તાલિવકું જોવ�બ શે�ધવ� મા�!	 બ�ઇન�% શે�ધન�
ઉપીયુ�ગો કું�%ન	 બ�ઉન્�ન� ઉપીયુ�ગો કું�% શેકું�યુ છે	 ,  તા	થે% આ લિMવ�ગો% શે�ધમા�� �ઘ�ગોણકું પીડિ�બળો છે	 .  તા	થે%,  કું�ઈ અથે?મા��
એકું�દ�	 �મા�ન્યુતા�ન� કું�ઈ ન�કું�ન નથે%, કું��ણ કું	 તામા	 બહા�વચેન માયુ પીગો��� �	 છે	, અન	 પીછે% તામા	 �ઘ�ગોણકું વ"તા� Mવ���
ગો�ણ�કું�� કું�� છે�, તા	થે% બધ�� હાજી પીણ મા�ન છે	. તા	થે%, શે�Mધ ચેકું�ણ% મા"યુ�ઓ જો	વ% કું	 �તા�ષ અન	 �ધ��	�% ચે	કિંકુંગો
મા"યુ�ઓ વચ્ચે	 કું�ઈ તાફ�વતા નથે%, જો	મા�� બ�ઉન્�, મા��ફ�% કું�ન�� 	લ્મા	ન અથેવ� વ!Iક્ કુંવ�ન� મા�વ	શે થે�યુ છે	. 
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તા�, શે� મા�!	 આ વગો?ન	 એનપી% કુંહા	વ�મા�� આવ	 છે	, તા	થે% એનપી% લિબન-લિનણ�?યુકું પી�લિ�ન�લિમાયુ� માયુથે% આવ	 છે	, તા	થે% આ
એકું ઐલિતાહા�લિકું �દભા?  છે	.  તા	થે%,  તા	 હાકું%કુંતાન� ઉલ્�	ખ કું�	  છે	  કું	  આ મા"યુ�ઓ �થે	 અન�રૂપી છે	  જ્યુ��  તામા	  ઉકું	�ન	
અન�મા�નપી>વ?કું  અન�મા�ન કું�% શેકુંતા� નથે%,  તામા	  જાદ�ઈ �%તા	  �લ્યુ�શેન ઉત્પીન્ન કું�%  શેકું� છે� અન	  પીછે% પી�લિ�ન�લિમાયુ�
માયુમા��, તામા	 ચેકું�% શેકું� કું	 �લ્યુ�શેન �ચે�� છે	 કું	 નહાA. તા	થે%, આ શેબ્દન� વ�"તાલિવકું મા>ળો ગોણતા�%ત્માકું લિMધ��તાથે% આવ્યુ�
છે	,  લિબન-લિનધ�?ડિ�તા ટ્યુ�કિં�ગો માશે%ન�ન� લિMધ��તાથે%.  તા	થે%,  જો� આપીણ	 તા	ન� અભ્યુ� કુંયુS છે	,  તા� તામા	 જાણ% શેકુંશે�,  તા	
એન.પી%.  કું	મા  કુંહા	વ�યુ  છે	,  પી��તા�  જો�  તામા	  તા	ન�  અભ્યુ�  ન  કુંયુS  હા�યુ,  તા�  એ માજોવ��  એ!���  માહાત્વપી>ણ?  નથે%  કું	,
એલ્ગો�ડિ�ધમ્ મા�!	 તા	 શે��  >ચેવ	 છે	.  તા	થે%,  એનપી% લિબન-લિનણ�?યુકું પી�લિ�ન�લિમાયુ� માયુથે% આવ	 છે	,  જો	  શેબ્દ�મા�� ટ્યુ�કિં�ગો
માશે%ન�થે% આવ	 છે	. 
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તા	થે%, બ	 વગોS જો	  ��કું� પી% અન	 એનપી% લિવશે	 વ�તા કું�	 છે	. તા	થે%, આપીણ	 હામાણ�� જો એન.પી%. શે�� જો�યુ�� છે	, તા� પી% શે�� છે	?
તા	થે%, પી% એ મા�ત્ર એવ% મા"યુ�ઓન� વગો? છે	  જો	  આપીણ	 આ કું�?મા�� અન્વ	ષણ કું�વ�ન� પ્રોયુ� કું�% �હ્યા� છે%એ. આ તા	
મા"યુ�ઓ છે	 જો	ન� મા�!	 તામા��% પી�	 ખ��બ કું	 એલ્ગો�ડિ�ધમાન� છે	  જો	  બહા�ભા�ષ% માયુમા�� ચે��	 છે	. તા	થે%, યુ�દ ��ખ� કું	
આપીણ	 શેરૂઆતામા�� જો કુંહ્યા�� હાતા�� કું	 અમા	 એન "ક્વ	�? ફ�મા?ન% મા"યુ�ઓ જો�ઈ �હ્યા� છે%એ,  એન પીછે% તા	 બધ�,  તા	 પીછે%
આપીણ	 �ભાલિવતા વ"તા�ઓ અથેવ� એન ��ગો એન જો	વ% બ�બતા�મા�� પીણ ઓછે� �  જો�વ�� જો�ઈએ, પી��તા� આપીણ	 ચે�ક્કુંપીણ	
એન અન	 એન ફ	ક્!�ડિ�યુ� બનવ�� નથે%. તા	થે%, પી% <થે% ખ��બ ડિકું"�મા�� લિનયુલિમાતા પી�લિ�ન�લિમાયુ� !�ઇમા જોડિ!�તા� �થે	
બધ% મા"યુ�ઓન� વગો? છે	.  હાવ	,  તામા�મા વ્યુ�ખ્યુ� Mવ���,  પી%મા��ન% દ�	કું વ"તા� પીણ એનપી%મા�� છે	,  કું��ણ કું	 તા	ન	 તાપી�વ�
મા�!	ન�� એકું ઉકું	� મા	ળોવવ�ન% જોરૂ� નથે%, કું��ણ કું	 તા	 પી%મા�� છે	, આપીણ	 ખ�	ખ� "વયુ�ન	 ઉકું	� બન�વ% શેકું%એ છે%એ. તા	થે%,
એલ્ગો�ડિ�ધમા તાપી�વ�� કું�ઈકુંન	 અમાન	 ઇનપી�! આપીવ� અન	 કું�ઈ ઉકું	� પ્રોદ�ન કું�વ� પી>છે	  છે	  અન	 પીછે% તા	ન	 મા�ન્યુ કું�	 છે	 .
પી%મા��  મા"યુ�,  આપીણ	 ખ�	ખ� ઉકું	�� પી	દ� કું�% શેકું%એ છે%એ,  તા	થે% અમા	 ફ�%થે% મા�ન્યુ કું�% શેકું%એ છે%એ અન	 તા	થે%,
પી%મા��ન% દ�	કું મા"યુ� ખ�	ખ� એનપી%મા�� છે	. તા	થે%, ��કું� જો	 પ્રોશ્ન જાણવ� મા��ગો	 છે	 તા	 છે	 કું	 પી% એ એનપી% મા�ન છે	 કું	 કું	મા.

તા	થે%, તા	 એકું લિવપી�%તા જો>થે છે	, તા	 �ભાવ છે	 કું	 જ્યુ��	 પીણ મા��% પી�	 કું�યુ?ક્ષમા ચેકું�ણ% એલ્ગો�ડિ�ધમા હા�યુ, ત્યુ��	 મા��% પી�	
�લ્યુ�શેન જોન�	! કું�વ� મા�!	 કું�યુ?ક્ષમા અલ્ગો�ડિ�ધમાન� પીણ મા�વ	શે થે�યુ છે	.  તા	થે%,  આત્માલિવશ્વ�થે% આ બ�બતા જો�વ�
માળોતા% નથે%, કું��ણ કું	 આપીણ	 જો�યુ�� છે	  કું	 લિશેક્ષકું જો	  પીડિ�બળોન�� હા�માવકું? તાપી�	 છે	 , તા	ન	 કું	વ% �%તા	 પીડિ�બળો બન�વવ�� તા	 પીણ
જાણવ�ન% જોરૂ� નથે%, લિશેક્ષકુંન	 મા�ત્ર જાણવ�ન% જોરૂ� છે	, ગો�ણ�કું�� કું	વ% �%તા	 કું�વ�, તા	થે% તા	 વધ� �ળો �%તા	 �ળો ��ગો	 છે	
ઉકું	� ચેકું�વ� મા�!	, પીછે% ખ�	ખ� એકું બન�વવ��. તા	થે%, ચે��� જો�ઈએ કું	 આ >ચેન� ઔપીચે�ડિ�કું બન�વ% શેકું�યુ છે	 કું	 નહાA. 
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તા	થે%, ��કું� કું	મા મા�ન	 છે	 કું	 પી% એનપી% મા�ન નથે%? ઠી%કું છે	, કું��ણ�મા��ન% એકું મા�ત્ર અન�ભાવથે% છે	 અથેવ� તા	 અન�ભા>લિતાશે%�
છે	. તા	થે%, અમા	 ઘણ% કું�દ�તા% મા"યુ�ઓ, પીડિ�બળો, �તા�ષ, મા��ફ�% કું�ન�� 	લ્મા	ન, વ!Iક્ કુંવ�, "વતા�ત્ર 	! જો�યુ�� છે	,
આ બધ� એનપી%મા�� છે	. આપીણ	 જો�યુ�� છે	 કું	 કું�કુંણ આવ�ણ અન	 "વતા�ત્ર મા>હા એકુંબ%જાન	 ઘ!��% શેકું�યુ છે	 . આજો	 , આપીણ	
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જો�શે�� કું	 કું	!�%કું અન્યુ એનપી% મા"યુ�ઓ પીણ એકુંબ%જામા�� ઘ!��% શેકું�યુ છે	. તા	થે%, હાકું%કુંતામા��, તામા	 શે�ધ% શેકું� છે� કું	 આ
બધ% મા"યુ�ઓ વ�"તાવમા�� અ�તા� ઘ!��	 છે	 , આન� અથે? એ થે�યુ કું	 અ�કું��કું �%તા	 મા�ન "તા�ન�� "તા� છે	 . કું��ણ કું	, જ્યુ��	
વ"તા�ઓ ઓછે% થે�યુ છે	, એકું અન	 બ%જા વચ્ચે	ન�, એકું તા� તામા	 કું�યુ?ક્ષમા ઉકું	�� પીડિ�વહાન કું�% શેકું� છે� અથેવ� તામા	 અયુ�ગ્યુ
��કું�ન� દ�વ� કું�% શેકું� છે�. પી��તા� અ�કું��કું �%તા	 ત્યુ�� બધ� જો પ્રોકું��ન�, તામા	 એકુંન	 હા� કું�% શેકું� છે�, તામા	 �ગોભાગો એકું જો
માયુમા�� અન્યુન	 હા� કું�% શેકું� છે�. તા	થે%, જો	 પીણ �	 છે	 તા	મા��થે% કું�ઈપીણ આન	 હા� કું�	 છે	 અન	 આ બધ% મા"યુ�ઓ પીછે%
એકું કું�યુ?ક્ષમા ઉકું	� હાશે	. પી��તા� ઘણ� ��કું� આ મા"યુ�ઓન� ઘણ� વષSથે% જો� દ� જો� દ� ખ>ણ�ઓથે% અજોમા�વ% �હ્યા� છે	 , હાવ	
અન	 ન<કું�ઓએ એકું શે�ધ% કું�ઢ્યુ�� છે	. તા	થે%, ત્યુ�� ��� પ્રો�યુ�લિગોકું પી���વ� છે	 કું	 આ મા�!	 કું�ઈ �રું� ઉપી�યુ નથે%. 
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તા	થે%, ચે��� આ આ�તા�-ઘ!��વ�ન% ક્ષમાતા�ન	 વધ� નજીકુંથે% જો�ઈએ. તા	થે%, અમા	 બ�લિ�યુન �તા�ષ �થે	 પ્રો���ભા કું�%એ છે%એ,

યુ�દ છે	  કું	 બ�લિ�યુન �તા�ષમા��,  અમા��% પી�	 કું�મા� છે	,  કું�મા� શે�લિબ્દકુંન� જો���ણ Mવ��� કું�પી�ઝા કું�વ�મા�� આવ	 છે	,  તા	થે%
આપીણ	 x ન	 અથેવ� y અથેવ� z �	તા� નથે%. તા	થે%, અમા��% પી�	 આ તામા�મા કું�મા� એકું કું�મા બન�વવ� મા�!	 એકું�થે	 છે	 ,
આ કું�મા�ન	 ડિક્રયુ� �થે	 એકું�થે	 મા>કું�. તા	થે%, �મા�ન્યુ �%તા	, અમા	 દ�%� કું�% હાતા% કું	 �તા�ષકું��કું Yપીણ% કું	વ% �%તા	 મા	ળોવવ%
તા	 લિવચે��વ�� મા�શ્કું	� છે	,  પી��તા� જો� અમાન	 વ	લ્યુ�એશેનન% Yપીણ% માળો	 છે	,  તા� વ	ડિ�યુ	બ� મા�!	ન�� મા>લ્યુ�,  આપીણ	 તા	 ચેકું�%
શેકું%એ કું	 તા	 �ચે% છે	  કું	 નહા%. તા	થે%, �તા�ષન� પ્રોલિતાબ�લિધતા ફ�મા?ન	 3-[! કુંહા	વ�મા�� આવ	 છે	. 3-એએ!%મા��, આપીણ% પી�	
મા�ત્ર એક્ જો	વ� કું	 ક્��ઝા વ�યુ અથેવ� ઝા	� છે	 અથેવ� આપીણ% પી�	 પીણ બ	, એક્ અથેવ� વ�યુ અન	 બ%જો� �  હા�ઈ શેકું	 છે	.
તા	થે%, આપીણ	 ઝા	� જો	વ% ન�ન% બ�બતા� પીણ હા�ઈ શેકું%એ, પી��તા� યુ�દ ��ખ%એ કું	, જો� અમા��% પી�	 એકું કું�મા છે	, તા� તા	 કુંહા	
છે	  કું	, તા	ન	 બન�વવ�ન� એકુંમા�ત્ર �"તા� છે	 , આ માધ્યુન	 ઝા	� �ચે% બન�વવ�ન% માધ્યુમા બન�વ	 છે	 , કું��ણ કું	 ત્યુ�� કું�ઈ લિવકુંલ્પી
નથે%. જો� હા� � એક્ અથેવ� વ�યુ જો���� છે� �, તા� હા� � એક્ �ચે% અથેવ� વ�યુ �ચે% બન�વ% શેકું�� છે� �, તા	થે% આન� અમા��� કું�મા
વધ� મા"યુ�ન	 ફ�ળો� આપીતા��  નથે%,  કું��ણ કું	 તા	  કું�ઈ ચે�ક્કું વ	ડિ�યુ	બ� મા�!	  વ	લ્યુ�એશેનન	 દબ�ણ કું�	 છે	,  અન	 પીછે% હા� �
મા"યુ�ન	 એકુંમા�� ઘ!��% શેકું�� છે� �  જો	  2 ધ��વ	 છે	  અથેવ� 3. તા	થે%, 3-એએ!%મા�� �મા�ન્યુ �%તા	 બ	 વ	ડિ�યુ	બલ્ અથેવ� ત્રણ
વ	ડિ�યુ	બ� છે	, પી��તા� ત્રણથે% વધ� નથે%, તા	મા�� ચે�� અથેવ� પી��ચે વ	ડિ�યુ	બ� નથે%. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દભા? ��: 07:14)

તા	થે%, પ્રોથેમા દ�વ� એ છે	 કું	 3-એએ!% �મા�ન્યુ �%તા	 એએ!% છે	. તા�, આપીણ	 આ એકું �ળો ઉદ�હા�ણ Mવ��� બતા�વ્યુ�� છે	 .
તા	થે%,  મા�ન%એ કું	 મા��% પી�	 કું�ઈ ક્��ઝા છે	 ,  જો	મા��  આ જો	વ� પી��ચે ચે� છે	 .  તા�,  હા� �  શે��  કું�વ� મા��ગો�  છે� �,  મા��	 મા�ત્ર ત્રણ
વ	�%એબ�� જો�ઈએ છે	, તા	થે% હા� � શે�� કું�%શે, આ ભા�ગોન% "��ઇ. તા	થે%, હા� � આ ભા�ગોન% પ્રોથેમા બ	 અન	 હા� � "��ઇ ��ખ�� છે� � ,
તા	થે% હા� � એકું નવ% વ	ડિ�યુ	બ� દ�ખ� કુંરું� છે� �  અન	 હા� � કુંહા� � છે� �  કું	 તા	 V છે	 અથેવ� W અથેવ� A નથે% અન	 હા� � બ�કું%ન% �થે	 મા�કું��
નથે%. તા	થે%, હાવ	 આ માન	 શે�� કુંહા	 છે	, તા	થે% આ માન	 કુંહા	 છે	  કું	 આ ડિકું"�મા�� મા�નવ��, કું	 આ બ�ન	 ખ�!� છે	. પીછે%, આ �ચે��
બન�વવ� અન	 �ચે�� બન�વવ� મા�!	, પી��તા� �ચે�� છે	, તા� તા	 બ%જી બ�જો�  ખ�!�� છે	, એ!�	 તા	ન� અથે? એ છે	 કું	 આ કું�મા� �ચે�
છે	, તા	મા��ન% એકું �ચે�� છે	. તા	થે%, બ%જા શેબ્દ�મા�� કુંહા%એ તા�, એ અન	 �બ્લ્યુ� એમા બ�ન	 કુંહા	 છે	, તા	 ખ�!� નથે%, તા� પીછે% અન્યુ
ત્રણ ચે�� �ચે�� હા�વ� જો�ઈએ, જો	 મા>ળો મા"યુ� છે	 તા	 જો છે	; આ પી��ચેમા��થે% એકું �ચે�� હા�વ�� આવશ્યુકું છે	. બ%જી બ�જો� , જો�
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વ% અથેવ� નહાA w true છે	, તા� હા� � ખ�!� 	! કું�વ�ન� પ્રોયુ� કું�% શેકું�� છે� � , જો� ખ�!% ન હા�યુ તા� પીણ �ચે% થેઈ જાયુ, પીછે%
હા� � બ�કું% ચે��ન% કું�ઈ એલિપ્�કું	શેન નથે%. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દભા? ��: 08:35)

તા	થે%, દ�વ� એ છે	  કું	 આ લિવ"તા�ણ Mવ��� આન	 દ>� કું�%ન	, પ્રોથેમા બ	 વ	ડિ�યુ	બલ્ન	 લિવભા�જીતા કું�%ન	 માધ્યુવતા\ વ"તા�મા�� તા	ન	
ઉમા	�%ન	 બ	 કું�મા�ન	 જો��%ન	 બ	 કું�મા� પી	દ� કું�	 છે	 , જો	 મા�ન �તા�ષ ધ��વ	 છે	 મા>ળો કું�મા. હાવ	 ફ�%થે%, મા��% પી�	 કુંમાન%બ	
ઘણ� બધ� વ	ડિ�યુ	બ� છે	, તા	થે% હા� � શે�� કું�%શે, હાવ	 હા� � ફ�%થે% બ	 ��ખ%શે અન	 જોવ�બન	 લિવભા�જીતા કું�%શે. તા�, હા� � a x a નવ�
વડિ�યુ	બ� b ��ખ%શે નહાA, અન	 પીછે% હા� � b �	શે	 નહાA અન	 બ�કું%ન� b �	શે	, આ બિંબદ�એ, દભા�ગ્યુ	 હા� � હાવ	 ત્રણ વ	ડિ�યુ	બ�મા��
બધ�� ઘ!��%શે, જો� હા� � ચે�� વ	ડિ�યુ	બ� હા�યુ તા� હા� � તા	ન	 ��કું% શેકું�� છે� �. થે���� % કું�� અન	 % ન કું�� અન	 બ%જો� �  પીણ કું��. તા�, આ
�%તા	,  હા� � કું�ઈપીણ કું�મા �ઈ શેકું�� છે� �  જો	મા�� ત્રણ કું�તા� વધ� શે�લિબ્દકું હા�યુ છે	  અન	 ત્રણ શે�લિબ્દકું કું�મા�ન� અન�ક્રમામા�� નવ�
શે�લિબ્દકુંન	 ઉમા	�%ન	 તા	ન	 વ્યુવલિ"થેતા �%તા	 લિવખ	�% ન�ખ	 છે	 .  તા	થે%,  હા� �  કું�ઈપીણ કું�માન	 કુંન્વ!? કું�% શેકું��  છે� �  જો	  3-એએ!%
ક્��ઝ્ન� અન�ક્રમામા�� 3-	!મા�� નથે% અન	 અન�ક્રમા કું	!��� મા�!�� છે	 , તા	 પીણ કું�મામા�� શે�લિબ્દકું �ખ્યુ�ઓન� ભા�ગો બનશે	. તા	થે%,
મા��� ફ�મ્યુ�?��મા�� ફ!કું� મા>ળો >ત્રમા�� �	ખ%યુ બનશે	, તા	 માહાત્વપી>ણ? છે	, કું��ણ કું	 અમા	 કુંહ્યા�� છે	  કું	 ઘ!��� થેશે	, અમા	 ઇચ્છે� �  છે� �  કું	
ઘ!��� ભા�ગો એ કુંહા	વ��  કું�યુ?ક્ષમા બનશે	 કું	,  અમા	 એ!�� માયુ લિવતા�વ% �હ્યા� નથે% ઘ!���ન�,  અન્યુ અમા	 તા	 દ�વ�ઓ પી�
અ�કું��કું �%તા	 "થે�ન��તાડિ�તા કું�% શેકુંતા� નથે%.  તા	થે%,  આમા�� આપીણન	 શે��  કુંહા	  છે	,  જો� %એ!% ખતા હા�યુ તા� આપીણ	
મા�ન%એ છે%એ, તા� 3-એએ!% છે	, કું��ણ કું	 હા� � SAT ન	 3-SAT થે% ઘ!��	 છે	. 

("��ઇ�!�ઇમા ન� �દભા? ��: 10:01)

તા	થે%, અત્યુ�� �ધ%મા�� આપીણ	 એવ� ઘ!��� જો�યુ� છે	  જો	  કુંદ�ચે આશ્ચેયુ?જોનકું નથે%, આપીણ	 "વતા�ત્ર 	! અન	 વ!Iક્ કુંવ�
જો�યુ�� છે	, પી��તા� આમા�ન મા"યુ�ઓ છે	. એ જો �%તા	, આપીણ	 SAT અન	 3-SAT જો�યુ�� છે	, આ મા�ન મા"યુ�ઓ છે	.
હાવ	,  આપીણ	 જો	  કું�વ� જોઈ �હ્યા� છે%એ તા	 છે	,  આપીણ	 આ બ	 જો� દ% જો� દ% મા"યુ�ઓ વચ્ચે	ન� તાફ�વતા ભા�વ� જોઈ �હ્યા�
છે%એ. અમા	 3-એએ!% પી� ધ્યુ�ન આપી%એ છે%એ અન	 કુંહા%એ છે%એ કું	 3-એએ!% ખ�	ખ� તામા	 "વતા�ત્ર 	!મા�� ઘ!��� કું�%
શેકું� છે�, જો	 થે��% વધ� આશ્ચેયુ?જોનકું છે	, કું��ણ કું	 તા	 જો� દ� જો� દ� ��મા	ન્મા��થે% આવ	 છે	. તા	થે%, અહાA એકું ��ક્ષલિણકું 3-SAT

>ત્ર છે	. તા	થે%, આપીણ% પી�	 1, 2, 3, 4 કું�મા� છે	  અન	 તા	મા��થે% પ્રોત્યુ	કું ત્રણ શે�લિબ્દકું છે	, તા	થે% આમા�� બ	 શે�લિબ્દકું છે	, તા	થે%
બ%જો� �  એકું છે	 ... તા	થે%, કું��ણ કું	 આપીણ% પી�	 3-SAT છે	, તા� પીછે% આપીણ% પી�	 એકું મા�ળોખ�� છે	 ત્રણ Mવ��� બ�ધ�યુ	� છે	.
તા	થે%, આપીણ	 આ લિત્રકું�ણ Mવ��� દ�	કું કું�માન�� પ્રોલિતાલિનલિધત્વ કું�%શે�� અન	 લિત્રકું�ણમા�� એકું �	બ� મા�કુંશે	 જો	  શે�લિબ્દકું >ચેવ	 છે	 .
તા	થે%, x એ x Mવ��� નથે% બદ��ઈ �હ્યા�� છે	,  આ વ"તા�મા�� છે	,  વ�યુ અન	 તા	થે% આ નથે% x અથેવ� y અથેવ� z z  એ આ
લિત્રકું�ણ નથે%.  એ જો �%તા	,  આ એક્ નથે% અથેવ� વ�યુ અથેવ� ઝા	� નથે%,  તા	થે% આ �%તા	 દ�	કું કું�મા ગ્રા�ફ મા�!	 લિત્રકું�ણમા��
ફ�ળો� આપી	 છે	. તા	થે%, આ લિત્રકું�ણ શે�� >ચેવ	 છે	, આ લિત્રકું�ણ >ચેવ	 છે	  કું	 જો� "વતા�ત્ર 	! આ વ"તા�ઓમા��થે% એકું પી�દ કું�%
શેકું	 છે	,  તા�  y  કુંહા�,  પીછે% તા	 બ%જા બ	ન	 પી�દ કું�% શેકુંશે	 નહાA.  તા	થે%,  આ જો	  કુંહા	વ�મા�� આવ	 છે	  તા	 આમા��ન% એકું વ"તા�
બ��બ� બન�વશે	, તા	 મા��� મા�!	 ઓળોખશે	 જો	  આ ફ�મ્યુ�?��ન	 વ�"તાવમા�� કું�યુ?વ�હા% કું�વ� મા�!	 શે�લિબ્દકું �ચે� છે	. તા	થે%, દ�	કું
કું�મામા��થે% માન	 �ક્ષ% આપીવ% એ એકું પ્રોકું��ન�� છે	 . તા	થે%, અહાA મા�ન્યુ �ક્ષ% હા�વ�ન�� �રું� નથે% 2, પીછે% હા� � આગો�મા% કું��કું	
�ક્ષ% બનવ� મા�!	 વધ��	 પી�દ કું�% શેકુંતા� નથે%,  કું��ણ કું	 વ�યુ અન	 વ�યુ એકુંબ%જાન	 ફ�ળો� આપીતા� નથે%.  તા	થે%,  લિત્રકું�ણ
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ઉપી���તા, મા��% પી�	 આ �%�% ધ�� છે	  કું	 ચે�ણ કુંહા	 છે	  અન	 તા	 ખ�શે�માતાન	 �%�% ધ��થે% જો��શે	. તા	થે%, આ વ�યુ જો��%ન	
કુંદ�ચે વધ� �%�% ધ��� હા�વ% જો�ઈએ કું	 જો	  વ�યુ નથે%, તા	થે% ત્યુ�� ક્��ઝા હા�વ�� જો�ઈએ, તા	થે% આ y ન	 તા	 નથે%. તા	થે%, દ�	કું
વ	ડિ�યુ	બ� જો���યુ	� છે	  તા	 >ચેવવ� મા�!	 ખ�શે�માતા છે	  કું	 જો� ત્યુ�� એકું છે	 ,  તા� બ%જો� �  ત્યુ�� હા�ઈ શેકુંતા�� નથે%.  તા	થે%,  આપીણ	
"વતા�ત્ર 	! શે�� કુંહા%એ છે%એ કું	 આ એકું ઉકું	� પી�દ કું�વ�ન� માયુ છે	 , દ�	કું કું�મા જો�ઈન	 એકું ઉકું	� પી�દ કું�વ�ન� પ્રોયુ�
કું�% �હ્યા� છે	. અન	 એમા કુંહા%ન	 કું	 હા� � અહાA y પી�દ કું�% શેકું�� છે� �, હા� � અહાA y પી�દ કુંરું� છે� �, પીછે% હા� � આ વ"તા�ઓન	 શે�ન
કું�વ� જાઉં છે� �  અન	 હા� � કુંદ�ચે હાવ	 હા� � ત્યુ�� યુ� પી�દ કું�%શે, પીછે% હા� � અહાA કું�ઈકું પી�દ કું�%શે. તા	થે%, કુંદ�ચે હા� � અહાA x પી�દ કુંરું�
છે� �,  જો� હા� � અહાA x પી�દ કુંરું�,  તા� માa નકું��% કું�ઢ્યુ�� કું	  x નથે%,  તામા��	 આન	 x ન�પી�દ કું�વ� પી�શે	.  હાવ	, માન	 તાકું�%ફ છે	,
કું��ણ કું	 મા��% પી�	 કું�ઇપીણ નથે%, તા	થે% કુંદ�ચે હા� � તા	 પી�દ કું�% શેકું�� નહાA. તા�, તા	થે%, હા� � પી�છે� જાઉં છે� � અન	 કુંહા� � છે� �  કું	, આન	 x
ન	 પી�દ કું�વ�� જો�ઈએ નહાA, આ x એ આ એક્ન	 નકું��% કું�ઢશે	 નહાA, આ એક્ન	 નકું��% કું�ઢશે	, આ ઝા	� ��ખવ� મા�!	
બળો માળો	 છે	. હાવ	, જો� મા��% પી�	 કુંદ 4 ન�� "વતા�ત્ર 	! હા�યુ, તા� હા� � પી>ણ? કું�%શે, તા	થે% હા� � કુંહા% શેકું�� છે� �  કું	 હાવ	 હા� � જો	  ઉકું	� મા��ગો��
છે� �  તા	  x  છે	  ખ�!� છે	, y true  પી� જાયુ છે	  અન	  z true  થે�યુ છે	.  તા	થે%,  કુંદ  4  ન% આ લિવશે	ષ વ"તા� પી� "વતા�ત્ર મા>હા
અલિ"તાત્વ, જો	  1 દ%ઠી ખચે? કું�	 છે	. તા�, નYધ �� કું	 એકું કું�માન% અ�દ�, હા� � મા�ત્ર 1 પી�દ કું�% શેકું�� છે� �. તા	થે%, જો� મા��% પી�	
ચે�� કું�મા� હા�યુ અન	 જો� હા� � કુંદ પી� આગ્રાહા ��ખ�� તા� "વતા�ત્ર પ્રોડિક્રયુ� એ પ્રોડિક્રયુ�ન% �ખ્યુ� છે	 , તા� પીછે% માન	 ચે�ક્કુંપીણ	 એકું
શે�લિબ્દકું દ%ઠી એકું �ક્ષ% માળોશે	. અન	 તા	 �ક્ષ%ઓ આપીણ	 પી�"પી� જો���યુ	�� છે%એ, કું��ણ કું	 હા� � ઝા	�ન	 જો���� છે� �  અન	 ઝા	ક્
નથે% અન	 દ�	કું જોગ્યુ�એ x ન	 નથે% જો	  ડિકુંન��%ઓ Mવ��� મા�ન વ	ડિ�યુ	બ� ફ	બન	 �દ કું�	 છે	 ,  એકું વખતામા�� "થે�ન��તાડિ�તા
�%	! Mવ��� એકું વખતા ખ�!� છે	 . તા	થે%, આ "વતા�ત્ર મા>હા હાવ	 તા	 શે�લિબ્દકુંન	 પી�દ કું�	 છે	 જો	  ચે��, જો	 મા�રું� ફ�મ્યુ�?�� �ચે��
બન�વ	 છે	. તા	થે%, જો� કુંદ 4 ન� "વતા�ત્ર મા>હા હા�યુ, તા� દ�	કું કું�મા �ચે% થેઈ શેકું	 છે	 અન	 આ ચે�� ક્��ઝાન� મા>હા બન% શેકું	
છે	. અન	 તા	થે%, મા��% પી�	 3-SAT ન� ઉકું	� છે	 અન	 જો� કુંદ 4 ન� કું�ઈ "વતા�ત્ર મા>હા નથે%, તા� ત્યુ�� કું�ઈ ઉકું	� નથે%. તા	થે%,
3-એએ!% "વતા�ત્ર 	! ઘ!��	  છે	  જો	  થે��% વધ��	  આશ્ચેયુ?જોનકું છે	,  જ્યુ��	  આપીણ	 એએ!%થે%  3-એએ!% �ધ%ન�
ઘ!���મા�� ઘ!��� કું�%એ છે%એ, જો	 બ�ન	 મા�ન પ્રોકું��ન% મા"યુ�ઓ છે	. "વતા�ત્ર 	!થે% વ!Iક્ કુંવ� અન	 પીછે�તાથે% ઉપી� જો	
મા�ન પ્રોકું��ન� ગ્રા�ફમા�� %ધ�� મા�ળોખ�ગોતા �બ�લિધતા મા"યુ� છે	 . તા	થે%, આ આશ્ચેયુ?જોનકું વ"તા� છે	  બ�લિ�યુન �તા�ષ્ટતા� અન	
શે�કું� મા�દ્દા�ઓ, હા� � "વતા�ત્ર લિશે��બિંબદ� છે� �  અન	 ગ્રા�ફ જો���યુ છે	. 
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તા	થે%,  આપીણ	 બતા�વ્યુ��  છે	  કું	  3-SAT 3-SAT ઘ!��	 છે	, 3-SAT "વતા�ત્ર 	! ઘ!��	 છે	,  "વતા�ત્ર 	! અન	 વ!Iક્ કુંવ�
પી�"પી� ક્ષમા થે�યુ છે	. તા	થે%, હામાણ�� પી>�તા�� કું��ણ કું	 હાવ	 હા� � આ ઘ!���ન	 કું�પી�ઝા કું�% શેકું�� છે� � , એએ!% હાવ	 કુંકું?શે ઘ!��	 છે	
અન	 તામા	 �લિહાત્યુ,  પી>ણ�eકું,  �	ખ%યુ પ્રો�ગ્રા�બિંમાગો વગો	�	 જો	વ% મા��ફ�% કું�તા% બ%જી લિવલિવધ મા"યુ�ઓ મા�!	 આવ� ઘ!���ન	
શે�ધ% શેકું� છે�.  હાવ	,  આ બધ� માહાત્વપી>ણ? છે	  યુ�દ ��ખ� કું	 આપીણ	 આ �દભા?ન	 ઘ!��વ� મા�!	 જો�ઈ �હ્યા� છે%એ,  જ્યુ��
પીહા	�� પ્રો�	બિંગો અન	 પી�"! પ્રો�	બિંગો પીગો��� બહા�વષ\યુ માયુ	 છે	. કું��ણ કું	, આપીણ	 કુંહા%એ છે%એ કું	 ઘ!���મા�� કું�ઈ માયુ
ગો�મા�વવ� નથે%,  તા	થે%,  બધ% જોડિ!�તા� �લ્યુ�શેનમા�� છે	,  જો� મા��% પી�	 બ% મા�!	ન� �ળો ઉકું	� હા�યુ,  તા� મા��� મા�!	 એકું
�ળો ઉકું	� છે	, જ્યુ��	 હા� �  b ઘ!��	 છે	. જો� મા��% પી�	 �પી>ણ? ઉકું	� છે	 , તા� હા� � કુંહા% શેકુંતા� નથે% કું	 �લ્યુ�શેન ડિ��ક્શેન એ
જોડિ!� 	! કું�% શેકું	 છે	, તા	 કું��ણ છે	 કું	 ઘ!��� �ળો છે	, તા	 ફક્તા તા	 જો હાકું%કુંતા છે	 જો	  બ	 મા"યુ�ઓ મા�ન છે	 કું	 તા	 ખ�	ખ�
મા�ન જોડિ!�તા� ધ��વ	 છે	. તા	થે%, આ બધ% મા"યુ�ઓ જ્યુ��	 અ�તા��યુ ઘ!��	 છે	 , ત્યુ��	 તા	ન� અથે? એ છે	 કું	 તા	 બધ� મા�ન
છે	. 
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હાવ	,  કું>કું અન	 �	લિવન Mવ��� પ્રોલિMધ પ્રોમા	યુ કુંહા	 છે	  કું	  દ�	કું મા"યુ� એનપી%ન	 "!	કુંમા��  ઘ!��% શેકું�યુ છે	 .  હાવ	,  આ એકું
આશ્ચેયુ?જોનકું પ્રોમા	યુ છે	,  કું��ણ કું	 આ બધ�� જો એન.પી%.  �	 છે	,  ત્યુ�� કું�ઈપીણ હા� �  %એ!% ઘ!��% શેકું��  છે� �.  તા	થે%,  મા"યુ�ન	
તા�ત્કું�લિ�કું �ઈન	 થે��� ઘ!��� થે�યુ છે	 , હા� � એએ!%ન� આગો�મા% માલિહાન	 રૂપી��તાડિ�તા થેઈ શેકું�� છે� � , તા	થે% તા	 બધ� બ	ઠી	�� શે�મા	�
છે	 અન	 તા	 પી�છે� �  જાયુ છે	. તા	થે%, આપીણ	 અહાA આ પ્રોમા	યુન	 અજોમા�વવ� અન	 �લિબતા કું�વ� મા�!	 ચે�ક્કુંપીણ	 જોતા� નથે%, તા	
જાણવ�� પી>�તા�� છે	 કું	 આ પી���વ� ગોણતા�%ન� યુ�ગ્યુ �મા�ન્યુ મા�ડ્યુ��ન	 એન્કું�કિં�ગો કું�%ન	 છે	 . તા	થે%, માશે%ન� દ�લિમાયુ�ન કું>કુંન� મા>ળો
પી���વ�, તામા	 બ�લિ�યુન વતા�?ળો� �લિજો"!� માશે%ન� �ઈ શેકું� છે�, જો	  કું�ઇકું �વ?લિત્રકું છે	, કું�ઈપીણ જો	  દ�	કું મા"યુ�ન	 એનપી%ન%
ગોણતા�% કું�% શેકું	 છે	.  અન	 પીછે% દ�%� કું�	 છે	  કું	 તા	 મા"યુ�ન% ગોણતા�%,  તા	થે% જો� એનપી% જો	વ% કું�ઈકું હા�યુ,  તા� એનપી%
ગોણતા�% હા�યુ,  ત્યુ�� તાપી� કું�તા% મા"યુ� છે	 ,  એલ્ગો�ડિ�ધમા તાપી��.  તા	થે%,  તામા	  SAT  મા�� તા	 મા"યુ� મા�!	  તા	 ચેકું�ણ%
અલ્ગો�ડિ�ધમાન� વતા?ણૂકું એન્કું�� કું�% શેકું� છે� અન	 તા	થે%, તા	 તા��ણ આપી	 છે	 કું	 SAT બ��બ� છે	 તા	 બધ�� SAT ન	 ઘ!��	 છે	. 
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તા	થે%,  આ અમાન	 પી>ણ?તા�ન% કુંલ્પીન� આપી	 છે	 ,  અમા	 કુંહા%એ છે%એ કું	 એએ!% �પી>ણ? છે	 ,  કું��ણ કું	 તા	 એન.પી%.ન% છે	  અન	
એન.પી%.મા�� દ�	કું મા"યુ� તા	ન	 ઘ!��	 છે	, આ એનપી% પી>ણ?તા�ન% વ્યુ�ખ્યુ� છે	. મા"યુ� એ એનપી% �પી>ણ? છે	, જો� તા	ન% પી�	
પીહા	�%વ�� ચેકું�ણ% એલ્ગો�ડિ�ધમાન� એનપી%,  કું�યુ?ક્ષમા ચેકું�ણ% એલ્ગો�ડિ�ધમાન� છે	.  અન	 વધ�મા��,  એનપી%મા�� દ�	કું મા"યુ�
એકું બહા�માલિતા માયુ ઘ!��� Mવ��� તા	ન	 ઘ!��	 છે	. તા	થે%, કું>કું �	લિવન લિથેયુ�	મા Mવ��� વ્યુ�ખ્યુ� Mવ��� એએ!% એનપી% પી>ણ? છે	,
કું��ણ કું	 તા	 એન.પી%.ન% છે	, આપીણ	 જાણ%એ છે%એ.  અન	 એન.પી%.મા�� દ�	કું મા"યુ� પી� કું>કું �	લિવન પ્રોમા	યુ "થે�લિપીતા કું�	 છે	,
પી��તા� હાવ	 આપીણ	 જો�યુ�� છે	  કું	 બ	ઠી� પી�તા	 3-SAT જો	!��� ઘ!��	 છે	. તા	થે%, પ્રોત્યુ	કું મા"યુ�ન	 SAT મા�� ઘ!��% શેકું�યુ છે	 અન	
પીછે% એકું વધ� વ્યુ�ત્પીન્ન પીગો��મા��  3-SAT �ધ% ઘ!��	 છે	.  તા	થે%,  દ�	કું મા"યુ� હાવ	  3-	!મા�� ઘ!��	 છે	,  ત્રણ બ	ઠીકું� પીણ
એનપી% છે	, તા	થે% 3-એએ!% પીણ એનપી% પી>ણ? છે	. તા	થે%, આ હાવ	 �મા�ન્યુ તાકુંન%કું છે	, તા	થે% તામા��% પી�	 કું�ઈ મા"યુ� છે	
જો	  એનપી% પી>ણ? છે	.  અન	 પીછે% હા� � તા	ન	 મા��% મા"યુ� અહાA ઘ!��	 છે	  જો	  બ%ન	 પીણ એનપી% પી>ણ? કું�	 છે	 ,  કું��ણ કું	 બ% એ
એનપી% છે	, જો� તા	 એનપી% નથે%, તા� તા	 એનપી% હા��? કુંહા	વ�યુ છે	  તા	 કું�ઇકું નબળો�� છે	 , તા	 ઓછે�મા�� ઓછે� �  મા�શ્કું	� છે	  એનપી%ન%
દ�	કું મા"યુ�, પી��તા� એનપી% પી�તા	 નહાA. તા	થે%, એનપી% હા��? કુંહા	 છે	  કું	, તા	 દ�	કું મા"યુ�ન	 ઘ!��	 છે	, પી��તા� તામા	 ખ�તા�% કું�� કું	
એનપી% �થે	 �કુંળો�યુ	� નથે%, તામા��% પી�	 તા	ન% ચેકું�ણ% અલ્ગો�ડિ�ધમાન� નથે%. તા	થે%, આવ% કું	!�%કું મા"યુ�ઓ છે	 જો	ન�
મા�!	 ચેકું�ણ% એલ્ગો�ડિ�ધમાન� વણ?ન કું�વ�� �ળો નથે%, પી��તા� તામા	 ચે�ક્કુંપીણ	 ઘ!��� બતા�વ% શેકુંતા� નથે%. પી��તા� અન્યુથે� જો�
બ�ન	 કું�% શેકું	 છે	, તા� તામા	 એકું ચેકું�ણ% એલ્ગો�ડિ�ધમા અન	 દ�	કું મા"યુ� શે�ધ% શેકું� છે�, તામાન	 કું	!�%કું મા"યુ� માળો% છે	 જો	
એનપી%મા�� એનપી% પી>ણ? મા"યુ� છે	 જો	  તા	ન	 ઘ!��	 છે	, પીછે% તા	 એનપી% પી>ણ? થે�યુ છે	. 

("��ઇ�!�ઇમાન� �દભા? ��: 18:20)

તા	થે%, પી% એ પી%.પી%. મા�ન એનપી% મા�ન છે	 કું	 કું	મા તા	ન� પ્રોશ્નન� જોવ�બ આપી	 છે	 . તા	થે%, ઘણ% ઉપીયુ�ગો% મા"યુ�ઓ જો	
��બિંજોદ� જીવન શે	ડ્યુ>બિં�ગો, લિબન પી	કિંકુંગો મા�!	 અત્યુ�તા માહાત્વપી>ણ? છે	. તા	થે%, બ[ન પી	કિંકુંગો મા>ળોભા>તા �%તા	 હાવ	 છે	  જો� હા� � લિવલિવધ
ઑબ્જો	ક્!�ન	 કુંન્!	ન�મા�� એકું શ્રે	ષ્ઠ મા�ગો? અથેવ� મા��ફ�%ન� પ્રોવ��મા�� મા��ફ�% કું�વ� મા��ગો� છે� � , તા� અમા	 શ્રે	ષ્ઠ પ્રોવ� શે�ધવ�
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મા��ગો%એ છે%એ,  આ બધ% જો માહાત્વપી>ણ? જીવન મા"યુ�ઓ છે	,  જો	  ��કું� જીવનન	 અ�કું��કું �%તા	 હા� કું�વ� મા��ગો	 છે	.
એનપી% �પી>ણ?તા�ન% લિથેયુ�% અમાન	 જોણ�વ	 છે	 કું	 આ બધ% મા"યુ�ઓ ખ�	ખ� અમાથે? છે	, અન	 એકુંબ%જાન	 માકુંક્ષ છે	, હા� �
એકુંન	 હા� કું�% શેકું�� છે� �, હા� � તા	ન	 હા� કું�% શેકું�� છે� �. હાવ	, અમા��% પી�	 આ પ્રો�યુ�લિગોકું પી���વ� છે	 કું	 કું	મા કું	 આ માહાત્વપી>ણ? મા"યુ�
છે	  કું��ણ કું	 મા�!% �ખ્યુ�મા�� "મા�!? ��કું� આ મા"યુ�ઓન	 કુંમ્પ્યુ�!� લિવજ્ઞા�નન% શે�ધમા�� આવ્યુ�� તા	 પીહા	���થે% જો�ઈ �હ્યા� છે	.
��કું� 100 થે% વધ� વષ? મા�!	 �લિનલિશ્ચેતા મા"યુ� અન	 બ[ન પી	કિંકુંગો મા"યુ�ઓ જો�ઈ �હ્યા� છે	 . તા	થે%, આ મા"યુ�ઓ, જો�
તા	ઓએ હાજી �ધ% તા	 અન	 કું�યુ?ક્ષમા ઉકું	� પ્રો�પ્તા કુંયુ�e નથે%, તા� તા	 �ભાલિવતા ��ગો	 છે	  કું	 ત્યુ�� કું�ઈ કું�યુ?ક્ષમા ઉકું	� નથે%. તા	થે%,
�પી>ણ? પ્રો�યુ�લિગોકું પી>��વ�થે% પ્રોયુ�ગોમા>�કું દૃલિષ્ટકું�ણથે%, એવ�� >ચેન કું�વ�મા�� આવ	 છે	 કું	 એનપી% પી%થે% જો� દ�� છે	. પી��તા� કુંમાન%બ	
આ એકું પી���વ� નથે%, ગોલિણતામા�� એકું એવ% દ�%� કું�વ% જો�ઇએ કું	 એનપી% પી���વ� આપી%ન	 પી%થે% અ�ગો છે	  કુંહા	વ�� એ જો
કું��ણ છે	 કું	 કું	!�%કું એન.પી%.ન% મા"યુ�ન	 �%ધ	 કું	!�%કું મા"યુ�ઓન	 મા"યુ�ઓ શે� મા�!	 પી�લિ�ન�લિમાયુ� માયુન� ઉપીયુ�ગો
કું�%ન	 હા� કું�% શેકું�યુ નહાA.  આન	 ન%ચે�� બ�ઉન્� તા�%કું	  ઓળોખવ�મા��  આવ	 છે	,  તા	થે% અમા��	  લિનમ્ન બ�ઉન્� "થે�લિપીતા
કું�વ�ન% જોરૂ� છે	. કું	!��કું એનપી% �પી>ણ? મા"યુ� મા�!	 અન	 આ ખ>બ જો મા�શ્કું	� છે	 , આ પી�કું��રૂપી �લિબતા થેયુ�� છે	, એનપી%
પી>ણ?તા�ન% ઓળોખ 1970 ન% શેરૂઆતામા�� કું>કું અન	 �	લિવન Mવ��� કું�વ�મા�� આવ% હાતા%. તા	થે%, હાવ	 40 વષ?થે% વધ� છે	, કું��ણ કું	
એન.પી%.ન% લિMધ��તાન% શે�ધ થેઈ ગોઈ છે	 અન	 ઘણ� ��કું� મા�શ્કું	�% અન�ભાવ	 છે	 અન	 કું�ઈએ આ કું�વ� મા�!	 %ધ% �%તા શે�ધ%
નથે%. તા	થે%, ઔપીચે�ડિ�કું �લિબતા% પ્રોપી�ચે% છે	 અન	 લિમાલિ�યુન ����ન� મા>લ્યુ છે	 , કું	મા કું	 ક્�	 મા	થે ઇલિન્"!ટ્યુ�! Mવ��� આપીવ�મા��
આવ	� ઇન�મા છે	. તા	થે%, ગોલિણતામા�� આ એકું ખ�લ્�% ખ�લ્�% મા"યુ�ઓ છે	 . તા	થે%, મા�!% �"થે�એ એકું મા�!� ઇન�મા આપ્યુ�
છે	.  તા	થે%,  કું�ઈકું �લિબતા કું�	 છે	  કું	 આ ખ�	ખ� કું	 નથે%,  પીછે% ત્યુ�� મા�!� ઇન�મા છે	.  તા	થે%,  આ �થે	 આ કું�?ન	 મા�પ્તા
કું�વ� મા�!	 તા	 યુ�ગ્યુ "થે�ન ��ગો	 છે	. તા	થે%, આ માયુ	 હા� � તામા��� આભા�� મા�ન�� છે� �. 
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